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Abstract

If the notion of the multiplier owed its -fa-
me to the work of J.-M. Keynes, it is in no man-
ner limited to this very simple type of schemati-
sation. Any forecasting model can be directly de-
rived from it, whether it is static or dynamic.It
is the same with the decision models, if the en-
terprise is concerned, the industrial branch or
the regional or national eccnomy.

The multiplier is an instrument for economic
forecasting and decision-making, generally more
oerfected and more and more employed in the U.S.
fLa

The conceptional researches (R.S.Q.E. model
or so-called Michigan Model, Brookings Model ,
Klein-Goldberger Model, M.I.T. Model etc.) and
the belgian-Dutch works on economic forecasting
and policy (Kirschen—Theil—Tinbergen) and their
Cybernetic generalisation (Fox-Thorbecke) are the
recent illustrations of a notion of which the his-
torical origin is much former to Kevynes.

The urban multiplier of basic economy dates
% Lo Aurousseau (1921) ; the multiplier of Fo-
gn trade was conceived and calculated twice by

L
he Danish Johanssen $ the American R.-F. Halg ,
id imagined the employment multiplier at the oc-
asion of an urban study on the city of New-=York
in 1928, which was resumed and developed more me-
thodically by A.-F. Kahn (1931), The first gene-

ralizations of this notion had existed for a long
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time befcre the rmulti-sectional nmultiplier was
imagined by W. ¥. Léontief (1947) and Je=S. Chip-
man (1948). '

Unfortunately, this notion of fundamental
and practical interest for economic fcrecasting
and decision is still very oiten understcecd in  a
limited sense. The point is to define it, to in-

dicate its dynamic extensions, to show finally
its utility in a number of examples of  practical
applications.

This 1s effectively the aim of the following
study.

The generalized notion of multiplier can be
defined as a set of marginal relationships indi-
cating isolated variations of one or more excge~
neous variables in a system of linear equations
and in a simplified form.

In general, this is the differential -
tient, i.e. Partial differential 3y @ linear ecua-—
tion of a simplified form, or the set of partial
derlvatives (Coefficient matrix or functional de—
terminants or Jacobian) in a simplified model.

The process of generalization is not yet com-
pleted. In fact the variations of the values or
the signs of the endogenecus variables with  res-
pect to the variation of the exogeneous variables
are not envisaged. So far the values of the so-
lution or the signs of the multipliers only. indi-
Cate the impact of the exogeneous variables on
the endogeneous ones in equilibrieum. The moment
we consider it as a process in time we cannot be
sure of success of multiplier before it is dyna-
mized. '

When it is dynamized it will permit the me-
surement of the impact of the exogeneous varia-
bles in the successive periods. It will make it
possible to describe or to forecast guantitative-
ly the reaction of the endogeneous variables G-
long the transitory path, separating final from
the initial equilibrieum, '

The dynamisation of the multiplier theory is
achieved with help of Leontief's notionh of dyna-
mic invarsion (1968).
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51 l1a notion du multiplicateurl a dil sa no-
toriété & 1'oceuvre de J.-M. Keynes, elle ntest
e€n aucune facon limitée a ce type trés simpliste
de schématisation. Tout modéle de prévision en
reléve directement, qu*il soit statique ou dy-
namigue. Il en est de méme des modéles de déci-
sion, qu'il s'*agisse de l'entreprise, de la bran-
che industrielle ou de 1'économie nationale - ou
régionale -~ prise dans son ensemble.

Les recherches conceptuelles (R.S.Q.E. Mo-
del ou dit Michigan Model, Brookings Model,
Klein-Goldberger Model, M.I.T. Model, etc.?), et
les travaux belgo-hollandais sur la prévision et
la politique économiques (Kirschen-Theil-Tinber-
gen-) et leur généralisation cybernétique (Fox -
Thorbecke?), sont les illustrations récentes
d*une notion dont l'origine historique est bien
antérieure 3 Keynes.

Le multiplicateur urbain de l'éconcmie de
base remonte 3 M. Aurcusseau (1921)5 ; le multi-
pPlicateur du commerce extérieur fut congu et cal-~
culé 3 deux reprises par le Danois Johanssen ;
-1'Américain R.-F. Haig avait imaginé 1le multi-
pPlicateur d'emploi & l'occasion d'une étude ur-
baine sur la ville de New-York en 19287, ce qui

fut repris et développé plus méthodiquement par
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E)

i.-F. Kahn (1931)8,

F e

Les premiéres généralisations de cette
tion sont .elles-m@mes anciennes, puisgue jex rmule
tiplicateurs multi-sectoriels furent l1'zseuvr

W. W. Léontief et J.-S. Chipman®.

oo

Malheureusement, cette notion d'un intdréc
pratique fondamental pour la prévision et la dé-
cision économiques est, trop souvent, encore en-
tendue dans un sens étroit. Il importe denc de
la définir, d'en indiquer les prolongements dyna-
miques, et:d'illustrer enfin son utilise _dans
une série d'exemples d'application: pratique:®,

SECTION I

Definition de 1a Theorie Generalisee du Multiplicateur

La notion généralisée du multiplicateur se
init comme un ensemble de rapports imarginaux,
rimant la variation isolée d'une.ou de  plu-
urs variables endogénes en fonction de la va-
tion isoclée d'une ou de plusieurs ~variables
excgénes, dans un systdme d'équations . 1lindaires
et de forme réduite. D'une fagon. générzale,c’est
le guotient différentiel, c,-a-d. la dérivdée par-
tielle dans une éguation linéaire de forme ré-
duite, olu, l'ensemble des dérivées partielles
(matrices des coefficients dite encore, détermi-
nant fonctionnel ou Jacobien), dans un modéle d%
forme réduitell, o

dérf
exp
sie
ria

i
i

14

Une structure, se définit comme un  ense -
ble des ensembles particuliers et intercéren-
dants, dont l'intersection ntest pas vide.
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Mathématiquement parlant, la définition
alnsi admise aboutit a cette conclusion que 1a
structure en question a au moins une solution .
Nous verrons plus loin que cette notion de solu-
tion équivaut, dans 1'écondmie, & celle @'dgui-
libre,

On distingue, généralement, deux sortes de
structures : structures dites fermées, ét struc—
tures ouvertes.,

Une structure est dite fermée (Self Contai-
nec Structure), lorsque le nombre des variables
apparalssant dans les équdtions caractéristiques
est égal au nombre des équations du systdme, Une
Structure est dite ouverte (Secticnal Structu-
‘re), si le nombre des variables figuran dans
les équations du systéme est supérieur celul
des équations caractéristiques. :

I3
L=
by

a1

L'intérdt des structures ouvertes est  trés

grand dans l1:économie : en ettribuant des  vse
leurs différentes aux variables indépendantes ou.
@xcogénes, on pourrait obtenir autant de  soly-

tions pour les variables endogdnss, pour leur va-
leur d'objectif, de prévision, et de faire donc

différentes simulations. Clest 12, & vral dire,

une véritable généralisatian. Cependant, cette

genéralisation ne tient que si les systéemes d?é-

quations sont linéaires, caractérisés par la sta-
bilité et la continuité des relations; ce qui

Suppose des structures statiques et stables. Tou-
tefois, 11 existe des méthodes par lesquelles on

peut linéariser des systémes d'équations discon-

tinues et instables et donc non lindaires et dy~-

namiques<4, Tel est, par exemple, le cas du ma-

déle de multiplicateur Kleéin-Goldbergerl3, qui

est construit & base d'un systéme d'équations

souvent non linéaires, mais lindarisées en vue

d’obtenir des formes réduites et donc des multi-

plicateurs.,.
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B. Les Equations de Forme Redyite

Par 1a formz réduite on entend la solution
générale d'une dquation « ou d'un aystéme d'é.-
quations - impligite et .différenciable. La solu-
tion est, dans ce contexte une noticn purement
mathdmatiquey dont le syripnyme est, . économique-
ment parlant, 1'équilibre, lorsgu'il s'agit des
éguations linéaires.

Ainsi définfs, elleg indiquent 1*inEluence
directe et 1nddirécte des variables exogines sur
les varisbles endogénes dams un sysitdme d'dqua—

R )

tions linfeire (statiquel.

Admettdhs‘unﬁenseMbie-de variables ‘exogines,

Z, EOit : (1) Z -—-(Zi, ZZT 23, LIC I L] Zn),
gt un'eUsemﬁlG §a3g&rié5$és endogénesr‘y, soit:
(2} ¥ é-(yi, yé, Yo .a.»;'yk).

Maintenant, nous pouvons, & l'aide de la
théorie des fonctions implicites, ramener les
deux systemes. de vaieur ci-dessus & un systéme
implicite général et réduit, c.-d-d. :

(I} Flysz) = QO

Les équations génériques et de forme rédui-
te de ce dernier systéme sont :

dz1
Y, = g,(z,) dy,
' d22
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Les £xuaticns génériques et de forme rédui-
= de ce dernier systéme sont 1

[} o a
dz1
o o [
Yy = gz(zz) = (dyz)
d22
(I1)
; l° L] ﬂ
-:r = t_:'k€4_n) g dyk)
. dz
n
Zhod'une fagon générale, soit un systéme d'2gua-
tizns lindaires
Il‘ :‘i’:’:‘yj = O Pl (i :1-'- 2,:.:., k);
“nns oune telle structure, 1l'ensembie de s50lu-

ticn est égal a :

8 2 © -] o
(III) X=] (=z,y) { yi=gi(z), (1=1,2,00.5%),

o8 o o z .
i {=,y) est une solution et ¥ = gi(z) .est
Y -'}_.’m 4 . ’ .

ia =M€ 2auation de forme réduite.

Alnsi, le systéme d'équations de forme"
dulte est un systéme d'hypothéses ouvertes dont
chacune donne, explicitement, la valeur de SO-—

lution d'une variable endogéne (yi) en fecnction

o,

o
(9;) d'une variable exogene (z); ces deux dernid—

res étant prises parmi les variables de deuxen- -
sembles de varlables (il s'agit ici des deux_en-
sembles Y et 2) différents. A chaque attribi<t:

ré="

ler
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tion de valeur aux variables exogenes cn n'ob-
tiendra, dans les systémes linéaires, gu'une so-
lution générale et unique & chacune des varia-

bles endogénes correspondantes.

Dans le systéme (II), les dérivées partiel-
les :

o o .
dy ., dy, dy, o
dz . v |4z yerery |GZ y indiquent, tou-
n

1 2
tes choses égales par ailleurs, ltimpact direct
et indirect de chacune des z, variables exogénes
sur chacune des y, variables endogénes. Le si-
gne "o traduit le fait que :

dyk ° — dgk(z) .
EE: — | 33

n

Si, pour simplifier, nous admettons par con-

vention, gue :
-]
(dyk) =V,
)
dzn

nous pouvons, en partant d'un point d'équilibre
initial :

x = (y, z), .

N .i1éeme .
attribuer une valeur gquelcongue a la } varia-
ble exogéne; et, partant, mesurer quantitative-
ment (la valeur) ou qualitatjyement (le signe) ,
la variation induite de la k variable endo-
géne dans le systéme linéaire {(statique) ci-des-
sus donné. Ces dérivées partielles sont connues,
en économie, sous le nom de "multiplicateur"”. El-
les expriment la théorie généralisée du  multi-
plicateur. ©Dans cet exemple, elles mesurent
ltefficacité de l'instrument (politique ou con-
joncturel}, j, a l'égard de la variable dépen-
dante, K. ij obtenue, est une grandeur dont la
valeur est multiple de la valeur de jJ : c'est,
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plus précisément, la valeur de projection ou 1la
valeur prise, a la suite d'une décision portant

sur i, par k.

Il s'agit, bien entendu, de la valeur in-
duite d'une varlable endogéne en fonction d'une
variable exogéne, dans ce systéme statdique. Pour
cbtenir la valeur totale de toutes les wvariables
endocgénes en fonction de lt'ensemble des varia-
bles‘exogénes, il suffit dtadditionner les V&
leurs de l'ensemble des dérivées partielles. On
obtiendra ainsi une valeur différentielle tcta-
le.

SECTION II

Determination de l1a Valeur et du Signe des Muitiplicateurs

De l'ensemble des développements gqui pré-
cédent, 1l ressort que le multiplicateur n‘est,
en définitive, gue le quotient différentiel ou
cdérivée partielle, qui mesure, dans une .équa-~
tion linéaire de forme réduite et différenciable,
1'influence totale (directe et indirecte) d'une
variable exog&nement donnée sur une variable qui
en dépend.

Ainsi précisés, et une fois généralisés,voy=~
ons maintenant comment on dérive la valeur de
ces multiplicateurs.

A. Determination de la Valeur des Multiplicateurs

’Illustrons, par un exemple, la fagon dont
on determine la valeur des multiplicateurs.

< s N : 14
Choisissons un modéle structurel 51m]::‘1e4l ’

comportant 2 variables exogénes, 6 variables en-

dogenes et un systéme lindaire de § équations,
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soit :

bl P » -
(3) fY¥Y= C+I+X-H equation de définiticn,

(4) §C= C(Y,1i) fonction de consommaticn,

(Iv)(5)/ 1= 1(Y,i) fonction drinvestissement,
{(6) { H= H(Y) fonction dtimportations,
(7)Y | L= L(Y,1) fonction de liquidités,
(8) L L= M condition d'équilibre.

Ce modéle apparait comme une structure sec-
ticnelle d'un modéle plus général. Deux varia-
bles exogénes : 1l'une de nature conjoncturelle ,

soit le velume des exportations, ?, et ifauvtre
considérée comme un instrument politique, seit
la guantité de monnaie en circulation, &, com—

mandent les & autres, solent les variables dé-
pendant du systéme :

C = la consommation globale,
I = l'investissement total,

Y = le revenu national,

L. = le volume des liquidités,
H = les importations,
et enfin,i = le taux d'intérét en usage.

Ces 6 derniéres variables sont interdépendan-
tes entre elles :

-~ le revenu national et le taux d'in-
térét irnfluencent le niveau de la con-
sommation, celul des investissements

et des liquidités de 1'économie;
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- de son cdté,le niveau des impor:a-

tions est influencé par l'évolution du
revenu nationalj ’

- et ainsi de suiteees

Ainsi, nous avons une structure séctionnelle

et lindaire, hiérarchisée, suivant l'ordre

cau-
sal des variables, comme suit
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Cela étant, comment exprimer maintenart
forme réduite du modéle pour en dériver les
tiplicateurs ? Nous pouvons remplacer les = S
quations du systeme (IV) par un systéme réou’: .
2 équations, scit implicitement

(9) Y=C(Y,i) = T(Y,i)+ H(Y)-¥=0 (équ.?,z,3,;

{(v)
(10) L(Y,1) M=0 (équ.5 et &)

ol 2 inconnues : Y et i, sont exprimées en fonc-
tion de 2 variables exogénes: § et §.

Appelons les dérivées partielles par rapport
a Y et i, variables dépendantes :

3 C
—_— = C
Y Y
2C ¢,
‘;l 1
31
—_— = 1
Y Y
I

(VI) —:S'-i- = Ii
3 H
- = H
Y Y
AL
— = L
Y Y
2L
51 ~ b1

Pour expliciter les interdépendances. Et en rem-
plagant les variables par leur nouvelle valeur '
le systéme (V) devient :

(11) (1-C, - 1y+Hy)dY-(ci+Ii)d1-di =0
{(vr)

(12) L,dY + L;di ~dfi = ©
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. - ’ +
Des lors, si nous prengons dM = O, par rap-
port a la variable exogéne X , nous obtenons vur
systeme réduit:

(13) A, BY _ (o, 1.y 28 _ X
(ve) ')i 1 1 3*
{(14) L 3Y + L 21 = 0,
Y 2% 1%
ou, pour simplifier les écritures, nous avons

admis que:
(1«C «I +H)=A
Y Y Y Y

Ainsl, hous obtenons, pour les 2 inconnues de ce
systeme, c.-ad. dY et di, les 2 solutions sui-

dax af
vantes:
(15) (dY > . L,
dii AL + (C +I)L
y i i 4 Y
(16) / di\® = -L,
dX AL +{(C +I)L
y i i i Y
ou, plus briévement:
L
(15*)/ dy ¥ = i
a¥k L
: -L
{(16"){di\y = y
a% a .
ou AL + {(€C + I)YL = A =1le déterminant

y i i i Y
du systéme.
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De la méme maniére, Nous pouvons obtenir
les dérivées partielles par rapport a la varia-
ble exogéne f, c.-a-d. considérer d¥% - 0, par rap-
pcri & &, nous obtenons pour les 2 inconnues du
systéme, solent:_d¥Y et _di, les solutions:

+ ¥
crl éM

(27 / dy \ © Cy + Iz
ar !
A

(18) / di \° y
aft b

n

Maintenant, nous pouvons,  en considérant
1'ensemble de ces interdépendances, déterminer 1la
variation totale des Y et i par rapport & la va-
riaticn globale des 2 variables exogénes:§ et §# ,
prises simultanément. D'ol:

(19) (ay)° = [y VdaX + /3y Vaf -
X Yh/
Li af + Ci* Iy g4
-3 - &
{20} {(di)*® =

| (;i.°d§'+ dilad =
Ax M
(1_CY+HY-IVJ gt

—Lx di +
D

22:¥(1—Cy—1y + Hy)Li + (Cy +Ii)Ly::A==le détermi-

Nous n'avons déduit, jusqu'a présent, que la
valeur de solution des 2 variables endogénes (par
rapport aux 2 variables connues) sur 6 existant
dans le systéme. La valeur totale des 4  autres
s'obtient sans difficultés. Ainsi: '
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(21) dc = Cyly —C3Ly &

I
<
H
.
=
o}
>
+

Ey(ci+Ii)+Ci(1_cy_Iy+Hy) dﬁ

I L, -I

(22) d1 = Iy -IiL
A

Yy ak +

Iy(ci+Ii)+Ii(1-Cy—Iy+Hy) i

A
H L. H (C +I )
(23) dH = !Al di + Yy i i dﬁ
(24) dL = dM

ou, sous forme réduite:

(21*)(ac)e )E ° a3 C\° af
X (3M

(22')(dI)°==}I)° at é{ o gt
\3 X oM

jiﬂ)“ df
M

(23*)(dH)° =(3HY qf
' 2%

(24')(dL)® = df

Ainsi, nous avons les valeurs de la variation
totale, & partir_du point d'équilibre initial ¥ =
(¢, C, f, E, L, 1), de chacune des variables en-
dogénes du systéme par rapport 3 la variation, &
partir du point d'équilibre initial 2 = (X, &) ,
des 2 variables exogénes correspondantes.

Pour généraliser la théorie du multiplicateur,
disons que nous avons Zh variables exogénes (h=1,
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2y «ssy h), qui commandent Y, variables endogénes

(K = 1,2, ..., k) dans un systéme lindaire. A cha-
que attribution de valeur aux h variables exoge-
nes, correspond une variation des k variables en-
dogeénes, variation dont la valeur est un multiple
de la valeur attribude aux variables exogenes .
Soit:
dy ¥ - ¢ = g (2). ce rappert qui n'est au-
dz i
tre chose qu'une dérivée partielle dans une équa-~
tion de forme réduite, ou plus exactement la so-
lution de cette équation statique, est appelée le
multivlicateur.

Les valeurs d'équilibre ¢, résultant de 1a
fcrme réduite ¥ = (2) obtenue & partir du systéme
de valeur admis pour z, sont pour ainsi dire des
points finals des vagues d'effets déclenchées par
la variation des variables exogénes, vagues qui
s'étendent sur tout le systéme interdépendant .
Alnsi, pour aménager ces interdépendances, on ra-
mane, gradce aux formes réduites, le systéme ini-
tial F(Y, 2) =0 & un systéme causal, c.-3-d. y =
gi(ﬁ), qui est un systéme plus general ddnnant

des solutions explicites et générales pour 1' en-
semble des variables endogénes, tout en tenant
compte de leurs interdépendances.

Signalons que si Egk est une matrice, comme,
3%h
har exemple:

o/
e
AN

(9]
N
o

W) seaa’s

o/

K

—

O
N
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soit une matrice 1 x k (k = 1, 2, wouy k),

la valeur de solution du systéme sera, dans ce
cas, plus aisément obtenue par l'inversion dge 1z
matrice en question.

Cela dit, en économie, notamment quand on
est en présence des modéles qualitatifs et income
plets, il est impossible de déterminer 1la valeur
quantitative des multiplicateurs, D'autre part,
on cherche souvent a déterminer non pas la Va~
leur mais la tendance ou ia direction des varia-
tions., Dans ce cas, on aura inter&t a connaitre
plutdt les signes des multiplicateurs.

B. Determination des Signes des Multiplicateurs

Quand nous traitons des structures linéaires
et quantitatives, nous pouvons déterminer sans
difficultés, la valeur de la variation des varia-
bles internes du systéme par rapport a la varia-
tion de variables exogénes, c'est-a-dire l'ensem-
ble des dérivées partielles, comme nous venons
de le falre. Mais, si nous ne considérons qu'une
sous-partie {(un ou plusieurs sous-ensembles .par-
ticuliers) de l'ensemble structurel ci~dessus
analysé, nous serons alors mieux placés pour dé-
terminer les signes des multiplicateurs et non
pas leur valeur.,

D'une maniére générale, si nous ne possédons
pas des données quantitatives suffisantes, nous
pouvons, néanmoins, connaltre le sens.de l'ac—
tion des variables instrumentales ou conjonctu-
relles, c'est-a-dire connaitre le signe des mul-
tiplicateurs. La théorie générale, en est four-
nie par A.~G. Papandreou 13_ Nous nous contente-
rons d'en indiquer ici une application simple.

Supposons une structure partielle, soit:
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fordée sur 2 équations, soient:

{25) sS(Y) = 1I(i) une fonction dtin-
vestissement
(26) f = L(Y,i) une fonction des 1li-

quidités dans un
modéle du type key-
nésien

ou implicitement:

]
o

(25') S(Y) - I(1) = 0  F (¥,1)
ou
(26") & -L(v,i)= O F,(Y,1,M)= o,

ot 1, la quantité de monnaie en circulation, est
la variable exogéne; et Y, le revenu global, et i,
le taux d'intérét en usage, sont les deux varia-

bles endogénes.,

Il est bien évident que nous ne pouvons pas
résoudre ce systéme par la méthode des équations
de forme réduite qui, nécessitera, rappelons-le ,
la spécification compléte des équations caracté-
ristiques du modéle ou de 1a structure dans son
ensemble. Dans ces conditions, et st*il stagit
des systémes linéaires, comme c'est le cas ici,
nous pouvons rechercher, néanmoins, & déterminer
ces deux équations, gualitativement, c'est-a-dire
3 partir des signes des dérivées partielles,

It

Ainsl, et si certaines conditions sont satig-
faites, nous obtiendrons les signes des multipli-
cateurs; et, partant, nous pourrons determiner ou
prevoir le sens de 1la variation des variables en-—
dogénes.,

Quelles sont ces conditions 2 )
Les equations doivent &tre linéaires ou liné-
arisées et continuellement différenciables.
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Une fois ces deux conditions satisfaites, il
suffira de faire appel & la "régle de L=z ENCaEs-
ternl pour obtenir les signes des dériveées

partielles, et donc, des multiplicateurs.

a) - La regle de Lancaster.

Kelvin Lancaster a récemment expliqu#é
les conditions dans lesquelles on pourra, dans
un mod=le partiel, deriver les signes des mul-

tiplicateurs sans qu'il soit nécessaire d'obte-
nir les equations de forme réduite.

Leg processus et les conditions sur les-
quels est fondée la réegle de Lancaster, sont
les suivants:

i- a partir des coefficients des Va-
riables d'un systéme d'équaticns
incomplet, on établit tout d'abkocrd,
une matrice des signes, appelée "La-
beled Signs Matrix" { en abrégé
LSM);

ii- puis, on effectue, sur cette matri-
' ce des signes LSM, un certain nom-

bre d'opérations: transpositions
et inter-changements des lignes et
des colonnes; et cela jusqu'a ce
que la matrice LSM prenne la forme
dtun S.

La forme S est obtenue lorsque le
bloc triangulaire supérieur de L3M
ne comporte, sauf exceptions, que

des signes positifs (+), et le bloc:
trianqulaire inférieur des signes
{(0). Et si par hasard, la diagona-
le (ou la quasi-diagonale, pour le
cas ol la matrice ne serait pas car-
rée) principale ne comporte que des
signes négatifs (~), cela signifie
seulement que la structure considé-
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rée n'est pas du type intégré:

iii- et une fois la forme & obtenue, on
pourra dériver dés lors, les signes
des multiplicateurs.

) - La dérivation des signes des multiplica-

teurs,

Reprenons maintenant notre exemple, 5i
nous explicitons les fonctions implicites (25* )
et (26'), C.-a~=d. en differenciant le systéme

par rapport a M, nous obtenons:

(25m)  >Fy dy\° e + 371 /di\e daf = o
2Y \dhf i \ dfi
(26m)  3F; dY)°dﬁ+§F2 di° dff =
gy(dﬁ Vi dn*a)
- _3F g
5 M
OU, en simplifiant:
(25) 371 7ay\e +3F1 parle - o
v (o) 31 Qam
(26m+) 'éFefdy)" + 3F; di) ° - 3F)
Yy A af i dff i
dés lors, & l'aide des déterminants, nous obte~
nons pour les 2 inconnues du systéme, C.=-a~d.

&
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F
0 }.1
1
- YFg 3,
3 i
dY)"—
ali) ~
LR
DY 2
3 o
3Y T
et
)F‘l 0
'§Y
LI T Y 5N
dY i
(58) -
at/ ~ A
ou, le déterminant ost:
'3F1 }F‘l
2Y )i
A [ o
3 NF;
Y 21

Maintohant, nous ne pouvons pas évaluer, quanti-

tativement, la valeur des éléments du déterminant;

et, partant, celle des dérivées partielles ou des

multiplicateurs (_d_Y)° et (ﬁ)“ Mais, a partir
a

af
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des fonctions implicites (25') et (26'), nous sa-
vons que: g

F
} 1 > O = +
)Y
F
‘a 1 > o = +
31
F
272 0 = =
(VIII) 2Y
F
-3_2 > O = +
1
F
32 = 1 = +
Y
F1 -0 = o
SRL

Nous appliquons maintenant, la régle de Lancas-
ter:

i- & partir du systéme des signes
(VIII), nous construisons la matri-—
ce de coefficients (exprimés par
leur signe), soit:

v Mooy i
|
F‘ L]
!
v = i
L5M= FI 0 Pt +
F2 + ! - +
L 1 3

ii- maintenant, nous faisons, sur cette
matricé des signes, quelques opéra-
tions de transposition et de trans-
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formation, et cela jusqu'd ce qu'el-
le prenne la forme S:

gbhtenons:

3

.

en interchangeant les lignes E.
et F2 , nous obtenons:
i\ V 1‘91|\fi1
|
F l
1
!
F2 + l - +
[}
F. G| o+ +
+ ]
- 1 i
puis, en transformant les signes
de cette derniére matrice, rous

en interchangeant les 1li-

Si=

nous aurons

1

v R i
§
F |
]
F1 - ! + -
F2 O ! + +*
|
ensulite,
nes St en transformant les
nes de la ligne 1,
Vv ™ | Y i
i
F I
-
Fy -i+ -
L F2 0 i - -
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et enfin, en transformant les si-
gnes de la colonne {, nous obte-
nons la matrice de forme S, soit:

| -
v ﬁ" Y i
5. | ;
]
F1 - I + +
!
F, o| - -
L I' J

La matrice des signes LSM a main-
tenant pris la forme voulue, 53 ce qui va
nous permettre de déterminer, sans aucune
information complémentaire, les signes de
(gg ° et /dil\®, solent les deux multipli-

afi af

cateurs dans notre exemple.

Alnsi: 0 .
- +
slgne de gx)o = signe de
af -
+ +
- +
l J

"
+

= {(+) _
+) (+7=(+7 (=) 2 o



signe de/di
aff
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et

)° _ signe de|

(=)
o < o--

Alnsi,nous concluons qu une fois connus les
signes des variables exogenes, nous pouvons dé-
te miner par rapport a ces derniers, ceux des mul-

tiplicateurs;

et partant, la direction de varia=~

tion des variables endogénes: les signes des mul-

tiplicateurs

i

ii-

obtenus dans notre exemple montrent:

le signe de gi)° étant positif, tou-
am

te variation de M (soit la guantité

de monnaie en circulation, et prise

ici comme variable exogéne); entrai-
nera une variatlon, dans le méme

sens, de Y (soit le revenu national,

considéré comme une variable endogé-
nej

et le signe de dil\°® étant négatif,

am
toute variation de (con51dere tou-
jours comme une variable exogeéne ) ,

provoquera une variation, dans le
sens opposé, .de i (soit le taux d'in-
térét, et cansidéré de méme que Y

comme une variable endogéne); le rap-
port de la variation des Y et i1 , é-
tant un multiple de la variable M.
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Ainsi, avec la technique des signes, nous
franchissons un second stade de généralisation de
1a théorie du multiplicateur; le premier stade-et
1'essentiel- étant déja réalisé par la méthode
4ies dquations de forme réduite.

“ependant, le processus de généralisation res-
te loin d'étre complétement achevé, En effet,les
variations des valeurs ou des signes des varia~
bles endogénes par rapport a la variation des va-
riables exogénes ne sont envisagées, jusqu' icl ,
qu'en termes purement statiques: les valeurs de
solution (équations de forme réduite) ou les si-
cnes des multiplicateurs obtenus, n'indiquent que
1'impact des variables exogénes sur les variables
endogénes, une fois 1'équilibre réalisé. Dés lors,
si ce processus de variations est envisagé comme
un processus dans le temps, nous ne pouvons étre
strs du succés du multiplicateur ainsi générali-
sé, que si celui-ci est dynamisé, sans toutefois
qu'il perde de sa stabilité.

SECTION 111

Dynamisation et Generalisation Complete de la Theorie du
Multiplicateur

Pour généraliser complétement la théorie  du
multiplicateur ci-~dessus formalisée, nous devons
donc rechercher 3 dynamiser celle-ci. La dynami-
sation est rendue possible, chaque fols que:

les variables du systéme se trouvent datées,
décalées, voire méme "monétarisées";

‘les paramétres structurels, et surtout les
paramétres politiques, acceptent de changer;
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. ainsi de suite ...

Et, une fols dynamisé, ce mocdéle nous permeT -
tra de mesurer l'impact des variables exocs
dans la succession des périodes; et de decrlze
de prévoir, la rédaction des variables endogene..
tout au long du chemin tran51t01re, séparant 1"—
quilibre initial, provoquéde par la variation «=--
variables exogénes.

A} - La formulation des multiplicateurs dyra-
miques

Pour formaliser ce que nous venons de dire |,
admettons le modéle structurel qui suit, soit:

(1) HY, = A + BZ_+ CY__, + Ups

ol: H = une matrice zarrée de dimension
k des variables endogénes,

Y, = le vecteur des variables endogée-
nes (Yt=y1t,y2t,..’ykt},
A = une matrice de coefficients de

dimension,

B = la matrice d'ordre m.k des coe:-
ficients des variables exogénes
(paramétres politiques),

Zt = le vecteur de dimension m des va-
riables exogénes (zt=zit’22t""’
zmt)’

CYt .= Un vecteur de variables émgéCQ—

~% 1lées, appartenant a la i péw
riode dans le passé,

Ut = le vecteur des variables stochas-

tiques, qui englokbe l'ensemble



134 TARQIQAT-E EQTESADI

des causes non incorporées dans
le modele,

t = se référe a lgmgériode courante
et t-i a la i période passée.

Dans ces conditions,si la matrice,H est une
matrice réguliére (non singuliére), soit de rang
k, notre modéle structurel admet la forme reédui-
te qui suit, soit:

1 1 1 -1

(2) Yt=H—,A+H— BZ, + HCY, . + H U

t t-1 t

~

cuz

. H 'est le multiplicateur général courant,
H™ "B le multiplicateur général dynamique qui in-
digue l'impact de la variation des paramétres po-
litiques, de méme que H™1c qulil montre l1'impact
de 1la variation d'un ensemble (vecteur) de va-
riazbles prédéterminées dans le passé, sur les va-
riables endogénes courantes.

Cela dit, il reste a savoir si le systéme
sur lequel se trouve fondé le modéle, est en dé-
finitive, stable ou instable. Ceci est d'une im-
portance capitale, car le sort des multiplica-
teurs en dépend. En effet, si ltensemble des ef-
fets induits par la variation des variables exo-
génes est convergent, c'est-3-dire s'il tend
vers une valeur finale, le systéme sera alors
stable. Dans ces conditions, la théorie généra-
le du multiplicateur y est applicable sans ob-
stacle. Mais, si cet ensemble est, par contre
divergent, c'est-a-dire qu'il s'écarte toujours
de la position d'équilibre initiale sans conver-
ger pour autant vers une valeur finale, alors le
systéme sera- instable et donc la théorie du muls«
tiplicateur inapplicable. A partir de 13, nous
aurons affaire a .des phénoménes d!amplification,
tels que: accélération, polarisation, creissance

longue; ou encore & des mouvements. discontinus
comme oscillations.
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Dés lors, nous sortons pratiquement du domai-
ne de la théorie du multlpllcateur et entrors
dans celul de dynamisation au second degré, ou ce-
lui des ampllflcatlona.‘

Cependant, W.-W. Léontief a tout récemment
proposé gue l'on pourrait franchir, sous cert=:-
nes conditions, le seull de dynamisation ains: i-
xé; et partant, dynamiser davantage le multipli-
cateur. Cette dynamisation sera faite & l1'aide
d'une inversion dite dynamique.

B) - La dynamisation a l1'aide de la - notion
dtinversion dynamique de W.-W. Léontief.

A la notion de 1'inversion habituelle, guali-
fiée statique, W.-W. Léontigf oppose celle . de
l'inversion dite dynamique 17

Le modéle gqu'il propose pour démontrer cette
thése, est de forme structurelle suivante:

Selon lui,‘la production {(output) d'une perio=-
de courante (t) est a la fois fonction des carac=-
terlsblques structurelles {les coefficients tech-
niques d'entrée courants), de la demande termina-
le de la méme période (t) et des coefficients pro-
jetés de capital pour la période suivante (t +1);
ce qui signifie, que les équipements produits
dans la période courante (t) ne sont mis en oeu-
vre que dans la période suivante (t + 1), soit:

= - C
(1) X, = Atxt + Bt+‘l(xt+‘l Xt) + Cy
Prod. _ Demande Investissement ,Consonm.
= interm.” terminale
[, it . " J & i — - —_— g —
ol
X, = (X X ceey X . ), soit le vecteur-co-

nt
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lonne des outputs de n secteurs dans une
période donnée, t;

A, = la matrice d'ordre n, qui décrit les ca-
ractéristiques structurelles de 1'écono-
mie dans la méme périocde, ou si 1l'on
veut, la matrice de coefficients d'in-
puts courants;

T

Bt . = la matrice carrée d'ordre n des coeffi-
"t cients de capital de la période t+1;

C = le vecteur de la demande terminale dtor-
dre m,

= (Clt, C2t, .e a8y Cmt).

La demande terminale permise par la pro=-
duction Xt est donc:

(2) C, = X, =A_X_ - B (X

t t £t t+1 -xt).

t+1

Et comme la production courante (X,), dépend

»

de celle de la période t+1 par l'inter§édiaire de
la matrice B, d'ol:

(2bis) (Xt - Atxt + Bt+1xt) -Bt+1xt+1=ct

En posant:
(3) G = (I""A +B+),
on obtient:

(4) C, = G, X, = B
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I
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ystéme linéaire de forme:

;
1
- X =] C
(4+) l -1 (41)
o
ou si l1'on veut i ] ]
m Xime1 X3 Xy X X
G--m ‘B-m+1 T—m C~m
\\\\G X C . .
(am) -ni : Pl [ Ml
- S.3 -B, X_3 €3
\\G \ |
-2 ~—B_4 ’f..z C.2
' G.1 “BoX_4 Co1
GOX0 CO
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A partir de ce systéme, on peut simuler les
productions passées en remontant dans le temps .
I1 suffit de partir de C, dont la valeur est con=-
nue, et de déterminer X necessaire a sa réalisa-
tion. C'est le probléme de 1l'inversion. D'ou :

-1

(5) Xt= Gt Ct + B

t+1xt+1

Cette inversion ou solution, est dite dynami-
que, car elle fait intervenir 1la matrlce B "
et, a travers celle-ci, relie Xy a Xepqe Chaqué

élément de 1'équation (5) étant, en fait, une ma-
trice, on aura dés lors plutdt et au lleu de (5)
le systeme de solution suivant:

I' 1 . ) - "
' Annde-m  Annee -2 . Annéde Q
-1
G R g~ 1
X _m “m -m **R.35_5 C
Xy
C
x--2 = c
X1 C
XO -
b 4 b J i
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ou

)~ 1g

(6) R = G B 4 N

(]

(I=-A + Bt+

En remontant de bas en. haut {(en suivant les
fléches)z on trouve a la base, la matrice de so-
lution GO sy qul n'est autre chose que 1'inverse

statique de la matrice G. Il s'agit, plus précisé-
ment, du multiplicateur habituel, qui est obtenu
dans l'année de base, 0. Cette matrice de solu—
tion nous montre -les conditions dans lesquelles
on pourra satisfaire une demande terminale (CO) a

1'aide des entrées courantes de la méme annde de
base. Mais, le terme précédent (toujours en re-
montant ‘de bas en haut), c.-a-d. R ,G~-1 indique

=170 ?
la quantité de biens intermédiaires et capital né-
cessalres dans l'année t-1 pour satisfaire un

montant de la demande finale égal a C_. en réali-
’

sant une production totale égale & X_ et ainsi

1
de sulte, jusqu*a 1'année -m (m &tant une série
de périodes déterminédes). Ainsi, ces solutions
permettent de simuler les productions des oério-
des passées a partir des éléments d'une période
de base donnée.

Cela dit, nous devons signaler qu'a partir de
la période t-1, les R_1G51, etc..., sont des solu-

tions dynamiques et non plus (comme ce fut le cas
pour G.) celles obtenues par inversion statique .
Il .s'agit 1a, d'une dynamisation au second degré,
due a ltintervention des coefficients de capital.
Et les solutions que l'on obtient dans ces con-
ditions, n'expriment plus la théorie de muitipli-
cation, mais plutdt, celles d'accélération, de po-
larisation et de creoissance longue. Cependant |,
le systéme demeure, pour son auteur, stable et
convergent. Mais, 11 n'est pas exclu qutil de-
vienne instable et divergent. Pour cela, il suf-
fit que l'on abandonne 1'hypoth&se selon laquelle
"les biens de capital produits dans l'année t ne
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sont mis en oeuvre que dans l'année t+1", c.-3-~d.
gque l'on integre ces biens d'équipement au pro-
cessus productif de la période prise en consigé-

ration.

0 0O

0

Avec cecl nous terminons la partie CONCep=
tuelle de la théorie du multiplicateur. Et, dans
une prochaine livraison nous aborderons des exem-—
ples concrets de son application.
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(1) - Il existe trois notions principales de mule
tiplicateurs.

i- le multiplicateur cartésien, qui per-
met de lier un élément d'un ensemble
particulier & un ou a plusieurs é&1&-
ments d'un autre ensemble. Dans ce
cas, la notion de multiplicateur cor-
respond & celle d'une fonction;

ii- le multiplicateur de Lagrange, aqui
est 11é & la notion de contrainte ou,
plus exactement, aux maxima et minima
contraints. Lorsque le champ de va-
riation des variables est limité, 1a
maximisation ou la minimisation se ré-
duit au probléme de chercher les va-
leurs les plus grandes ou les plus ne-

tites, pouvant é&tre réalisédes dans
les limites permises des variables en
question. Un tel probléme est dit
probléme de maximisation ou de mini-
misation contraintes; et les rela-

tions qui limitent le champ de va-

riation de ces variables, sont dites

contraintes. Dans de tels cas, on se

trouvera en présence d'un systéeme

dont le nombre des dquations est supé-
rieur 3 celui des variables incon-

nues. Cette sur-détermination, est

due & It'introduction de relations de

contrainte. Dés lors, pour détermi-

ner le systéme, on seraz amend 3 in-

trodulre des inconnues artificielles

jusqu'a ce qu'il soit possible de ré-
soudre le systéme. Ces inconnues ar-~

tificielles, dont le nombre est égal

a celui des contraintes, scnt appe-—

lées multiplicateur de Lagrange;

enfin, le multiplicateur rattaché -3
tort- au nom de Keynes. Seule cette

o
[
[
|
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derniére notion de multiplicateur,
dont nous généralisons ici la concep-
tion, fait l'cbjet de 1'étude pré-
sente.

(2) = De.=B. Suits: The Theory and Application of
Econcmetric Models, (Center of Economic
Res., Vol. 3, Athens, 1263}); id: Applied
Econometric Forecasting and Policy Analysis,
in Arguivo do Inst. Gulbekian de Ciencia ,
(Lisboa, 1967, vol. II, n® 2, pp. 91-247) ;
L.-R. Klein and A.-R. Goldberger: An Econo-
metric Model of the United States 1926-1952,
{North—~Holland Publ. Co, Amsterdam, 1955) ;
id: Impact Multipliers and Dynamic Proper-
ties of the Klein-Goldberger Model, ( North
~-Kolland Publ. Co, amsterdam, 1959); J.- S.
Cusenberry, G. Fromm, L.-R. Klein and E.
Kuh: The Brookings Quarterly Econometric Mo-
del of the United States, (North - Holland
Fubl. Co, 1965); G. Fromm and P.~J. Taub~
man: Policy Simulations with an Econometric
Model, (North-Holland Publ. Co, Amsterdam,
2268); R. H. Rasche and H. T. Shapiro: The
FeReBe=M.I.T. Econometric Model: Its Spe-
cial Features, in Am. Eco. R., (May 1968,
£p. 123-1349).

(3) - J. Tinbergen: Economic Policy ( Principles
and Design), (North-Holland Publ. Co.}, Tr.
Fr. par L. de Azcarate: Techniques modernes
de la politique économique, (Dunod, Paris,
2261); Id: On the Theory of Economic Policy,
(North-Holland Publ. Co., Amsterdam, 1963);
#. Thell: Economic Forecasts and Policy ’
{North~Holland Publ. Co., Amsterdam, 12970),
2nd Ed.; Id: Applied Economic Forecasting,
{(North-~Holland Publ. Co., Amsterdam 1966 ;
E. D. Kirschen =nd L. Dupriez: A Model of
World Income and Trade in 1975, (North-Hol-
land Publ. Co., Amsterdam, 1970); E. Se
Kirschen: Politique économigue contempo-
raine, (Editions de l1'Institut de Sociolo-
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gie, Bruxelles, 1565); Id: Ecenomic Pclicy
in cur Time, {North-Hoclland Fubl. Co., Am—
sterdan, 1964), Id: Vers un modeéle prévision-
nel mégisto-économique, in Cah. Eco. Bruxei-
les, {N° 16, Oct. 1962, pp. 471-483); Id. Mé-
gistos: un modele mondlal de croissance écc-
nomigque, in Cah. Eco. Bruxelles, (N° 49, Ier
trim. 1971, pp. 85-99), (c.r. par M. Monta-
zer-Zohour, in R. Doc. Eco., (N° 150, 197:Z,
p. 49); J. Paelinck: Un modéle dynamique e
simulation et de contrdle pour 1*économie
belge, in Rev. Int. S. Eco. Com., (N°3, 1969,
pp. 201-228).

(4) - K.-A. Fox, J.-K. Sengunta and E. Thorbecke :
The Theory of Quantitative Economic Policy
with application to economic growth ans sta—
bilization, (North-Holland Publ. Co., 19E5:.

(5) - M. Aurousseau: The Distribution of Popula-
tion - A constructive problem, Geographiczl
Review, 1921; (f: également: J. Dreyfus: Re-
cherche et aménagements urbains, pp. 4C et
ss. in Consommation -CREDOC, (N® 1-1%66); Cl.
Ponsard: Théorie de la base Economique et
croissance urbaine, texte présenté au Collo-
que Caznado-Frangais (Développement urbain et
analyse économigue), (Univ. Laval, Sept.
19268); H. Beblaoui, H. Bourbon, M. Montazer-
Zohour et J. Pelicand (sous la direction du
Prof. Boudeville) - La croissance du Bassin
Parisien, (I.5.E.A., 1968); J.-R.Boudeville:
Modéle de croissance du Bassin Parisien, in
Cah. I.S.E.A., (Ser. L, 18, 1968).

(6) - Les résultats de recherches empliriques, en-
treprises entre 1921-1926, aboutisszient, a
deux reprises; & un multiplicateur 2,6 povwr
le commerce extérieur du Danemark. Cf: W.
Gueldner: Untersuchungen zur Theorie yom
Aussenhandelsmultiplikator, (Frankfurt/Main,

1959), Annexe Il.
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R.-M. Haig: Major Economic Factors in Me-
tropolitan Growth and Arrangement, { New -
York, 1928).

—

‘-.]

—
!

(8) - A.-F. Kahn: The Relations of Home Invest-
ment to Unemployment, in Eco. J., (N® 2-

(2) = J.=5. Chipman: The Theory of Intersectoral
Money Flows and Income Formation, (Hopkins
Univ. Press, Baltimore, 1951); id: The Ge-
neralized Bi-System Multiplier, in Can. J.
E. & Pol., (May 1949, pp. 176-189); id:
The Multi-Sector Multiplier, in Eco. Ja,
{Cec., 1950, pp. 355-3745.

(10)- Vu l'ampleur de 1'étude, nous aborderons
cette partie dans une prochaine livraison.

‘11)}= Cf: A.-G. Papandreou: Fundamentals of Mo-
¢el Construction in Macro-Economics, ( A=~
thens, 1962), pp. 23 et ss.

v12)~ L.~R. Klein and A.-5S. Goldberger: An Econo-
metric Model of the U.S. 1929-1952, (North
—-Holland Publ. Co., Amsterdam, 1955)}.

(13)= Cf: A.-5S. Coldberger: Impact Multiplier
and Dynamic Properties of the Klein- Goid-
berger Model, (Amsterdam=-Chicago, North =
Holland Publ. Co., 1959}, pp. 110 et ss;
f.-5. Eckaus: The Stability of Dynamic Mo-—
cdels, in R. of Eco. and Stat., (1957, pp.

(14)- Pour ce genre de modéles, voir: M. Monta-
zer~zZohour: Généralisation de 1la théorie

du multiplicateur, Thése Sci. Eco., (Paris,
1969), pp. 227 et ss. ; K.-C. Kogiku: In-
troduction aux modales macroéconomiques
trad. fr. par F. Bertault, (Ed. Sirey,
1571), pp. 97- et ss; E. Ames: Introduction
ala macroéconomie, tr., fr. par J.-L. Jac-



(16)-

(i7)-
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quier, (P.U.F., Paris,197C), pp. 71 et ss;
A.~-G. Papandreou: Ecohomic as Science, (Chi-
cago, 1958), pp. 79 et ss; Id: Fundamentals
of Model Construction, op. cit., pp. 43 et
ss; H. Kuhn: Die Struktur quantitativer Mo-
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