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BACKGROUND AND OBJECTIVES: Weibull distribution, which was introduced by a 
Swedish physicist named Weibull, is today the most common model used in studies of 
reliability, longevity, quality control and widely in various branches of science, including 
Insurance, medicine and engineering are used. This distribution has a lot of flexibility 
for modeling different data. The main goal of this research is to calculate insurance 
premiums and estimate Weibull distribution parameters using different estimation 
methods. 
METHODS: In this article, the parameters of the Weibull distribution and the net 
premium are estimated using moment estimation, maximum likelihood, least squares 
of error, weighted least squares, percentage, Cramer-Von- Mises, Mixture of moment 
and maximum-likelihood are discussed in the presence of outliers. R software was 
used for simulation and numerical calculations and Easyfit software was used to fit 
the Weibull distribution to the real example data. At the end, real data examples for 
obtaining different estimators of the premium in the case of unknown parameters β 
and θ and known α is provided.
FINDINGS: In this research bias, the mean square error of net premium and unknown 
parameters β and θ were obtained by using different estimators for Weibull distribution 
data as well as the generalized variance of unknown parameters β and θ.
CONCLUSION: In this part, the evaluation and comparison of the estimators using 
real and simulated data was discussed, which was obtained by different k_maxfor real 
data. For example, in the moment method, kmax was equal to 5, based on which the 
net premium is 3.37657. In the simulated data, according to k (number of outliers), 
n (sample size) and β and θ values, bias values, mean squared error and generalized 
variance of premium and different estimators were obtained. As an example, for n=10, 
k=1, β=1.5, θ=3 and α=70, by comparing the bias and generalized variance of the 
estimators, we come to the conclusion that based on the bias, the percentile estimator 
has a better performance than the other estimators. That is, it has less bias and 
according to the generalized variance, the maximum likelihood estimator has a better 
performance than other estimators and the estimators are consistent (the generalized 
variance decreases with the increase of the sample size). Based on the mean square 
error, the moment estimation has a better performance than other estimators. 
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مقاله علمی 
برآورد پارامترهای توزیع وایبول و حق بیمة خالص   در مواجهة داده   های دورافتاده 

ابراهیم سهرابی، مهدی جباری نوقابی*

 گروه آمار، دانشکده علوم ریاضی، دانشگاه فردوسی مشهد، مشهد، ایران

پیشینه و اهداف: توزیع وایبول که فیزیک دانی سوئدی به نام وایبول معرفی کرد، امروزه رایج ترین مدل مورد 
استفاده در مطالعات قابلیت اطمینان، طول عمر، کنترل کیفیت و به طور وسیعی در شاخه   های مختلف علوم از 
جمله بیمه، پزشکی و مهندسی استفاده  می شود. این توزیع برای الگوسازی داده   های مختلف، انعطاف پذیری زیادی 
دارد. هدف اصلی این پژوهش محاسبة حق بیمه و برآورد پارامترهای توزیع وایبول با استفاده از روش های مختلف 

برآورد است 
روش شناسی: در این مقاله به برآورد پارامترهای توزیع وایبول و حق   بیمة خالص با استفاده از برآودگرهای 
گشتاوری، ماکسیمم درست نمایی، کمترین    توان   های    دوم خطا   ، کمترین توان   های دوم وزنی، صدکی، کرامر– 
فون– میسز، آمیختة گشتاوری و ماکسیمم درست نمایی در حضور داده   های پرت پرداخته شده است. از نرم   افزار 
R برای شبیه سازی و محاسبات عددی و از نرم   افزار Easyfit برای برازش توزیع وایبول به داده   های مثال واقعی 
استفاده شد. در پایان دو مثال واقعی برای به دست آوردن برآوردگرهای متفاوت از حق بیمه درصورتی که دو پارامتر 

β و θ مجهول و α معلوم است، ارائه شده است.
یافته ها: در این پژوهش اریبی، میانگین توان دوم خطا، واریانس تعمیم یافته و حق بیمه خالص برای پارامترهای 

مجهول β و θ با استفاده از برآوردگرهای مختلف، برای داده های توزیع وایبول به دست آمد.
نتیجه گیری:  در این قسمت به بررسی و مقایسة برآوردگرها با استفاده از داده های واقعی و شبیه سازی شده پرداخته 
شد که برای داده   های واقعی در روش   های مختلف k-max متفاوت به دست آمد. برای نمونه، در روش گشتاوری 
k-max برابر 5 شد که براساس آن حق بیمة خالص   3.37657 است. در داده های شبیه سازی شده نیز با توجه به 
k )تعداد داده های دورافتاده(، n )حجم نمونه( و مقادیر β و θ، مقادیر اریبی، میانگین توان دوم خطا و واریانس 
 α =70و θ=3 ،β =1.5 ،k =1 ،n=10 تعمیم یافتة حق بیمه و برآوردگرهای مختلف به   دست آمد که برای نمونه برای
با مقایسة اریبی و واریانس تعمیم یافته برآوردگرها به این نتیجه می   رسیم که براساس اریبی، برآوردگر صدکی دارای 
عملکرد بهتری نسبت به دیگر برآوردگرهاست، یعنی دارای اریبی کمتری است و با توجه به واریانس تعمیم یافته، 
برآوردگر ماکسیمم درست نمایی دارای عملکرد بهتری نسبت به سایر برآوردگرهاست و برآوردگرها سازگارند )با 
افزایش حجم نمونه واریانس تعمیم یافته کاهش می   یابد(. براساس میانگین توان دوم خطا، برآورد گشتاوری دارای 

عملکرد بهتری نسبت به سایر برآوردگرهاست.
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مقدمه 
است.  حق بیمه  بیمه،  علوم  در  موضوعات  مهم ترین  از  یکی 
پوشاندن  به منظور  بیمه   گر  که  است  پولی  مقدار   

1

 مقدمه  

مورد انتظار    ی هاان یپوشاندن ز  منظوربهگر  مهیاست که ب  یمقدار پول  p،  ةبیمحق  است.  بیمهحق  ،مهیموضوعات در علوم ب   نیتراز مهم  یکی
 ی ادعاها  مقدارکه  دیفرض کن  داده است.  شنهادی پ  بیمهحق  نییتع  ی متفاوت برا  ی ها روش   Young (2006)کند.  یم  افتیگذار درمهیاز ب

 شیدر آزمافراوان    طوربهل  ووزیع وایبت  .دیآیدست مبه  از فرمولبیمة خالصحقآنگاه    در گذشته رخ داده است،  که خسارت  
ا  Weibull (1951)  .استفاده شده استبقا    وتحلیلتجزیه  عمر،طول  نرخ  به  ی برا  عیتوز  نی از  ،  استفاده کرد   خلأ  ةلول  یخرابدست آوردن 

Lieblein and Zelen (1956)   نداستفاده کرد  نگی بلبر  یخراببررسی نرخ    ی برا  این توزیع   از.  Singh et al. (2013)    مدل    وتحلیلتجزیه به
 .Chaturvedi et al  .ل باشدوصورت وایبهبها  لفهؤماز    زمان شکست  عیتوز  اینکه  فرض  با  پرداختند  لفهؤمبا اشتراک بار    ی مواز  ستمیس

ها برای پارامترها  شده از پیشینآلوده  های تحت مدل شکست بیزی از کلاس سیگما  مدل شکست وایبول   تحلیل بیزی استوار ازبه      (2014)
های  داده  با  بول یمدل وااز    «)پراکنده(   نامنظم  بیترتبا    های سری طول عمر سیستم»تحت عنوان    ای مقاله  در  Fang et al. (2016)  پرداختند.
های  توزیع وایبول در حضور داده  بیزی از  برآورد کلاسیک وبه  ای  در مقاله   Gupta and Singh (2017)  سال  در  پرداختند.چندگانه    دورافتادة
روزشده از به  ی پارامترسه  ةنسخ  کی  Strzelecki (2021)  .کنندتبعیت می  از توزیع نمایی  افتادهدورهای  دادهکه در آن    پرداختند  دورافتاده

معکوس   یینما  بول یوا  عیتوز  Sindhu and Atangana (2021)  کرد.  یسطوح مختلف استرس معرف  ی طول عمر برا  نییتع  ی برا  بول یوا  عیتوز
را   بول یاز مدل وا  دهشل یتعدشکل    کی  Abubakar and Muhammad Sabri (2021) .  بردند  به کار  نانیاطم  تیقابل  وتحلیلتجزیه  ی برا
 19-دیکوو  ةد یپد  لیتحل  ی برا  بول یوا  عیاز توز  ی د یجد  ةنسخ  از Liu et al. (2021)  نظر گرفتند.   در  ی گذار هیسرمابازده    وتحلیل تجزیه  ی برا

. ها استفاده کردندمجموعه داده  یو مهندس  یپزشک  لیتحل  ی شده برااصلاح  بول یوا  ع یتوز  کیاز    Alyami et al. (2022.  استفاده کردند
با مجموعه   سهینمونه در مقا  کیدر    اتمشاهد  یشود که برخ یمواجه م  یتیبا موقع  شگریآزما  کی،  یگاه  عمر  مربوط به طول   ی هاشیدر آزما

 ک یکه ممکن است    میشویمواجه م  یطیبا شرا  ش،یآزما  کیدر طول    گر،یدعبارتبه  .اندبزرگ  یلیخ  ایکوچک    اریمانده بسیمشاهدات باق
 ,Barnett and Lewis)  افتاده در نظر گرفتداده دورعنوان  ها را به آن  توانیرو منیمشاهدات همگن نباشند و ازا  ةیبقچند مشاهدات با    ای

  یبعد  ی هانی تخم   یاز آلودگ  تواندیفرد م  افتاده،مشاهدات دوربا تشخیص    رایز  ،تواند مهم باشدیمهم    دورافتادهنقاط    ص ی تشخ  .(1984
با  عمر  طول   ی ها شیآزما  ةنیزم  در  ،دورافتاده  های داده   عمر مورد انتظار را در حضورطول    برآورد   Kale and Sinha (1971)کند.    ی ر یجلوگ

  دورافتاده  داده  ی ساز مدل   ی را برا   ی زیب  کردیرو  Pettit (1988) .  در نظر گرفتند  عمر  طول مدل    کیعنوان  به   یی،نماعیدر نظر گرفتن توز 
روش جدید برای برآورد پارامترهای مدل گاما در   یک  Dixit (1989)  استفاده کرد.  خانواده نمایی   ی اتخاذ کرد و از آن در رابطه با اعضا 

پارتو در    عیتوز  ی برآورد پارامترها»تحت عنوان    ای در مقاله   Dixit and Jabbari Nooghabi (2011)کرد.    اتخاذ  دورافتادههای  داده  حضور
  پارتو پرداختند. عیتوز ی ، به برآورد پارامترها«دورافتاده های حضور داده

، تعدادی از مشاهدات ممکن است  در یک نمونه  اند.کردهارائه    دورافتاده  های از دادهتعاریفی  ،دانشمندان زیادی در مواجهه با مسائل مختلف
های  این مقادیر دادهدیگری باشند    ةجامعگیری اشتباه است یا مشاهدات از  نمونه با بقیه هماهنگ نباشند که این فکر را ایجاد کند که روش  

  ة مشاهدبزرگ و غیرطبیعی یک    ةماندباقی مشاهده با    یک  1960  . 1957  هستند  دورافتاده
که این ایده را  ی طوربه   ،انحراف داشته باشد  هاداده  ةبقیقدر از  آنای که  مشاهده  معتقد بود،Hawkins (1980) .کندرا تلقی می  دورافتاده

بیاورد و   باکه    در ذهن  است،  سازوکار  روش  تولید شده  است.  ةداد  دیگری  مقال  دورافتاده  این  پارامترها   هدر  برآورد  به ضرورت  توجه  با 
n   نیز  و  k  که توزیع درصورتی k−  پارامتر    دو  وقتی که هربه برآورد پارامترهای توزیع وایبول    باشند  وایبول   دو  مشاهده هرβ     و
 .پرداخته شده است، باشدمعلوم  αو مجهول 

های  داده  در مواجهه با  بول یوا  عیتوز  ی برآورد آن لازم است که پارامترها  ی و چون برا  است  بیمة خالصحقبرآورد    یپژوهش هدف اصل  نیدر ا
 برآورد شود. بیمة خالصحقمجهول و سپس  ی پارامترهالازم است که ابتدا  است،مجهول  نجایمشخص باشد و در ا دورافتاده

 گریدازطرف  ، ستین  کسانی  دورافتادهریو غ  دورافتاده  ی هاداده   عیاست که در اغلب موارد توز  آن  گر،یمقاله با مقالات د  نیا  ز یاز وجوه تما  یکی
  کردیرو  نیپژوهش از ا  نیمتفاوت باشد که در ا  عی توز  ی از پارامترها  یکیاست که    یها وجود داشته باشد منطق در داده  دورافتاده   ةداد  اگر

 . استتر دهیچیحالت پ نیو برآورد پارامترها در ا ی سازمدل  ی نظر یهرچند که از نظر مبان ،استفاده شده است 

  یها داده  سازی مدل   ی برا   تیکشیمدل د  معرفی  و  دورافتاده  ةدادتوزیع وایبول،    ،پژوهشروش    مدو  در بخش  :است  لیصورت ذهبمقاله    ةادام
است  دورافتاده بخش  پرداخته شده  در  به س.  داده   یچگالتابع    یبررس  وم  بررسی   چهارمبخش    در  پرت،  ی هادر حضور    برآوردگرهای  به 

ماکس ( Moment Method)  ی گشتاور  Least(   خطا  دوم  ی هاتوان   ن یکمتر  ،( Maximum Likelihood Estimator)   نماییدرست  ممی، 
Squares Error Estimator)،  یوزندوم    های توان   نیکمتر   (Weighted Least Squares Error Estimator )،  صدک   (Percentile 

حق بیمة 
 Young (2006) .زیان   های مورد انتظار از بیمه   گذار دریافت می   کند
فرض  است.  داده  پیشنهاد  حق بیمه  تعیین  برای  متفاوت  روش   های 
است،  داده  رخ  گذشته  در  که  خسارت  ادعاهای  که X مقدار  کنید 
توزیع  می   آید.  p = E(X) به         دست  فرمول  خالص   از  حق بیمة  آنگاه 
وایبول به   طور فراوان در آزمایش طول   عمر، تجزیه وتحلیل بقا استفاده 
آوردن  به   دست  برای  توزیع  این  از   Weibull (1951) است.  شده 
 Lieblein and Zelen (1956) کرد،  استفاده  لولة خلأ  نرخ خرابی 
کردند. استفاده  بلبرینگ  خرابی  نرخ  بررسی  برای  توزیع  این   از 
با  موازی  سیستم  مدل  تجزیه وتحلیل  به   Singh et al. (2013)  
شکست  زمان  توزیع  اینکه  فرض  با     پرداختند  k مؤلفه  بار  اشتراک 
از مؤلفه   ها به   صورت وایبول باشد. Chaturvedi et al. (2014)  به 
تحلیل بیزی استوار از مدل شکست وایبول تحت مدل شکست بیزی 
از کلاس سیگما   های آلوده   شده از پیشین   ها برای پارامترها پرداختند. 
Fang et al. (2016) در مقاله   اي تحت عنوان »طول عمر سیستم   های 
داده های  با  وایبول  مدل  از  )پراکنده(«  نامنظم  ترتیب  با  سری 
 Gupta and Singh (2017) دورافتادة چندگانه پرداختند. در سال
در حضور  وایبول  توزیع  از  بیزی  و  کلاسیک  برآورد  به  مقاله   اي  در 
داده   های دورافتاده پرداختند که در آن داده   هاي دور   افتاده از توزیع 
نمایي تبعیت می   کنند. Strzelecki (2021) یک نسخة سه پارامتری 
به روزشده از توزیع وایبول برای تعیین طول عمر برای سطوح مختلف 
توزیع   Sindhu and Atangana (2021) کرد.  معرفی  استرس 
کار  به  اطمینان  قابلیت  تجزیه وتحلیل  برای  معکوس  نمایی  وایبول 
بردند. Abubakar and Muhammad Sabri (2021)  یک شکل 
تعدیل شده از مدل وایبول را برای تجزیه وتحلیل بازده سرمایه گذاری 
در نظر گرفتند. Liu et al. (2021) از نسخة جدیدی از توزیع وایبول 
 Alyami et al. (2022) .برای تحلیل پدیدة کووید-19 استفاده کردند 

مهندسی  و  پزشکی  تحلیل  برای  اصلاح شده  وایبول  توزیع  یک  از   
مجموعه داده   ها استفاده کردند. در آزمایش   های مربوط به طول    عمر 
گاهی، یک آزمایشگر با موقعیتی مواجه می   شود که برخی مشاهدات 
در یک نمونه در مقایسه با مجموعه مشاهدات باقی   مانده بسیار کوچک 
با شرایطی  آزمایش،  به   عبارت دیگر، در طول یک  بزرگ اند.  یا خیلی 
مواجه می شویم که ممکن است یک یا چند مشاهدات با بقیة مشاهدات 
همگن نباشند و ازاین   رو می توان آن ها را به عنوان داده دور   افتاده در نظر 
گرفت (Barnett and Lewis, 1984). تشخیص نقاط دورافتاده هم 
می تواند مهم باشد، زیرا با تشخیص مشاهدات دورافتاده، فرد می   تواند از 
 Kale and Sinha (1971) .آلودگی تخمین   های بعدی جلوگیری کند 
دورافتاده،  داده   های     حضور  در  را  انتظار  مورد  عمر  طول  برآورد 
توزیع   نمایی،  گرفتن  نظر  در  عمر       با  طول     آزمایش   های  زمینة  در 
Pettit (1988) گرفتند.  نظر  در  طول    عمر  مدل  یک   به عنوان 

 رویکرد بیزی    را برای مدل سازی داده    دورافتاده اتخاذ کرد و از آن در 
رابطه با اعضای خانواده نمایی استفاده کرد.  Dixit (1989) یک روش 

جدید برای برآورد پارامترهای مدل گاما در حضور داده های دورافتاده 
مقاله   ای  در   Dixit and Jabbari Nooghabi (2011) کرد.  اتخاذ 
داده   های  حضور  در  پارتو  توزیع  پارامترهای  »برآورد  عنوان  تحت 

دورافتاده«، به برآورد پارامترهای توزیع پارتو پرداختند. 
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Anscombe (1960) یک مشاهده با باقی   ماندة بزرگ و غیرطبیعی 
یک مشاهدة دورافتاده را تلقی می   کند. Hawkins (1980) معتقد بود، 
مشاهده   ای که آن قدر از بقیة داده   ها انحراف داشته باشد، به طوری که 
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است، دادة دورافتاده است. در این مقاله با توجه به ضرورت به برآورد 
n  مشاهده هر    دو    وایبول  k− k و نیز  پارامترها درصورتی که توزیع 

  

1

 مقدمه  

مورد انتظار    ی هاان یپوشاندن ز  منظوربهگر  مهیاست که ب  یمقدار پول  p،  ةبیمحق  است.  بیمهحق  ،مهیموضوعات در علوم ب   نیتراز مهم  یکی
 ی ادعاها  مقدارکه  دیفرض کن  داده است.  شنهادی پ  بیمهحق  نییتع  ی متفاوت برا  ی ها روش   Young (2006)کند.  یم  افتیگذار درمهیاز ب

 شیدر آزمافراوان    طوربهل  ووزیع وایبت  .دیآیدست مبه  از فرمولبیمة خالصحقآنگاه    در گذشته رخ داده است،  که خسارت  
ا  Weibull (1951)  .استفاده شده استبقا    وتحلیلتجزیه  عمر،طول  نرخ  به  ی برا  عیتوز  نی از  ،  استفاده کرد   خلأ  ةلول  یخرابدست آوردن 

Lieblein and Zelen (1956)   نداستفاده کرد  نگی بلبر  یخراببررسی نرخ    ی برا  این توزیع   از.  Singh et al. (2013)    مدل    وتحلیلتجزیه به
 .Chaturvedi et al  .ل باشدوصورت وایبهبها  لفهؤماز    زمان شکست  عیتوز  اینکه  فرض  با  پرداختند  لفهؤمبا اشتراک بار    ی مواز  ستمیس

ها برای پارامترها  شده از پیشینآلوده  های تحت مدل شکست بیزی از کلاس سیگما  مدل شکست وایبول   تحلیل بیزی استوار ازبه      (2014)
های  داده  با  بول یمدل وااز    «)پراکنده(   نامنظم  بیترتبا    های سری طول عمر سیستم»تحت عنوان    ای مقاله  در  Fang et al. (2016)  پرداختند.
های  توزیع وایبول در حضور داده  بیزی از  برآورد کلاسیک وبه  ای  در مقاله   Gupta and Singh (2017)  سال  در  پرداختند.چندگانه    دورافتادة
روزشده از به  ی پارامترسه  ةنسخ  کی  Strzelecki (2021)  .کنندتبعیت می  از توزیع نمایی  افتادهدورهای  دادهکه در آن    پرداختند  دورافتاده

معکوس   یینما  بول یوا  عیتوز  Sindhu and Atangana (2021)  کرد.  یسطوح مختلف استرس معرف  ی طول عمر برا  نییتع  ی برا  بول یوا  عیتوز
را   بول یاز مدل وا  دهشل یتعدشکل    کی  Abubakar and Muhammad Sabri (2021) .  بردند  به کار  نانیاطم  تیقابل  وتحلیلتجزیه  ی برا
 19-دیکوو  ةد یپد  لیتحل  ی برا  بول یوا  عیاز توز  ی د یجد  ةنسخ  از Liu et al. (2021)  نظر گرفتند.   در  ی گذار هیسرمابازده    وتحلیل تجزیه  ی برا

. ها استفاده کردندمجموعه داده  یو مهندس  یپزشک  لیتحل  ی شده برااصلاح  بول یوا  ع یتوز  کیاز    Alyami et al. (2022.  استفاده کردند
با مجموعه   سهینمونه در مقا  کیدر    اتمشاهد  یشود که برخ یمواجه م  یتیبا موقع  شگریآزما  کی،  یگاه  عمر  مربوط به طول   ی هاشیدر آزما

 ک یکه ممکن است    میشویمواجه م  یطیبا شرا  ش،یآزما  کیدر طول    گر،یدعبارتبه  .اندبزرگ  یلیخ  ایکوچک    اریمانده بسیمشاهدات باق
 ,Barnett and Lewis)  افتاده در نظر گرفتداده دورعنوان  ها را به آن  توانیرو منیمشاهدات همگن نباشند و ازا  ةیبقچند مشاهدات با    ای

  یبعد  ی هانی تخم   یاز آلودگ  تواندیفرد م  افتاده،مشاهدات دوربا تشخیص    رایز  ،تواند مهم باشدیمهم    دورافتادهنقاط    ص ی تشخ  .(1984
با  عمر  طول   ی ها شیآزما  ةنیزم  در  ،دورافتاده  های داده   عمر مورد انتظار را در حضورطول    برآورد   Kale and Sinha (1971)کند.    ی ر یجلوگ

  دورافتاده  داده  ی ساز مدل   ی را برا   ی زیب  کردیرو  Pettit (1988) .  در نظر گرفتند  عمر  طول مدل    کیعنوان  به   یی،نماعیدر نظر گرفتن توز 
روش جدید برای برآورد پارامترهای مدل گاما در   یک  Dixit (1989)  استفاده کرد.  خانواده نمایی   ی اتخاذ کرد و از آن در رابطه با اعضا 

پارتو در    عیتوز  ی برآورد پارامترها»تحت عنوان    ای در مقاله   Dixit and Jabbari Nooghabi (2011)کرد.    اتخاذ  دورافتادههای  داده  حضور
  پارتو پرداختند. عیتوز ی ، به برآورد پارامترها«دورافتاده های حضور داده

، تعدادی از مشاهدات ممکن است  در یک نمونه  اند.کردهارائه    دورافتاده  های از دادهتعاریفی  ،دانشمندان زیادی در مواجهه با مسائل مختلف
های  این مقادیر دادهدیگری باشند    ةجامعگیری اشتباه است یا مشاهدات از  نمونه با بقیه هماهنگ نباشند که این فکر را ایجاد کند که روش  

  ة مشاهدبزرگ و غیرطبیعی یک    ةماندباقی مشاهده با    یک  1960  . 1957  هستند  دورافتاده
که این ایده را  ی طوربه   ،انحراف داشته باشد  هاداده  ةبقیقدر از  آنای که  مشاهده  معتقد بود،Hawkins (1980) .کندرا تلقی می  دورافتاده

بیاورد و   باکه    در ذهن  است،  سازوکار  روش  تولید شده  است.  ةداد  دیگری  مقال  دورافتاده  این  پارامترها   هدر  برآورد  به ضرورت  توجه  با 
n   نیز  و  k  که توزیع درصورتی k−  پارامتر    دو  وقتی که هربه برآورد پارامترهای توزیع وایبول    باشند  وایبول   دو  مشاهده هرβ     و
 .پرداخته شده است، باشدمعلوم  αو مجهول 

های  داده  در مواجهه با  بول یوا  عیتوز  ی برآورد آن لازم است که پارامترها  ی و چون برا  است  بیمة خالصحقبرآورد    یپژوهش هدف اصل  نیدر ا
 برآورد شود. بیمة خالصحقمجهول و سپس  ی پارامترهالازم است که ابتدا  است،مجهول  نجایمشخص باشد و در ا دورافتاده

 گریدازطرف  ، ستین  کسانی  دورافتادهریو غ  دورافتاده  ی هاداده   عیاست که در اغلب موارد توز  آن  گر،یمقاله با مقالات د  نیا  ز یاز وجوه تما  یکی
  کردیرو  نیپژوهش از ا  نیمتفاوت باشد که در ا  عی توز  ی از پارامترها  یکیاست که    یها وجود داشته باشد منطق در داده  دورافتاده   ةداد  اگر

 . استتر دهیچیحالت پ نیو برآورد پارامترها در ا ی سازمدل  ی نظر یهرچند که از نظر مبان ،استفاده شده است 

  یها داده  سازی مدل   ی برا   تیکشیمدل د  معرفی  و  دورافتاده  ةدادتوزیع وایبول،    ،پژوهشروش    مدو  در بخش  :است  لیصورت ذهبمقاله    ةادام
است  دورافتاده بخش  پرداخته شده  در  به س.  داده   یچگالتابع    یبررس  وم  بررسی   چهارمبخش    در  پرت،  ی هادر حضور    برآوردگرهای  به 

ماکس ( Moment Method)  ی گشتاور  Least(   خطا  دوم  ی هاتوان   ن یکمتر  ،( Maximum Likelihood Estimator)   نماییدرست  ممی، 
Squares Error Estimator)،  یوزندوم    های توان   نیکمتر   (Weighted Least Squares Error Estimator )،  صدک   (Percentile 

باشند به برآورد پارامترهای توزیع وایبول وقتي که هر دو پارامتر 
 معلوم باشد، پرداخته شده است.
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 گریدازطرف  ، ستین  کسانی  دورافتادهریو غ  دورافتاده  ی هاداده   عیاست که در اغلب موارد توز  آن  گر،یمقاله با مقالات د  نیا  ز یاز وجوه تما  یکی
  کردیرو  نیپژوهش از ا  نیمتفاوت باشد که در ا  عی توز  ی از پارامترها  یکیاست که    یها وجود داشته باشد منطق در داده  دورافتاده   ةداد  اگر

 . استتر دهیچیحالت پ نیو برآورد پارامترها در ا ی سازمدل  ی نظر یهرچند که از نظر مبان ،استفاده شده است 

  یها داده  سازی مدل   ی برا   تیکشیمدل د  معرفی  و  دورافتاده  ةدادتوزیع وایبول،    ،پژوهشروش    مدو  در بخش  :است  لیصورت ذهبمقاله    ةادام
است  دورافتاده بخش  پرداخته شده  در  به س.  داده   یچگالتابع    یبررس  وم  بررسی   چهارمبخش    در  پرت،  ی هادر حضور    برآوردگرهای  به 

ماکس ( Moment Method)  ی گشتاور  Least(   خطا  دوم  ی هاتوان   ن یکمتر  ،( Maximum Likelihood Estimator)   نماییدرست  ممی، 
Squares Error Estimator)،  یوزندوم    های توان   نیکمتر   (Weighted Least Squares Error Estimator )،  صدک   (Percentile 

 مجهول و 

1

 مقدمه  

مورد انتظار    ی هاان یپوشاندن ز  منظوربهگر  مهیاست که ب  یمقدار پول  p،  ةبیمحق  است.  بیمهحق  ،مهیموضوعات در علوم ب   نیتراز مهم  یکی
 ی ادعاها  مقدارکه  دیفرض کن  داده است.  شنهادی پ  بیمهحق  نییتع  ی متفاوت برا  ی ها روش   Young (2006)کند.  یم  افتیگذار درمهیاز ب

 شیدر آزمافراوان    طوربهل  ووزیع وایبت  .دیآیدست مبه  از فرمولبیمة خالصحقآنگاه    در گذشته رخ داده است،  که خسارت  
ا  Weibull (1951)  .استفاده شده استبقا    وتحلیلتجزیه  عمر،طول  نرخ  به  ی برا  عیتوز  نی از  ،  استفاده کرد   خلأ  ةلول  یخرابدست آوردن 

Lieblein and Zelen (1956)   نداستفاده کرد  نگی بلبر  یخراببررسی نرخ    ی برا  این توزیع   از.  Singh et al. (2013)    مدل    وتحلیلتجزیه به
 .Chaturvedi et al  .ل باشدوصورت وایبهبها  لفهؤماز    زمان شکست  عیتوز  اینکه  فرض  با  پرداختند  لفهؤمبا اشتراک بار    ی مواز  ستمیس

ها برای پارامترها  شده از پیشینآلوده  های تحت مدل شکست بیزی از کلاس سیگما  مدل شکست وایبول   تحلیل بیزی استوار ازبه      (2014)
های  داده  با  بول یمدل وااز    «)پراکنده(   نامنظم  بیترتبا    های سری طول عمر سیستم»تحت عنوان    ای مقاله  در  Fang et al. (2016)  پرداختند.
های  توزیع وایبول در حضور داده  بیزی از  برآورد کلاسیک وبه  ای  در مقاله   Gupta and Singh (2017)  سال  در  پرداختند.چندگانه    دورافتادة
روزشده از به  ی پارامترسه  ةنسخ  کی  Strzelecki (2021)  .کنندتبعیت می  از توزیع نمایی  افتادهدورهای  دادهکه در آن    پرداختند  دورافتاده

معکوس   یینما  بول یوا  عیتوز  Sindhu and Atangana (2021)  کرد.  یسطوح مختلف استرس معرف  ی طول عمر برا  نییتع  ی برا  بول یوا  عیتوز
را   بول یاز مدل وا  دهشل یتعدشکل    کی  Abubakar and Muhammad Sabri (2021) .  بردند  به کار  نانیاطم  تیقابل  وتحلیلتجزیه  ی برا
 19-دیکوو  ةد یپد  لیتحل  ی برا  بول یوا  عیاز توز  ی د یجد  ةنسخ  از Liu et al. (2021)  نظر گرفتند.   در  ی گذار هیسرمابازده    وتحلیل تجزیه  ی برا

. ها استفاده کردندمجموعه داده  یو مهندس  یپزشک  لیتحل  ی شده برااصلاح  بول یوا  ع یتوز  کیاز    Alyami et al. (2022.  استفاده کردند
با مجموعه   سهینمونه در مقا  کیدر    اتمشاهد  یشود که برخ یمواجه م  یتیبا موقع  شگریآزما  کی،  یگاه  عمر  مربوط به طول   ی هاشیدر آزما

 ک یکه ممکن است    میشویمواجه م  یطیبا شرا  ش،یآزما  کیدر طول    گر،یدعبارتبه  .اندبزرگ  یلیخ  ایکوچک    اریمانده بسیمشاهدات باق
 ,Barnett and Lewis)  افتاده در نظر گرفتداده دورعنوان  ها را به آن  توانیرو منیمشاهدات همگن نباشند و ازا  ةیبقچند مشاهدات با    ای

  یبعد  ی هانی تخم   یاز آلودگ  تواندیفرد م  افتاده،مشاهدات دوربا تشخیص    رایز  ،تواند مهم باشدیمهم    دورافتادهنقاط    ص ی تشخ  .(1984
با  عمر  طول   ی ها شیآزما  ةنیزم  در  ،دورافتاده  های داده   عمر مورد انتظار را در حضورطول    برآورد   Kale and Sinha (1971)کند.    ی ر یجلوگ

  دورافتاده  داده  ی ساز مدل   ی را برا   ی زیب  کردیرو  Pettit (1988) .  در نظر گرفتند  عمر  طول مدل    کیعنوان  به   یی،نماعیدر نظر گرفتن توز 
روش جدید برای برآورد پارامترهای مدل گاما در   یک  Dixit (1989)  استفاده کرد.  خانواده نمایی   ی اتخاذ کرد و از آن در رابطه با اعضا 

پارتو در    عیتوز  ی برآورد پارامترها»تحت عنوان    ای در مقاله   Dixit and Jabbari Nooghabi (2011)کرد.    اتخاذ  دورافتادههای  داده  حضور
  پارتو پرداختند. عیتوز ی ، به برآورد پارامترها«دورافتاده های حضور داده

، تعدادی از مشاهدات ممکن است  در یک نمونه  اند.کردهارائه    دورافتاده  های از دادهتعاریفی  ،دانشمندان زیادی در مواجهه با مسائل مختلف
های  این مقادیر دادهدیگری باشند    ةجامعگیری اشتباه است یا مشاهدات از  نمونه با بقیه هماهنگ نباشند که این فکر را ایجاد کند که روش  

  ة مشاهدبزرگ و غیرطبیعی یک    ةماندباقی مشاهده با    یک  1960  . 1957  هستند  دورافتاده
که این ایده را  ی طوربه   ،انحراف داشته باشد  هاداده  ةبقیقدر از  آنای که  مشاهده  معتقد بود،Hawkins (1980) .کندرا تلقی می  دورافتاده

بیاورد و   باکه    در ذهن  است،  سازوکار  روش  تولید شده  است.  ةداد  دیگری  مقال  دورافتاده  این  پارامترها   هدر  برآورد  به ضرورت  توجه  با 
n   نیز  و  k  که توزیع درصورتی k−  پارامتر    دو  وقتی که هربه برآورد پارامترهای توزیع وایبول    باشند  وایبول   دو  مشاهده هرβ     و
 .پرداخته شده است، باشدمعلوم  αو مجهول 

های  داده  در مواجهه با  بول یوا  عیتوز  ی برآورد آن لازم است که پارامترها  ی و چون برا  است  بیمة خالصحقبرآورد    یپژوهش هدف اصل  نیدر ا
 برآورد شود. بیمة خالصحقمجهول و سپس  ی پارامترهالازم است که ابتدا  است،مجهول  نجایمشخص باشد و در ا دورافتاده

 گریدازطرف  ، ستین  کسانی  دورافتادهریو غ  دورافتاده  ی هاداده   عیاست که در اغلب موارد توز  آن  گر،یمقاله با مقالات د  نیا  ز یاز وجوه تما  یکی
  کردیرو  نیپژوهش از ا  نیمتفاوت باشد که در ا  عی توز  ی از پارامترها  یکیاست که    یها وجود داشته باشد منطق در داده  دورافتاده   ةداد  اگر

 . استتر دهیچیحالت پ نیو برآورد پارامترها در ا ی سازمدل  ی نظر یهرچند که از نظر مبان ،استفاده شده است 

  یها داده  سازی مدل   ی برا   تیکشیمدل د  معرفی  و  دورافتاده  ةدادتوزیع وایبول،    ،پژوهشروش    مدو  در بخش  :است  لیصورت ذهبمقاله    ةادام
است  دورافتاده بخش  پرداخته شده  در  به س.  داده   یچگالتابع    یبررس  وم  بررسی   چهارمبخش    در  پرت،  ی هادر حضور    برآوردگرهای  به 

ماکس ( Moment Method)  ی گشتاور  Least(   خطا  دوم  ی هاتوان   ن یکمتر  ،( Maximum Likelihood Estimator)   نماییدرست  ممی، 
Squares Error Estimator)،  یوزندوم    های توان   نیکمتر   (Weighted Least Squares Error Estimator )،  صدک   (Percentile 

و 
در این پژوهش هدف اصلی برآورد حق بیمة خالص   است و چون 
برای برآورد آن لازم است که پارامترهای توزیع وایبول در مواجهه با 
داده   های دورافتاده مشخص باشد و در اینجا مجهول است، لازم است 

که ابتدا پارامترهای مجهول و سپس حق بیمة خالص   برآورد شود.
با مقالات دیگر، آن است که در  مقاله  این  تمایز  از وجوه  یکی 
اغلب موارد توزیع داده   های دورافتاده و غیردورافتاده یکسان نیست، 
ازطرف دیگر اگر دادة دورافتاده در داده   ها وجود داشته باشد منطقی 
است که یکی از پارامترهای توزیع متفاوت باشد که در این پژوهش 
نظری  مبانی  نظر  از  که  هرچند  است،  استفاده شده  رویکرد  این  از 

مدل   سازی و برآورد پارامترها در این حالت پیچیده   تر است.
پژوهش،  روش  دوم  بخش  در  است:  ذیل  به صورت  مقاله  ادامة 
برای  دیکشیت  مدل  معرفی  و  دورافتاده  دادة     وایبول،  توزیع 
سوم  بخش  در  است.  شده  پرداخته  دورافتاده  داده   های  مدل سازي 
چهارم  بخش  در  پرت،  داده   های  حضور  در  چگالی  تابع  بررسی  به 
 ،)Moment Method( گشتاوری  برآوردگرهای  بررسی  به 
کمترین   ،)Maximum Likelihood( ماکسیمم    درست نمایی 
کمترین   ،)Least Squares Error( خطا  دوم     توان   های 
،)Weighted Least Squares Error( وزنی  دوم   توان   هاي    
Cramer-( کرامر –فون –میسز  برآوردگر   ،)Percentile( صدک   

von-Mises(، اندرسن –دارلینگ )Anderson-Darling( و آمیختة 
مجهول  پارامترهای  برآورد  در  درست نمایی  ماکسیمم  و  گشتاوری 
به دست  را  خالص    حق بیمة  پنجم  بخش  در  است،  شده  پرداخته 
روش   های  از  استفاده  با  حق بیمه  برآورد  بخش ششم،  در  می   آوریم. 
حق بیمه  مختلف  برآوردگرهای  مقایسة  به  و  آمده  به دست  مختلف 
محاسبة  برای  واقعی  مثال  دو  هفتم  بخش  در  است.  شده  پرداخته 
یافته   ها  تحلیل  و  نتیجه گیری  به  هشتم  بخش  در  و  ارائه  حق بیمه 

پرداخته شده است.
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روش شناسی پژوهش
از آن جا که توزیع وایبول کاربرد فراواني در مدل سازي داده هاي 
چوله به راست به خصوص متغیرهاي اقتصادي دارد و نیز در مدل سازي 
میزان و ادعاي خسارت در بیمه به کاربرده مي شود و از طرفي، در 
مواجهه با داده هاي دور افتاده مورد توجه محققین قرار نگرفته است، 
بنابراین در این پژوهش توزیع وایبول در مواجهه با داده های دور افتاده 
به  توجه  با  را  وایبول  توزیع  پارامترهای  ابتدا  لذا  است.  شده  انتخاب 
می شود.  مقایسه  آن   ها  کارایی  و  می   کنیم  برآورد  مختلف  روش   های 
ماکسیمم  گشتاوری،  روش   های  براساس  خالص    حق بیمة  سپس 
دوم  توان   های  کمترین  خطا،  دوم  توان   های  کمترین  درست نمایی، 
خطای وزنی، صدکی، کرامر –فون       –میسز، اندرسن دارلینگ و آمیخته 
گشتاوری و ماکسیمم درست نمایی برآورد می   کنیم. در انتها با استفاده 

از دو مثال کاربردی نتایج عملی آن را گزارش می   کنیم.

توزیع وایبول
نام به  سوئدی  فیزیکدان  یک  به وسیلة  که  وایبول   توزیع 
مورد  مدل  متداول ترین  امروزه  شد،  معرفی   Weibull (1951)  
استفاده در مطالعات قابلیت اطمینان، طول عمر، کنترل کیفیت است 
و به طور وسیعی در شاخه های مختلف علوم، از جمله بیمه، پزشکی 
داده های  الگوسازی  برای  توزیع  این  می شود.  استفاده  مهندسی  و 
متغیرهای  کنید  فرض  است.  زیادی  انعطاف پذیری  دارای  مختلف، 
) دارای توزیع وایبول باشند، تابع چگالی  )1 2, , , nX X X… تصادفی 

و توزیع آن به   ترتیب به   صورت معادلات )1( و )2( نوشته می شود.

2

Estimator )،  کرامر و (  Darling Estimator-Anderson)   دارلینگ –اندرسن  ،( Mises Estimator-von-Cramer)   سزیم – ون ف –برآوردگر 
دست به   را  بیمة خالصحقپنجم  در بخش    پرداخته شده است،  در برآورد پارامترهای مجهول   نماییدرست  ممیماکس  و  ی گشتاور   ةختیآم

پرداخته   بیمهحق  ی مختلفبرآوردگرها   ةمقایس  و به  هدست آمدبهمختلف    ی هابا استفاده از روش  بیمهحقبرآورد    ،ششمبخش    در  .آوریممی
ها پرداخته شده گیری و تحلیل یافتهنتیجه بخش هشتم به    در  وارائه    بیمهحق   ةمحاسب  ی برا  یمثال واقع  دو  بخش هفتمدر    .شده است

 است. 

 

 شناسی پژوهشروش

 ع یتوز  ی انتخاب شده است. ابتدا پارامترها  دورافتاده  ی هادر مواجهه با داده  ،دارد  مهیخصوص در ب بهکه    ی اتیتوجه به خصوص  با  بول یوا  عیتوز
  ، ی گشتاور   ی هابراساس روش  بیمة خالصحق شود. سپس  یم  سهیها مقاآن  ییاکارو    م ی کنیمختلف برآورد م  ی هارا با توجه به روش  بول یوا

و   نگیاندرسن دارل  سز،یم –فون –کرامر  ،یصدک  ،یوزن  ی دوم خطا  ی هاتوان  نیدوم خطا، کمتر  ی هاتوان  نیکمتر  ،نماییدرست  ممیماکس 
 .می کنیرا گزارش م آن ی عمل جینتا ی مثال کاربرد دو. در انتها با استفاده از مکنییبرآورد م نماییدرست ممیو ماکس  ی گشتاور ختهیآم

 ل وبیوا عیتوز

مهدل مهورد اسهتفاده  نیترمتهداول امهروزه  ،شهد معرفهی Weibull (1951)بهه نهام  ی سهوئد کهدانیزیف کیه ةلیوسهبهکهه  بول یوا عیتوز
 مههه،یاز جملههه ب ،مختلههف علههومهای در شههاخه یعیوسهه طوربهههو اسههت  تیههفیکنتههرل ک ،طههول عمههر نههان،یاطم تیههدر مطالعههات قابل

فههرض  اسههت. ی ادیههز ی ریپههذانعطاف ی مختلههف، داراهههای داده ی الگوسههاز ی بههرا عیههتوز نیهه. اشههودمیاسههتفاده  یو مهندسهه یپزشههک
) کنیههد متریرهههای تصههادفی )1 2, , , nX X X صههورت ترتیب بهن بهههتوزیههع آ دارای توزیههع وایبههول باشههند، تههابع چگههالی و

 .شودنوشته می( 2)  و(  1) معادلات  

( ) ( )αθxα α 1f x αθ x e ,  x 0,  θ 0,  α 0,−−=                       )1( 

 و

( ) ( )αθxF x 1 e , 0, 0, 0x  −= −           )2(

 دورافتادهدادة 

ای نسهبت بهه قاعهده  تحهت آزمهایش وههای  فهاقی از وضهعیت عمهومی دادهتغیرعهادی یها ا  طوربههای اسهت کهه  مشاهده  ،دورافتاده  ةداد
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دادة دورافتاده
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شود:نوشته میتوزیع متریر تصادفی به شکل زیر  تابع چگالی و X،  ةمشاهدتکهمچنین برای 

 

( ) ( ) ( ) ,h x bg x bf x= + )5(  

و

 

( ) ( ) ( ).H x bG x bF x= +  )6(

 

kbکه در آن 
n

1bو  = b= )  تصادفیمتریرهای  ،دیکشیتذکر است که در مدل  شایان. − )1 2, , , nX X X  نیستندمستقل . 

)م أتابع چگالی تو )1 2, , , nX X X دورافتادههای داده در حضور 

)  متریرهای تصادفی  ،فرض کنید )1 2, , , nX X X  صورتی باشند که هربه  k   با پارامترهای  وایبول هم توزیع    ها مستقل وتا از آن 
α ،β  وθ  باشد. (7) ةمعادلصورت به
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n  و k−   توأمآنگاه تابع چگالی    ،کند تبعیت می  (1)  معادلةاز    و   وایبول مانده نیز مستقل و هم توزیع  تای باقی  ( )1 2, , , nX X X   در
 . خواهد بود( 8)  ةمعادلصورت به( 3)  ةمعادلبر اساس  دورافتادههای داده حضور
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 بود.  خواهد( 9)  ةمعادلصورت به ( 5)  ةمعادلبر اساس   ixای  تابع چگالی حاشیه و 

تک مشاهدة  برای  همچنین 
تصادفی به شکل زیر نوشته می شود:

( ) ( ) ( ) ,h x bg x bf x= +  )5(         

و

( ) ( ) ( ).H x bG x bF x= +  )6(

. شایان ذکر است که در مدل  1b b= − kb و 
n

= که در آن 
) مستقل نیستند. )1 2, , , nX X X… دیکشیت، متغیرهای تصادفی 

) در حضور داده   های دورافتاده  )1 2, , ,… nX X X تابع چگالی توأم 
به صورتی   ( )1 2, , , nX X X… تصادفی  متغیرهای  فرض کنید، 
k تا از آن   ها مستقل و هم توزیع وایبول با پارامترهای  باشند که هر 

 به صورت معادلة )7( باشد.
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از  و  وایبول  توزیع  هم  و  مستقل  نیز  باقی مانده  تای     n k− و
 ( )1 2, , , nX X X… معادلة )1( تبعیت می   کند، آنگاه تابع چگالی توأم 
معادلة  به صورت  معادلة )3(  اساس  بر  در حضور داده   های دورافتاده 

)8( خواهد بود.
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به صورت   )5( معادلة  اساس  بر   ix حاشیه   ای  چگالی  تابع  و   
معادلة )9( خواهد بود.
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 های برآورد روش

 مجهول است.  θو  βو  معلوم αپردازیم که درآن می θو  α ،βبه برآورد پارامترهای   ،های مختلفاین قسمت با استفاده از روش در

 گشتاوری   روش

)  دیفرض کن )1 2 , , , nX X Xبا حجم  یتصادف ی رهایمترn داریم ،باشند دورافتاده ی هادر حضور داده وایبول  یاز تابع چگال:
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لازم است که گشتاورهای جامعه را با گشتاورهای متناظر در نمونه برابر    θو    βمجهول    گشتاوری دو پارامتر  دست آوردن برآورد برای به
 :لذا قرار دهیم،
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 : داریم β  ةمحاسببا ( 12)  ةمعادل با توجه به براین بنا
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روش   های برآورد
برآورد  به  مختلف،  روش   های  از  استفاده  با  قسمت  این  در 
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و  معلوم   

3

 :که در آن

( )1 2 1 2 1 1

1 2

, ,.., 1 1 1

 . 
k k k

n k n k n

i i i i i i i i −

− + − +

= = + = +

=     )4 (

شود:نوشته میتوزیع متریر تصادفی به شکل زیر  تابع چگالی و X،  ةمشاهدتکهمچنین برای 

 

( ) ( ) ( ) ,h x bg x bf x= + )5(  

و

 

( ) ( ) ( ).H x bG x bF x= +  )6(

 

kbکه در آن 
n

1bو  = b= )  تصادفیمتریرهای  ،دیکشیتذکر است که در مدل  شایان. − )1 2, , , nX X X  نیستندمستقل . 

)م أتابع چگالی تو )1 2, , , nX X X دورافتادههای داده در حضور 

)  متریرهای تصادفی  ،فرض کنید )1 2, , , nX X X  صورتی باشند که هربه  k   با پارامترهای  وایبول هم توزیع    ها مستقل وتا از آن 
α ،β  وθ  باشد. (7) ةمعادلصورت به

 

( ) ( ) ( )1; , , , 
0, 0, 1, 0,

xg x x e
x

     

  

−−=

   
                 )7( 

n  و k−   توأمآنگاه تابع چگالی    ،کند تبعیت می  (1)  معادلةاز    و   وایبول مانده نیز مستقل و هم توزیع  تای باقی  ( )1 2, , , nX X X   در
 . خواهد بود( 8)  ةمعادلصورت به( 3)  ةمعادلبر اساس  دورافتادههای داده حضور

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )( )1

1 2

1 2

 11
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n
ii
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n

xn n k n k x
i

i i i i j

f x x x

e x e
C n k

 


 
 

 

  

  =
−

− −−

=  =

 =


  

 )8(

 بود.  خواهد( 9)  ةمعادلصورت به ( 5)  ةمعادلبر اساس   ixای  تابع چگالی حاشیه و 

درآن  که  می   پردازیم   

3

 :که در آن

( )1 2 1 2 1 1

1 2

, ,.., 1 1 1

 . 
k k k

n k n k n

i i i i i i i i −

− + − +

= = + = +

=     )4 (

شود:نوشته میتوزیع متریر تصادفی به شکل زیر  تابع چگالی و X،  ةمشاهدتکهمچنین برای 

 

( ) ( ) ( ) ,h x bg x bf x= + )5(  

و

 

( ) ( ) ( ).H x bG x bF x= +  )6(

 

kbکه در آن 
n

1bو  = b= )  تصادفیمتریرهای  ،دیکشیتذکر است که در مدل  شایان. − )1 2, , , nX X X  نیستندمستقل . 

)م أتابع چگالی تو )1 2, , , nX X X دورافتادههای داده در حضور 

)  متریرهای تصادفی  ،فرض کنید )1 2, , , nX X X  صورتی باشند که هربه  k   با پارامترهای  وایبول هم توزیع    ها مستقل وتا از آن 
α ،β  وθ  باشد. (7) ةمعادلصورت به

 

( ) ( ) ( )1; , , , 
0, 0, 1, 0,

xg x x e
x

     

  

−−=

   
                 )7( 

n  و k−   توأمآنگاه تابع چگالی    ،کند تبعیت می  (1)  معادلةاز    و   وایبول مانده نیز مستقل و هم توزیع  تای باقی  ( )1 2, , , nX X X   در
 . خواهد بود( 8)  ةمعادلصورت به( 3)  ةمعادلبر اساس  دورافتادههای داده حضور

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )( )1

1 2

1 2

 11
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,
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k

n

xn n k n k x
i

i i i i j

f x x x

e x e
C n k

 


 
 

 

  

  =
−

− −−

=  =

 =


  

 )8(

 بود.  خواهد( 9)  ةمعادلصورت به ( 5)  ةمعادلبر اساس   ixای  تابع چگالی حاشیه و 

پارامترهای 
مجهول است.

روش گشتاوری 
 n متغیرهای تصادفی با حجم  ( )1 2 , , , nX X X… فرض کنید 

از تابع چگالی وایبول در حضور داده   های دورافتاده باشند، داریم:

4

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
α α

i i

α α
i i

α αβθx θxα 1 α 1
i i i

θx β θxα α 1 α
i

  f x ;α,β,θ bα βθ x e bα θ x e

αθ x bβ e be  ,   

− −− −

− −−

= + =

+

(9)

 

 های برآورد روش

 مجهول است.  θو  βو  معلوم αپردازیم که درآن می θو  α ،βبه برآورد پارامترهای   ،های مختلفاین قسمت با استفاده از روش در

 گشتاوری   روش

)  دیفرض کن )1 2 , , , nX X Xبا حجم  یتصادف ی رهایمترn داریم ،باشند دورافتاده ی هادر حضور داده وایبول  یاز تابع چگال:

 

( ) 1 1 1 1Γ 1 Γ 1  ,X b b
   

   = + + +   
   

)10(

 

و

 

( )
( )

2
2 2

1 2 1 2Γ 1 Γ 1 .X b b
  

   = + + +   
   

)11 (    

لازم است که گشتاورهای جامعه را با گشتاورهای متناظر در نمونه برابر    θو    βمجهول    گشتاوری دو پارامتر  دست آوردن برآورد برای به
 :لذا قرار دهیم،

( ) 1 1 1 1Γ 1 Γ 1   ,X b b x
   

   = + + + =   
   

)12(

 

( )
( ) ( )

2 2
2 2

1 2 1 2Γ 1 Γ 1 .X b b x
  

   = + + + =   
   

 )13(

 

 : داریم β  ةمحاسببا ( 12)  ةمعادل با توجه به براین بنا

 )10(

و

4

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
α α

i i

α α
i i

α αβθx θxα 1 α 1
i i i

θx β θxα α 1 α
i

  f x ;α,β,θ bα βθ x e bα θ x e

αθ x bβ e be  ,   

− −− −

− −−

= + =

+

(9)

 

 های برآورد روش

 مجهول است.  θو  βو  معلوم αپردازیم که درآن می θو  α ،βبه برآورد پارامترهای   ،های مختلفاین قسمت با استفاده از روش در

 گشتاوری   روش

)  دیفرض کن )1 2 , , , nX X Xبا حجم  یتصادف ی رهایمترn داریم ،باشند دورافتاده ی هادر حضور داده وایبول  یاز تابع چگال:

 

( ) 1 1 1 1Γ 1 Γ 1  ,X b b
   

   = + + +   
   

)10(

 

و

 

( )
( )

2
2 2

1 2 1 2Γ 1 Γ 1 .X b b
  

   = + + +   
   

)11 (    

لازم است که گشتاورهای جامعه را با گشتاورهای متناظر در نمونه برابر    θو    βمجهول    گشتاوری دو پارامتر  دست آوردن برآورد برای به
 :لذا قرار دهیم،

( ) 1 1 1 1Γ 1 Γ 1   ,X b b x
   

   = + + + =   
   

)12(

 

( )
( ) ( )

2 2
2 2

1 2 1 2Γ 1 Γ 1 .X b b x
  

   = + + + =   
   

 )13(

 

 : داریم β  ةمحاسببا ( 12)  ةمعادل با توجه به براین بنا

 )11(

3

 :که در آن

( )1 2 1 2 1 1

1 2

, ,.., 1 1 1

 . 
k k k

n k n k n

i i i i i i i i −

− + − +

= = + = +

=     )4 (

شود:نوشته میتوزیع متریر تصادفی به شکل زیر  تابع چگالی و X،  ةمشاهدتکهمچنین برای 

 

( ) ( ) ( ) ,h x bg x bf x= + )5(  

و

 

( ) ( ) ( ).H x bG x bF x= +  )6(

 

kbکه در آن 
n

1bو  = b= )  تصادفیمتریرهای  ،دیکشیتذکر است که در مدل  شایان. − )1 2, , , nX X X  نیستندمستقل . 

)م أتابع چگالی تو )1 2, , , nX X X دورافتادههای داده در حضور 

)  متریرهای تصادفی  ،فرض کنید )1 2, , , nX X X  صورتی باشند که هربه  k   با پارامترهای  وایبول هم توزیع    ها مستقل وتا از آن 
α ،β  وθ  باشد. (7) ةمعادلصورت به

 

( ) ( ) ( )1; , , , 
0, 0, 1, 0,

xg x x e
x

     

  

−−=

   
                 )7( 

n  و k−   توأمآنگاه تابع چگالی    ،کند تبعیت می  (1)  معادلةاز    و   وایبول مانده نیز مستقل و هم توزیع  تای باقی  ( )1 2, , , nX X X   در
 . خواهد بود( 8)  ةمعادلصورت به( 3)  ةمعادلبر اساس  دورافتادههای داده حضور

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )( )1

1 2

1 2
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 


 
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 

  

  =
−

− −−

=  =

 =


  

 )8(

 بود.  خواهد( 9)  ةمعادلصورت به ( 5)  ةمعادلبر اساس   ixای  تابع چگالی حاشیه و 

برای به   دست آوردن برآورد    گشتاوری دو پارامتر    مجهول 
لازم است که گشتاورهای جامعه را با گشتاورهای متناظر در نمونه 

برابر قرار دهیم، لذا:

4

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
α α

i i

α α
i i

α αβθx θxα 1 α 1
i i i

θx β θxα α 1 α
i

  f x ;α,β,θ bα βθ x e bα θ x e

αθ x bβ e be  ,   

− −− −

− −−

= + =

+

(9)

 

 های برآورد روش

 مجهول است.  θو  βو  معلوم αپردازیم که درآن می θو  α ،βبه برآورد پارامترهای   ،های مختلفاین قسمت با استفاده از روش در

 گشتاوری   روش

)  دیفرض کن )1 2 , , , nX X Xبا حجم  یتصادف ی رهایمترn داریم ،باشند دورافتاده ی هادر حضور داده وایبول  یاز تابع چگال:

 

( ) 1 1 1 1Γ 1 Γ 1  ,X b b
   

   = + + +   
   

)10(

 

و

 

( )
( )

2
2 2

1 2 1 2Γ 1 Γ 1 .X b b
  

   = + + +   
   

)11 (    

لازم است که گشتاورهای جامعه را با گشتاورهای متناظر در نمونه برابر    θو    βمجهول    گشتاوری دو پارامتر  دست آوردن برآورد برای به
 :لذا قرار دهیم،

( ) 1 1 1 1Γ 1 Γ 1   ,X b b x
   

   = + + + =   
   

)12(

 

( )
( ) ( )

2 2
2 2

1 2 1 2Γ 1 Γ 1 .X b b x
  

   = + + + =   
   

 )13(

 

 : داریم β  ةمحاسببا ( 12)  ةمعادل با توجه به براین بنا

 )12(

4

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
α α

i i

α α
i i

α αβθx θxα 1 α 1
i i i

θx β θxα α 1 α
i

  f x ;α,β,θ bα βθ x e bα θ x e

αθ x bβ e be  ,   

− −− −

− −−

= + =

+

(9)

 

 های برآورد روش

 مجهول است.  θو  βو  معلوم αپردازیم که درآن می θو  α ،βبه برآورد پارامترهای   ،های مختلفاین قسمت با استفاده از روش در

 گشتاوری   روش

)  دیفرض کن )1 2 , , , nX X Xبا حجم  یتصادف ی رهایمترn داریم ،باشند دورافتاده ی هادر حضور داده وایبول  یاز تابع چگال:

 

( ) 1 1 1 1Γ 1 Γ 1  ,X b b
   

   = + + +   
   

)10(

 

و

 

( )
( )

2
2 2

1 2 1 2Γ 1 Γ 1 .X b b
  

   = + + +   
   

)11 (    

لازم است که گشتاورهای جامعه را با گشتاورهای متناظر در نمونه برابر    θو    βمجهول    گشتاوری دو پارامتر  دست آوردن برآورد برای به
 :لذا قرار دهیم،

( ) 1 1 1 1Γ 1 Γ 1   ,X b b x
   

   = + + + =   
   

)12(

 

( )
( ) ( )

2 2
2 2

1 2 1 2Γ 1 Γ 1 .X b b x
  

   = + + + =   
   

 )13(

 

 : داریم β  ةمحاسببا ( 12)  ةمعادل با توجه به براین بنا

 

)13(

 داریم:

4

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
α α

i i

α α
i i

α αβθx θxα 1 α 1
i i i

θx β θxα α 1 α
i

  f x ;α,β,θ bα βθ x e bα θ x e

αθ x bβ e be  ,   

− −− −

− −−

= + =

+

(9)

 

 های برآورد روش

 مجهول است.  θو  βو  معلوم αپردازیم که درآن می θو  α ،βبه برآورد پارامترهای   ،های مختلفاین قسمت با استفاده از روش در

 گشتاوری   روش

)  دیفرض کن )1 2 , , , nX X Xبا حجم  یتصادف ی رهایمترn داریم ،باشند دورافتاده ی هادر حضور داده وایبول  یاز تابع چگال:

 

( ) 1 1 1 1Γ 1 Γ 1  ,X b b
   

   = + + +   
   

)10(

 

و

 

( )
( )

2
2 2

1 2 1 2Γ 1 Γ 1 .X b b
  

   = + + +   
   

)11 (    

لازم است که گشتاورهای جامعه را با گشتاورهای متناظر در نمونه برابر    θو    βمجهول    گشتاوری دو پارامتر  دست آوردن برآورد برای به
 :لذا قرار دهیم،

( ) 1 1 1 1Γ 1 Γ 1   ,X b b x
   

   = + + + =   
   

)12(

 

( )
( ) ( )

2 2
2 2

1 2 1 2Γ 1 Γ 1 .X b b x
  

   = + + + =   
   

 )13(

 

بنابراین با توجه به معادلة )12( با محاسبة  : داریم β  ةمحاسببا ( 12)  ةمعادل با توجه به براین بنا

5

1 1Γ 1
 , 

1 1Γ 1

b

x b

 

 

 + 
 =
 − + 
 

 )14(

از محاسبات جبری  دادن این دو معادله و    قرار   برابر   و(  14)   ةرساندن معادل  2به توان    و(  13)   ةمعادلبا توجه به    همچنین  و نتیجه  بعد 
 : گیریممی

( )

( )

22 2 2

2 2

1 2 2Γ 1 Γ 1   Γ 1

1 22 Γ 1 Γ 1

1 2Γ 1 Γ 1 0

x b x b

xbb

b b


  

 


 

      + + − + +      
      

    + +    
    

   − + + =   
   

( )22
1 2 3 2 1 3A θ A θ A 0   ,Δ A 4A A+ + = = −
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 n  باشد. با توجه به معلوم بودن 
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k در مدل دیکشیت و با توجه به روش   های عددی و شبیه   سازی  و 

ˆ به   دست می   آید.
mmβ برای نمونه   های مختلف، مقدار 

برآوردگر ماکسیمم درست نمایی
n از  1 متغیرهای تصادفی با حجم  2, , , nX X X… فرض کنید 
تابع چگالی وایبول در حضور داده   های دورافتاده باشند و فرض کنیم:
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 آید.دست میبه ( 20) معادلةصورت به β نماییدرستماکسیمم برآوردگر لذا، 
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  ماکسیمم   برآوردگرو    ستی ن  ی افرم بسته  ی که دارا  آیدمی  دستبه   β  نماییدرست  ماکسیمم  برآودگر  (،20)   معادلةدر  (  21) گذاری  با جای 
 شود.محاسبه می  ( 22)  معادلةصورت هب  نماییدرست
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از  طبیعي  لگاریتم  گرفتن  و   )8( معادلة  به  توجه  با  بنابراین، 
طرفین آن داریم:
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 آید.دست میبه ( 20) معادلةصورت به β نماییدرستماکسیمم برآوردگر لذا، 
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 آید.دست میبه ( 20) معادلةصورت به β نماییدرستماکسیمم برآوردگر لذا، 
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 آید.دست میبه ( 20) معادلةصورت به β نماییدرستماکسیمم برآوردگر لذا، 
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 آید.دست میبه ( 20) معادلةصورت به β نماییدرستماکسیمم برآوردگر لذا، 
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و    (20)   هایمعادله  .ستین  یافرم بسته  ی که دارا  آیددست میهب  θ  نماییدرستماکسیمم  برآوردگر  (  22)   معادلة( در  23گذاری ) با جای 
حل شود.زمان هم طوربه رافسن –مانند نیوتن عددی  واند با استفاده از هر روش تکرارتمی θو  β برآورد پارامترهای مجهول  رای ب( 22) 
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.شوندنوشته می( 26) تا ( 24)  صورت معادلاتبه ریاضی، واریانس و کوواریانس تابع توزیع  امید Johnson et al. (1995)توجه به 
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و    (20)   هایمعادله  .ستین  یافرم بسته  ی که دارا  آیددست میهب  θ  نماییدرستماکسیمم  برآوردگر  (  22)   معادلة( در  23گذاری ) با جای 
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که دارای فرم بسته   ای نیست و همچنین برآورد کمترین توان   های 
 به   صورت معادلة )30( است.
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 خطا های دومتوانکمترین برآوردگر
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خطا، برآوردگر کمترین توان   های دوم خطاي وزنی با مینیمم کردن 

معادلة )31( به دست می   آید.
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  معادلة کردن    مینیمموزنی با  خطای  دوم    های توانبرآوردگر کمترین    های دوم خطا،برآوردگر کمترین توان  مطالب ذکرشده در  با توجه به
 آید.دست میبه( 31) 
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j j
j 1
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 در آن که 

( )( )j
j

1 w  , 
Var F X ;α,θ

=  )32(                                                 )32( 

. بنابراین، مینیمم سازی 1, 2, ,j n= … و نیز، 
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ˆترتیب به ،و   نسبت به
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,1,2ام وj  کصد  jp  که  دهدبرآوردگر صدکی از پارامترها را می   نسبت به پارامترهای مجهول، ,j n= .نبنابرای  است،  ˆ
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p 
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cvm نسبت به ( 36)   معادلةمینیمم کردن  با  و
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( ) ( )

( )( ) ( )( )α α
j j

2n

j
j 1

2n θβx θx

j 1

1 2 j 1C α,θ F X ;α,θ
12n 2n

1 2j 1be be 1 ,
12n 2n

=

− −

=

− = + − =  
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برآوردگر صدکی
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را  پارامترها  از  صدکی  برآوردگر  مجهول،  پارامترهای  به  نسبت 
بنابراین،  است.  1,2, ,j n= … و  ام  j صدک   jp که  می   دهد 

ˆ می   تواند با مینیمم سازی معادلة )35( به دست آید.
pβ ˆ و 

pθ
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برآوردگر کرامر –فون –میسز
در اینجا، برآوردگر کرامر –فون –میسز پارامترهاي مجهول بحث 
ˆ با مینیمم کردن معادلة )36( نسبت به 

cvmβ ĉvmθ و  شده است. 
θ به      ترتیب به   دست آمده است. β و 
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 نگ یدارل –اندرسن  برآودگر 

 

 )36(   

برآودگر اندرسن –دارلینگ
مجهول  پارامترهاي  اندرسن –دارلینگ  برآوردگر  نهایت،  در 
به   دست  بخش  این  در  دورافتاده  داده   های  حضور  در  وایبول  توزیع 
بررسی  برای  برازش  نیکویی  آزمون   های  از  یکی  است.  آمده 
اندرسن  که  است  اندرسن –دارلینگ  آزمون  آمارة  بودن،  نرمال 
آزمون  روش،  این  کردند.  1952پیشنهاد  سال  در  دارلینگ  و 
به بیشتر  اطلاعات  )برای  است  مجانبی  شرایط  در  سریع   همگرایی 
و  Pettitt (1976) و   Anderson and Darling (1954)   

 Stephens (1974) مراجعه کنید(.

به ترتیب   θ و    β به  نسبت   )37( معادلة  مینیمم سازی  آنگاه 
âdθ را می   دهد. ˆ و 

adβ
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  ی کی   .دست آمده استبه در این بخش    دورافتاده  یهادر حضور داده   بول یوا  ع یتوز  ی مجهول پارامترها  گنیدارل – برآوردگر اندرسن  ،تینهادر  
 شنهاد یپ1952در سال    گنیاندرسن و دارل  که  است   گنیدارل –آزمون اندرسن  ةآمار  ،نرمال بودن  یبررس  ی برازش برا  ییکو ین  ی هااز آزمون

 Pettittو    Anderson and Darling (1954)  به  شتریاطلاعات ب  ی است )برا  یمجانب  طیدر شرا  عیرس   ییآزمون همگراروش،    نیا  .کردند
 (. د یمراجعه کن Stephens (1974) و  (1976)

 
ˆ بیترتبه و     نسبت به( 37)  معادلة یسازممینی م آنگاه

ad  وâd دهد.یم را 

( ) ( )

( )( )( ) ( )( )

( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

α α
j j

α α
n 1 j n 1 j

n

j 1

2

jj

2
θβx θx

n

θβx θxj 1

1AD α,θ n 2j 1
n

ln F X ;α,β,θ ln F X ;α,β,θ

ln be be 1
1 n 2j 1 ,
n

ln be be+ − + −

=

− −

− −=

= − − −

 + =  

  
− − + +  
  − − −    + 

   





 )37 (

 آن  که در

( ) ( )F . 1 F . ,= −  )38( 

 نمایی درستماکسیمم  گشتاوری وآمیختة  مدل 

Read (1981)  معادلات    ةجایگزینی برخی اما نه هم  این روش،براساس    .کندرا ارائه کرد که از مشکل معادلات پیچیده جلوگیری می  روشی
 است.  ( 39)  معادلةصورت به θ پارامتر برآوردگر آمیخته ( 15)  ةبا توجه به معادل کند. را بیشتر کنترل  ممکن است آن ،سیستم

2
2 2 3 12

mix mm
1 1

A A 4A AAθ θ ,ˆ
2A 2A

ˆ − + −− + 
= = =

(39)

ˆ)یعنی  β ةدست آوردن برآوردگر آمیختههمچنین برای ب  و
mix )، نماییدرستماکسیمم  دبرآور( برای 20)  معادلة در کافی است که 

، پارامتر   جای به یعنی ،آن ةآمیخت، برآوردگر  m̂ix  .را قرار دهیم 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

αkα α
mix i jj 1

j1 2 k
αkα α

mix i jj 1

1 2 k

α θ β 1 xkα 1 α
mix ii ,i , ,i j 1

θ β 1 x

i ,i

ˆ

ˆ

, ,i

αβ θ x eαK 0,
ˆ

β
e

=

=

− −−
 =

− −





− =


 


 )40( 

ˆ یعنی،   ةبرآوردگر آمیخت( 40)  معادلةبا حل  در آن که
mix آیددست میبه. 

 بیمة خالص حقمحاسبه 

  بیمة خالص حقکه  میدانیم .آیدمیدست هبپارامترهای مجهول  ی مختلفبا استفاده از برآوردگرها  بیمة خالصحق برآوردگر ،بخش نیا در
 .شده است فیتعر( 41) معادلةصورت به

( )P E X ,=    )41(

                          
 )37(                                                         

که در آن 

( ) ( )F . 1 F . ,= −                                                                                                                                          )38(

مدل آمیختة گشتاوری و ماکسیمم درست نمایی
Read (1981) روشی را ارائه کرد که از مشکل معادلات پیچیده 
نه همة  اما  برخی  این روش، جایگزینی  براساس  جلوگیری می   کند. 
معادلات سیستم، ممکن است آن    را بیشتر کنترل    کند. با توجه به 
 به صورت معادلة )39( است.
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 آن  که در
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θ

−

=

 
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=

 
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و    (20)   هایمعادله  .ستین  یافرم بسته  ی که دارا  آیددست میهب  θ  نماییدرستماکسیمم  برآوردگر  (  22)   معادلة( در  23گذاری ) با جای 
حل شود.زمان هم طوربه رافسن –مانند نیوتن عددی  واند با استفاده از هر روش تکرارتمی θو  β برآورد پارامترهای مجهول  رای ب( 22) 

 

 خطا های دومتوانکمترین برآوردگر

)  اگر )1 2, , , nX X X  یع  تابع توز با    یتصادف  ة نمون  ک ی( ).F  1  و 2 nX X X   با    ،مرتب باشد  ی ها آماره  ةدهندنشان
.شوندنوشته می( 26) تا ( 24)  صورت معادلاتبه ریاضی، واریانس و کوواریانس تابع توزیع  امید Johnson et al. (1995)توجه به 
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jF X ;α,β,θ  ,

n 1
=

+
 )24(

 

( )( )( ) ( )
( ) ( )j 2

j n 1 j
Var F X ;α,β,θ  ,

n 1 n 2

+ −
=

+ +
         )25(

 و

( )( ) ( )( )( ) ( )
( ) ( )j i 2

j n 1 i
Cov F X ;α,β,θ ,F X ;α,β,θ  ,

n 1 n 2

+ −
=

+ +
)26(

 

.  آن  در  که , 1, 2, , , i j n i j=      تابعکرد  ممینیمبا )ن  )

2

1

( ; , , )
1

n

j
j

jF X
n

  
=

 − + 
  مجهول پارامترهای  به    ، نسبت 

)توزیع    اتتا از مشاهد  k  فرض کنید  .آیددست میدوم خطا به  های برآوردگرهای کمترین توان )F X    و( )n k−از مانده  ای باقیت
)توزیع   )G X ،ای آن  حاشیهتوزیع  تابع براساس مدل دیکشیت  پیروی کند( )H X است.

 

معادلة )15( برآوردگر آمیخته پارامتر 
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  ی کی   .دست آمده استبه در این بخش    دورافتاده  یهادر حضور داده   بول یوا  ع یتوز  ی مجهول پارامترها  گنیدارل – برآوردگر اندرسن  ،تینهادر  
 شنهاد یپ1952در سال    گنیاندرسن و دارل  که  است   گنیدارل –آزمون اندرسن  ةآمار  ،نرمال بودن  یبررس  ی برازش برا  ییکو ین  ی هااز آزمون

 Pettittو    Anderson and Darling (1954)  به  شتریاطلاعات ب  ی است )برا  یمجانب  طیدر شرا  عیرس   ییآزمون همگراروش،    نیا  .کردند
 (. د یمراجعه کن Stephens (1974) و  (1976)

 
ˆ بیترتبه و     نسبت به( 37)  معادلة یسازممینی م آنگاه

ad  وâd دهد.یم را 

( ) ( )

( )( )( ) ( )( )

( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

α α
j j

α α
n 1 j n 1 j

n

j 1

2

jj

2
θβx θx

n

θβx θxj 1

1AD α,θ n 2j 1
n

ln F X ;α,β,θ ln F X ;α,β,θ

ln be be 1
1 n 2j 1 ,
n

ln be be+ − + −

=

− −

− −=

= − − −

 + =  

  
− − + +  
  − − −    + 

   





 )37 (

 آن  که در

( ) ( )F . 1 F . ,= −  )38( 

 نمایی درستماکسیمم  گشتاوری وآمیختة  مدل 

Read (1981)  معادلات    ةجایگزینی برخی اما نه هم  این روش،براساس    .کندرا ارائه کرد که از مشکل معادلات پیچیده جلوگیری می  روشی
 است.  ( 39)  معادلةصورت به θ پارامتر برآوردگر آمیخته ( 15)  ةبا توجه به معادل کند. را بیشتر کنترل  ممکن است آن ،سیستم

2
2 2 3 12

mix mm
1 1

A A 4A AAθ θ ,ˆ
2A 2A

ˆ − + −− + 
= = =

(39)

ˆ)یعنی  β ةدست آوردن برآوردگر آمیختههمچنین برای ب  و
mix )، نماییدرستماکسیمم  دبرآور( برای 20)  معادلة در کافی است که 

، پارامتر   جای به یعنی ،آن ةآمیخت، برآوردگر  m̂ix  .را قرار دهیم 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

αkα α
mix i jj 1

j1 2 k
αkα α

mix i jj 1

1 2 k

α θ β 1 xkα 1 α
mix ii ,i , ,i j 1

θ β 1 x

i ,i

ˆ

ˆ

, ,i

αβ θ x eαK 0,
ˆ

β
e

=

=

− −−
 =

− −





− =


 


 )40( 

ˆ یعنی،   ةبرآوردگر آمیخت( 40)  معادلةبا حل  در آن که
mix آیددست میبه. 

 بیمة خالص حقمحاسبه 

  بیمة خالص حقکه  میدانیم .آیدمیدست هبپارامترهای مجهول  ی مختلفبا استفاده از برآوردگرها  بیمة خالصحق برآوردگر ،بخش نیا در
 .شده است فیتعر( 41) معادلةصورت به

( )P E X ,=    )41(

                                                                                     
 )39(   

)یعنی   

8

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )

α

α α α

θβx

θx θβx θx

H X bG X bF X b 1 e

b 1 e 1 be be .

−

− − −

= + = − +

− = − −
)27( 

دهد.میرا  θو  βخطا  های دومتوانبرآورد کمترین (، 28)  معادلةمم کردن یمین  ،بنابراین

( )( )
( )( ) ( )( )

2n

j
j 1

2

1

jZ H X ;α,β,θ
n 1

1 .
1

j j
n x x

j

jbe be
n

 
 

=

− −

=

 = − = + 

 
− − + − + 




)28( 

آید.دست میهب (29)  صورتبه   دوم خطا های توانبرآورد کمترین  ،لذا

 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

α
j

α α
j j

n α θβxα 1
j

j 1

θx θβx

Z 2bα θx β e
β

jbe be 1 0,
n 1

−−

=

− −

 
=    

 
− − + − = + 


 )29( 

. است( 30)  معادلةصورت به  θ دوم خطا های توانهمچنین برآورد کمترین  و ای نیستکه دارای فرم بسته

 

( )( ) ( )( )
( )( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

1 1

1

2 2

1 0.
1

j j

j j

n x x

j j
j

x x

Z b x e b x e

jbe be
n

 

 

   

 

    


− −− −

=

− −

 
= +   

 
− − + − = + 


  )30( 

 وزنی خطای   های دومتوانبرآوردگر کمترین 

  معادلة کردن    مینیمموزنی با  خطای  دوم    های توانبرآوردگر کمترین    های دوم خطا،برآوردگر کمترین توان  مطالب ذکرشده در  با توجه به
 آید.دست میبه( 31) 

( )( )
2n

j j
j 1

jw F X ;α,β,θ  ,
n 1=

 − + 
 )31(

 در آن که 

( )( )j
j

1 w  , 
Var F X ;α,θ

=  )32(

آمیختة  برآوردگر  آوردن  به   دست  برای  همچنین  و 
ماکسیمم  برآورد  براي   )20( معادلة  در  که  است  کافي   ،) ˆ

mixβ
یعني  آن،  آمیختة  برآوردگر   ،θ پارامتر  به    جای   ، β درست نمایی 

m̂ixθ را قرار دهیم.
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  ی کی   .دست آمده استبه در این بخش    دورافتاده  یهادر حضور داده   بول یوا  ع یتوز  ی مجهول پارامترها  گنیدارل – برآوردگر اندرسن  ،تینهادر  
 شنهاد یپ1952در سال    گنیاندرسن و دارل  که  است   گنیدارل –آزمون اندرسن  ةآمار  ،نرمال بودن  یبررس  ی برازش برا  ییکو ین  ی هااز آزمون

 Pettittو    Anderson and Darling (1954)  به  شتریاطلاعات ب  ی است )برا  یمجانب  طیدر شرا  عیرس   ییآزمون همگراروش،    نیا  .کردند
 (. د یمراجعه کن Stephens (1974) و  (1976)

 
ˆ بیترتبه و     نسبت به( 37)  معادلة یسازممینی م آنگاه

ad  وâd دهد.یم را 

( ) ( )

( )( )( ) ( )( )

( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

α α
j j

α α
n 1 j n 1 j

n

j 1

2

jj

2
θβx θx

n

θβx θxj 1

1AD α,θ n 2j 1
n

ln F X ;α,β,θ ln F X ;α,β,θ

ln be be 1
1 n 2j 1 ,
n

ln be be+ − + −

=

− −

− −=

= − − −

 + =  

  
− − + +  
  − − −    + 

   





 )37 (

 آن  که در

( ) ( )F . 1 F . ,= −  )38( 

 نمایی درستماکسیمم  گشتاوری وآمیختة  مدل 

Read (1981)  معادلات    ةجایگزینی برخی اما نه هم  این روش،براساس    .کندرا ارائه کرد که از مشکل معادلات پیچیده جلوگیری می  روشی
 است.  ( 39)  معادلةصورت به θ پارامتر برآوردگر آمیخته ( 15)  ةبا توجه به معادل کند. را بیشتر کنترل  ممکن است آن ،سیستم

2
2 2 3 12

mix mm
1 1

A A 4A AAθ θ ,ˆ
2A 2A

ˆ − + −− + 
= = =

(39)

ˆ)یعنی  β ةدست آوردن برآوردگر آمیختههمچنین برای ب  و
mix )، نماییدرستماکسیمم  دبرآور( برای 20)  معادلة در کافی است که 

، پارامتر   جای به یعنی ،آن ةآمیخت، برآوردگر  m̂ix  .را قرار دهیم 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

αkα α
mix i jj 1

j1 2 k
αkα α

mix i jj 1

1 2 k

α θ β 1 xkα 1 α
mix ii ,i , ,i j 1

θ β 1 x

i ,i

ˆ

ˆ

, ,i

αβ θ x eαK 0,
ˆ

β
e

=

=

− −−
 =

− −





− =


 


 )40( 

ˆ یعنی،   ةبرآوردگر آمیخت( 40)  معادلةبا حل  در آن که
mix آیددست میبه. 

 بیمة خالص حقمحاسبه 

  بیمة خالص حقکه  میدانیم .آیدمیدست هبپارامترهای مجهول  ی مختلفبا استفاده از برآوردگرها  بیمة خالصحق برآوردگر ،بخش نیا در
 .شده است فیتعر( 41) معادلةصورت به

( )P E X ,=    )41(

                                                         
 )40(

 ˆ
mixβ ، یعنی  β که در آن با حل معادلة )40( برآوردگر آمیختة 

به   دست مي   آید.

محاسبه حق بیمة خالص  
در این بخش، برآوردگر حق بیمة خالص   با استفاده از برآوردگرهاي 
حق بیمة  که  می   دانیم  مي   آید.  به   دست  مجهول  پارامترهاي  مختلف 

خالص   به   صورت معادلة )41( تعریف شده است.



پارامترهای توزیع وایبول و حق بیمه خالص

50

( )P E X ,=  )41(

بیشتر  اطلاعات  )برای  است  حق بیمه  نمایانگر   X آن  در  که 
دربارة روش های تعیین حق بیمه به  Young (2006) مراجعه کنید(. 

با استفاده از معادلة )10( داریم.

11

 با. ( دیمراجعه کن   Young) 2006(به   بیمهحق نییتعهای روشبارة در  شتریاطلاعات ب ی )برااست  بیمهحق انگرینما X در آن که
 .میدار ( 10)  معادلةاستفاده از 

( ) 1 1 1p E X Γ 1 b b .
θ α β

  = = + +  
  

                                                                                                            )42( 

کردن   نیگزیبا جا  لذا  ها حاصل نشد،آن  ی برا   ی افرم بسته  یول   ،دست آمدهمختلف ب  ی هاروش  زا و      ی برآوردها  ،قبل  ی هاقسمت  در
 .شودیم حاصل (Plug-in Estimator) شدهنیگز یجاصورت برآورد هب بیمهحقبرآوردگر  (،42)  ةمعادلبرآوردگرها در  نیا

 

 بیمه حق یبرآوردگرها ةسیمقا

عملکرد    ،بخش  نیا  دردست آمدبه  دورافتادههای  حضور داده  توزیع وایبول در  ةبیمحق  برآوردگرهای مختلف  چهارم و پنجم،  های بخش  در
دوم  نیانگ یم  ی،بیار  لحاظ  از  ی عدد  طوربه  هاگربرآورد  ةهم و  توان    یی کارآ  یبررس  منظوربه  .اندشده  سهیمقا  یافتهتعمیم  انسیوار  خطا 

10,20,30,40,50,60,70,80n  ةاندازبه    ییهانمونه   درباشد،  معلوم    α  مجهول و  θ  و   β یوقت  ،برآوردگرها 1,3k ی برا  = =
،  70 =،  3 1.5و    = برای    .آمده است  3  تا  1  نمودارهای   و  6  تا  1  جداول   شرح   به  جینتا  شد.  تکرار  بار  5000  ندیافر  نیا  =

 . شده استاستفاده  افزارنرم ازحاسبات عددی مو  سازی شبیه

 

: استبه شرح ذیل سازی شبیه ةمطالعای از نتایج حاصل از خلاصه

,10  ی برا  ( الف 20,30n 1kو    = که این بدان معنی است که برآوردگرها   ابدییکاهش م  افتهیمیتعم  انسیوار  ،حجم نمونهبا افزایش    =
با افزایش    نماییدرست  ممیماکس  و  ی گشتاور  ةآمیخت   ،نماییدرست  ممیماکس   ی برآوردگرهاآن است که    ةدهندنشانها  بررسی  و  سازگارند

 وردگرها برآ  ریسا  با  سهیدر مقا  ی کمتر   ةیافتتعمیم  انسیوار  ی دارا  چون   ،هستندبرآوردگرها    دیگری نسبت به  بهتردارای عملکرد  حجم نمونه  
 نمایی درستآمیخته ماکسیمم    صدکی و  ،نماییدرستماکسیمم    میسز، –فون  –برآوردگرهای کرامر  ،ترتیببه   بزرگ  ةنمونبرای حجم    .هستند

 هستند.  هادارای عملکرد بهتری در مقایسه با سایر برآوردگر وگشتاوری 

,10  ی برا  ( ب 20,30n 1kو    = زیرا دارای اریبی   ،در مقایسه با سایر برآوردگرها عملکرد بهتری دارد  یبرآوردگر صدک  بیمهحق   =
برای حجم   اند وخطا دارای کمترین اریبی  دوم  توانکمترین    میسز و –فون  –برآوردگرهای کرامر  بعد از برآوردگر صدکی،  کمتری است و

عملکرد بهتری   اند ودارای کمترین اریبی  ،بیمهحق  ی دوم خطا  توان  کمترین  و  میسز – فون  –کرامر  ترتیب برآوردگرهای صدکی،به بزرگ    ةنمون
برای حجم    بهترین برآوردگر است.  اریبی و  میسز دارای کمترین –فون –کرامر  برآوردگر  ( بتا )   از لحاظ اریبی  نسبت به سایر برآوردگرها دارند،

  (تتا)   از لحاظ اریبی  و  اند،ترتیب دارای کمترین اریبیخطا به  دوم  توانکمترین    صدکی و  میسز، –فون  –بزرگ از بتا برآوردگرهای کرامر   ةنمون
برای   و  عملکرد بهتری نسبت به سایر برآوردگرها دارند  ترتیب دارای کمترین اریبی هستند و بهصدکی    و  نماییدرستبرآوردگر ماکسیمم  

دارای    و  ترتیب دارای کمترین اریبی برای تتا هستندبه صدکی    و  نماییدرستماکسیمم    ،خطا  دوم  توانبزرگ برآوردگر کمترین    ةنمونحجم  
 . عملکرد بهتری نسبت به سایر برآوردگرها هستند

,10برای    پ(  20,30n 1kو    = کمترین   و  نماییدرستماکسیمم    برآوردگرهای گشتاوری،از    بیمهحق  ترتیببه  = دارای   آمیخته 
های توانبرای حجم نمونه بزرگ به برآوردگر کمترین    و  عملکرد بهتری نسبت به سایر برآوردگرها دارند  و  هستند  خطا  دوم  توان  میانگین

 .ددار هاخطای کمتری نسبت به سایر برآورگر توان دومزیرا میانگین  ،دخطا عملکرد بهتری در مقایسه با سایر برآوردگرها داردوم 

 (42)

θ از روش   های مختلف  β و  در قسمت   های قبل، برآوردهای 
به   دست آمد، ولی فرم بسته   ای برای آن   ها حاصل نشد، لذا با جایگزین 
این برآوردگرها در معادلة )42(، برآوردگر حق بیمه به صورت  کردن 

برآورد جایگزین شده (Plug-in Estimator) حاصل می   شود.

مقایسة برآوردگرها   ی حق بیمه
حق بیمة  مختلف  برآوردگرهای  پنجم،  و  چهارم  بخش   هاي  در 
توزیع وایبول در حضور داده   های دورافتاده به   دست آمد. در این بخش   ، 
عملکرد همة برآوردگرها به طور عددی از لحاظ اریبی، میانگین توان 
بررسی  به منظور  شده   اند.  مقایسه  تعمیم یافته     واریانس  و  خطا  دوم 
در  باشد،  معلوم   

3

 :که در آن

( )1 2 1 2 1 1

1 2

, ,.., 1 1 1

 . 
k k k

n k n k n

i i i i i i i i −

− + − +

= = + = +

=     )4 (

شود:نوشته میتوزیع متریر تصادفی به شکل زیر  تابع چگالی و X،  ةمشاهدتکهمچنین برای 

 

( ) ( ) ( ) ,h x bg x bf x= + )5(  

و

 

( ) ( ) ( ).H x bG x bF x= +  )6(

 

kbکه در آن 
n

1bو  = b= )  تصادفیمتریرهای  ،دیکشیتذکر است که در مدل  شایان. − )1 2, , , nX X X  نیستندمستقل . 

)م أتابع چگالی تو )1 2, , , nX X X دورافتادههای داده در حضور 

)  متریرهای تصادفی  ،فرض کنید )1 2, , , nX X X  صورتی باشند که هربه  k   با پارامترهای  وایبول هم توزیع    ها مستقل وتا از آن 
α ،β  وθ  باشد. (7) ةمعادلصورت به

 

( ) ( ) ( )1; , , , 
0, 0, 1, 0,

xg x x e
x

     

  

−−=

   
                 )7( 

n  و k−   توأمآنگاه تابع چگالی    ،کند تبعیت می  (1)  معادلةاز    و   وایبول مانده نیز مستقل و هم توزیع  تای باقی  ( )1 2, , , nX X X   در
 . خواهد بود( 8)  ةمعادلصورت به( 3)  ةمعادلبر اساس  دورافتادههای داده حضور

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )( )1

1 2

1 2
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−
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 بود.  خواهد( 9)  ةمعادلصورت به ( 5)  ةمعادلبر اساس   ixای  تابع چگالی حاشیه و 

و  مجهول   
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( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )

α

α α α

θβx

θx θβx θx

H X bG X bF X b 1 e

b 1 e 1 be be .
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− − −

= + = − +

− = − −
)27( 

دهد.میرا  θو  βخطا  های دومتوانبرآورد کمترین (، 28)  معادلةمم کردن یمین  ،بنابراین

( )( )
( )( ) ( )( )

2n

j
j 1

2

1

jZ H X ;α,β,θ
n 1
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1

j j
n x x

j

jbe be
n

 
 

=

− −

=

 = − = + 

 
− − + − + 




)28( 

آید.دست میهب (29)  صورتبه   دوم خطا های توانبرآورد کمترین  ،لذا

 

( )( ) ( )( )
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 
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
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. است( 30)  معادلةصورت به  θ دوم خطا های توانهمچنین برآورد کمترین  و ای نیستکه دارای فرم بسته
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 وزنی خطای   های دومتوانبرآوردگر کمترین 

  معادلة کردن    مینیمموزنی با  خطای  دوم    های توانبرآوردگر کمترین    های دوم خطا،برآوردگر کمترین توان  مطالب ذکرشده در  با توجه به
 آید.دست میبه( 31) 

( )( )
2n

j j
j 1

jw F X ;α,β,θ  ,
n 1=

 − + 
 )31(

 در آن که 

( )( )j
j

1 w  , 
Var F X ;α,θ

=  )32(

وقتی  برآوردگرها،  کارآیی 
برای   10,20,30,40,50,60,70,80n = اندازة  به  نمونه   هایی 
1.5β این فرایند 5000 بار تکرار  = 1,3k و  = ، 70α = ، 3θ =
تا 3 آمده است.  تا 6 و نمودارهای 1  نتایج    به شرح    جداول 1  شد. 
برای شبیه   سازی و محاسبات عددي    از    نرم افزار R استفاده شده است. 
ذیل  شرح  به  شبیه سازي  مطالعة  از  حاصل  نتایج  از  خلاصه   اي 

است:
نمونه،  حجم  افزایش  با   
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 با. ( دیمراجعه کن   Young) 2006(به   بیمهحق نییتعهای روشبارة در  شتریاطلاعات ب ی )برااست  بیمهحق انگرینما X در آن که
 .میدار ( 10)  معادلةاستفاده از 

( ) 1 1 1p E X Γ 1 b b .
θ α β

  = = + +  
  

                                                                                                            )42( 

کردن   نیگزیبا جا  لذا  ها حاصل نشد،آن  ی برا   ی افرم بسته  یول   ،دست آمدهمختلف ب  ی هاروش  زا و      ی برآوردها  ،قبل  ی هاقسمت  در
 .شودیم حاصل (Plug-in Estimator) شدهنیگز یجاصورت برآورد هب بیمهحقبرآوردگر  (،42)  ةمعادلبرآوردگرها در  نیا

 

 بیمه حق یبرآوردگرها ةسیمقا

عملکرد    ،بخش  نیا  دردست آمدبه  دورافتادههای  حضور داده  توزیع وایبول در  ةبیمحق  برآوردگرهای مختلف  چهارم و پنجم،  های بخش  در
دوم  نیانگ یم  ی،بیار  لحاظ  از  ی عدد  طوربه  هاگربرآورد  ةهم و  توان    یی کارآ  یبررس  منظوربه  .اندشده  سهیمقا  یافتهتعمیم  انسیوار  خطا 

10,20,30,40,50,60,70,80n  ةاندازبه    ییهانمونه   درباشد،  معلوم    α  مجهول و  θ  و   β یوقت  ،برآوردگرها 1,3k ی برا  = =
،  70 =،  3 1.5و    = برای    .آمده است  3  تا  1  نمودارهای   و  6  تا  1  جداول   شرح   به  جینتا  شد.  تکرار  بار  5000  ندیافر  نیا  =

 . شده استاستفاده  افزارنرم ازحاسبات عددی مو  سازی شبیه

 

: استبه شرح ذیل سازی شبیه ةمطالعای از نتایج حاصل از خلاصه

,10  ی برا  ( الف 20,30n 1kو    = که این بدان معنی است که برآوردگرها   ابدییکاهش م  افتهیمیتعم  انسیوار  ،حجم نمونهبا افزایش    =
با افزایش    نماییدرست  ممیماکس  و  ی گشتاور  ةآمیخت   ،نماییدرست  ممیماکس   ی برآوردگرهاآن است که    ةدهندنشانها  بررسی  و  سازگارند

 وردگرها برآ  ریسا  با  سهیدر مقا  ی کمتر   ةیافتتعمیم  انسیوار  ی دارا  چون   ،هستندبرآوردگرها    دیگری نسبت به  بهتردارای عملکرد  حجم نمونه  
 نمایی درستآمیخته ماکسیمم    صدکی و  ،نماییدرستماکسیمم    میسز، –فون  –برآوردگرهای کرامر  ،ترتیببه   بزرگ  ةنمونبرای حجم    .هستند

 هستند.  هادارای عملکرد بهتری در مقایسه با سایر برآوردگر وگشتاوری 

,10  ی برا  ( ب 20,30n 1kو    = زیرا دارای اریبی   ،در مقایسه با سایر برآوردگرها عملکرد بهتری دارد  یبرآوردگر صدک  بیمهحق   =
برای حجم   اند وخطا دارای کمترین اریبی  دوم  توانکمترین    میسز و –فون  –برآوردگرهای کرامر  بعد از برآوردگر صدکی،  کمتری است و

عملکرد بهتری   اند ودارای کمترین اریبی  ،بیمهحق  ی دوم خطا  توان  کمترین  و  میسز – فون  –کرامر  ترتیب برآوردگرهای صدکی،به بزرگ    ةنمون
برای حجم    بهترین برآوردگر است.  اریبی و  میسز دارای کمترین –فون –کرامر  برآوردگر  ( بتا )   از لحاظ اریبی  نسبت به سایر برآوردگرها دارند،

  (تتا)   از لحاظ اریبی  و  اند،ترتیب دارای کمترین اریبیخطا به  دوم  توانکمترین    صدکی و  میسز، –فون  –بزرگ از بتا برآوردگرهای کرامر   ةنمون
برای   و  عملکرد بهتری نسبت به سایر برآوردگرها دارند  ترتیب دارای کمترین اریبی هستند و بهصدکی    و  نماییدرستبرآوردگر ماکسیمم  

دارای    و  ترتیب دارای کمترین اریبی برای تتا هستندبه صدکی    و  نماییدرستماکسیمم    ،خطا  دوم  توانبزرگ برآوردگر کمترین    ةنمونحجم  
 . عملکرد بهتری نسبت به سایر برآوردگرها هستند

,10برای    پ(  20,30n 1kو    = کمترین   و  نماییدرستماکسیمم    برآوردگرهای گشتاوری،از    بیمهحق  ترتیببه  = دارای   آمیخته 
های توانبرای حجم نمونه بزرگ به برآوردگر کمترین    و  عملکرد بهتری نسبت به سایر برآوردگرها دارند  و  هستند  خطا  دوم  توان  میانگین

 .ددار هاخطای کمتری نسبت به سایر برآورگر توان دومزیرا میانگین  ،دخطا عملکرد بهتری در مقایسه با سایر برآوردگرها داردوم 

و   10,20,30n = برای  الف( 
است  معنی  بدان  این  که  می   یابد  کاهش  تعمیم   یافته  واریانس 

k 1, 70, 1.5, 3α β θ= = = =  به ازای 

,1.5ازای  سازی بهیافته برآوردگرهای مختلف براساس نتایج شبیه. اریبی، میانگین توان دوم خطا و واریانس تعمیم1نمودار  3, 70  = = 1kو  = = 
Figure 1. Bias, mean squared error and generalized variance of different estimators based on simulation results for 

1.5, 3, 70  1and k  = = = =
70 ,3 ,1.5 ازای سازی بهیافته برآوردگرهای مختلف براساس نتایج شبیه. اریبی، میانگین توان دوم خطا و واریانس تعمیم2نمودار   = = 3kو  = = 

Figure 2: Bias, mean squared error and generalized variance of different estimators based on simulation results for 
1.5, 3, 70  3and k  = = = =

 سوزی دانمارکهای خسارت آتش تابع توزیع تجربی دادهچندک و  –ای، چندکنگار،  نمودار جعبهبافت . 3نمودار 
Figure 3. Histogram, box plot, quantile-quantile and empirical distribution function of Danish fire damage data

 های خسارت بیمة ماشین بیمه ایران چندک و تابع توزیع تجربی داده –ای، چندکهای جعبهنگار، نمودار. بافت4نمودار 
Figure 4. Histogram, box plot, quantile-quantile and empirical distribution function of Iran Insurance car insurance claim data

ˆیافتة . واریانس تعمیم1جدول  وˆ  ازای  بهk 1, 70, 1.5, 3  = = = = 

Table 1. Generalized variance of    and θ   ̂for k 1,  α 70,  β 1.5,  θ 3= = = =

,70ازای  به ̂و   ̂بیمه، . اریبی حق 2جدول  1.5, 3  = = 1kو   = = 

Table 2. Insurance premium bias of ̂  and ̂  for 70, 1.5, 3  1and k  = = = =

,70ازای به ̂و  β̂بیمه،  . میانگین توان دوم خطای حق 3جدول  1.5, 3  = = 1kو   = = 

Table 3. Mean square error of insurance premium, ̂  and  ˆ  for α 70,  β 1.5,  θ 3 and k 1= = = =

,70ازای به ̂و  ̂یافته . واریانس تعمیم4جدول  1.5, 3  = = 3kو  = = 

Table 4. Generalized variance of ̂ and ̂  for 70, 1.5, 3  3and k  = = = =

,70ازای  به ̂و   ̂بیمه، . اریبی حق 5جدول  1.5, 3  = = 3kو   = = 

Table 5. Insurance premium bias of  ̂  and ̂  for 70, 1.5, 3  3and k  = = = =

,70ازای  به ̂و  ̂بیمه، میانگین توان دوم خطای حق  – . 6جدول  1.5, 3  = = 3kو   = = 
Table 6. Mean square error of insurance premium of β ̂ and θ ̂ for 70, 1.5, 3  3and k  = = = =

αبرای  β. برآوردگرهای مختلف 7جدول   kنسبت به  =1.3248
Table 7. Various estimators of   for  =1.3248 in respect to k

αبرای  θ. برآوردگرهای مختلف 8جدول   kنسبت به  =1.3248
Table 8. Different estimators of   for  =1.3248 respect to k

 kنمایی تجربی نسبت به . تابع درست9جدول 
Table 9. Empirical likelihood function with respect to k

ˆ. مقادیر  10جدول  ,ˆ,max max maxk  برآودگرهای مختلف  بیمة خالصو حق 

Table 10. Values of ˆ ,  ˆ ,max max maxk   and net premium of different estimators

 kنسبت به  =1.372برای  β. برآوردگرهای مختلف 11جدول 
Table 11. Various estimators of   for  =1.372 respect to  k

 kنسبت به  =1.372برای  θبرآوردگرهای مختلف  .12جدول 
Table 12 . Different estimators of   for  =1.372 with respect to k

 kنمایی تجربی نسبت به تابع درست .13جدول 
Table 13 . Different estimators of θ for α=1.372 with respect to k

ˆمقادیر  .14 جدول ,ˆ,max max maxk  برآودگرهای مختلف  بیمة خالصو حق 

Table 14 . Values of  ˆ ,  ,ˆ  max max maxk  and net premium of different estimators

جدول 1: واریانس تعمیم یافتة 
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Table 3. Mean square error of insurance premium, ̂  and  ˆ  for α 70,  β 1.5,  θ 3 and k 1= = = =
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Table 5. Insurance premium bias of  ̂  and ̂  for 70, 1.5, 3  3and k  = = = =
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αبرای  β. برآوردگرهای مختلف 7جدول   kنسبت به  =1.3248
Table 7. Various estimators of   for  =1.3248 in respect to k

αبرای  θ. برآوردگرهای مختلف 8جدول   kنسبت به  =1.3248
Table 8. Different estimators of   for  =1.3248 respect to k

 kنمایی تجربی نسبت به . تابع درست9جدول 
Table 9. Empirical likelihood function with respect to k

ˆ. مقادیر  10جدول  ,ˆ,max max maxk  برآودگرهای مختلف  بیمة خالصو حق 

Table 10. Values of ˆ ,  ˆ ,max max maxk   and net premium of different estimators

 kنسبت به  =1.372برای  β. برآوردگرهای مختلف 11جدول 
Table 11. Various estimators of   for  =1.372 respect to  k

 kنسبت به  =1.372برای  θبرآوردگرهای مختلف  .12جدول 
Table 12 . Different estimators of   for  =1.372 with respect to k

 kنمایی تجربی نسبت به تابع درست .13جدول 
Table 13 . Different estimators of θ for α=1.372 with respect to k

ˆمقادیر  .14 جدول ,ˆ,max max maxk  برآودگرهای مختلف  بیمة خالصو حق 

Table 14 . Values of  ˆ ,  ,ˆ  max max maxk  and net premium of different estimators

 

,1.5ازای  سازی بهیافته برآوردگرهای مختلف براساس نتایج شبیه. اریبی، میانگین توان دوم خطا و واریانس تعمیم1نمودار  3, 70  = = 1kو  = = 
Figure 1. Bias, mean squared error and generalized variance of different estimators based on simulation results for 
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 سوزی دانمارکهای خسارت آتش تابع توزیع تجربی دادهچندک و  –ای، چندکنگار،  نمودار جعبهبافت . 3نمودار 
Figure 3. Histogram, box plot, quantile-quantile and empirical distribution function of Danish fire damage data

 های خسارت بیمة ماشین بیمه ایران چندک و تابع توزیع تجربی داده –ای، چندکهای جعبهنگار، نمودار. بافت4نمودار 
Figure 4. Histogram, box plot, quantile-quantile and empirical distribution function of Iran Insurance car insurance claim data

ˆیافتة . واریانس تعمیم1جدول  وˆ  ازای  بهk 1, 70, 1.5, 3  = = = = 

Table 1. Generalized variance of    and θ   ̂for k 1,  α 70,  β 1.5,  θ 3= = = =

,70ازای  به ̂و   ̂بیمه، . اریبی حق 2جدول  1.5, 3  = = 1kو   = = 

Table 2. Insurance premium bias of ̂  and ̂  for 70, 1.5, 3  1and k  = = = =

,70ازای به ̂و  β̂بیمه،  . میانگین توان دوم خطای حق 3جدول  1.5, 3  = = 1kو   = = 
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,70ازای به ̂و  ̂یافته . واریانس تعمیم4جدول  1.5, 3  = = 3kو  = = 

Table 4. Generalized variance of ̂ and ̂  for 70, 1.5, 3  3and k  = = = =

,70ازای  به ̂و   ̂بیمه، . اریبی حق 5جدول  1.5, 3  = = 3kو   = = 

Table 5. Insurance premium bias of  ̂  and ̂  for 70, 1.5, 3  3and k  = = = =

,70ازای  به ̂و  ̂بیمه، میانگین توان دوم خطای حق  – . 6جدول  1.5, 3  = = 3kو   = = 
Table 6. Mean square error of insurance premium of β ̂ and θ ̂ for 70, 1.5, 3  3and k  = = = =

αبرای  β. برآوردگرهای مختلف 7جدول   kنسبت به  =1.3248
Table 7. Various estimators of   for  =1.3248 in respect to k

αبرای  θ. برآوردگرهای مختلف 8جدول   kنسبت به  =1.3248
Table 8. Different estimators of   for  =1.3248 respect to k

 kنمایی تجربی نسبت به . تابع درست9جدول 
Table 9. Empirical likelihood function with respect to k

ˆ. مقادیر  10جدول  ,ˆ,max max maxk  برآودگرهای مختلف  بیمة خالصو حق 

Table 10. Values of ˆ ,  ˆ ,max max maxk   and net premium of different estimators

 kنسبت به  =1.372برای  β. برآوردگرهای مختلف 11جدول 
Table 11. Various estimators of   for  =1.372 respect to  k

 kنسبت به  =1.372برای  θبرآوردگرهای مختلف  .12جدول 
Table 12 . Different estimators of   for  =1.372 with respect to k

 kنمایی تجربی نسبت به تابع درست .13جدول 
Table 13 . Different estimators of θ for α=1.372 with respect to k

ˆمقادیر  .14 جدول ,ˆ,max max maxk  برآودگرهای مختلف  بیمة خالصو حق 

Table 14 . Values of  ˆ ,  ,ˆ  max max maxk  and net premium of different estimators

1k = ,70 و  1.5, 3α β θ= = = θ̂ به ازای  β̂ و  جدول 2: اریبی حق بیمه، 
Table 2: Bias of premium, β̂  and θ̂  for 70, 1.5, 3  1and kα β θ= = = =

 
 

�1𝛽𝛽جدول  𝜃𝜃�k = 1, 𝛼𝛼 = 𝛼𝛼, 𝛽𝛽 = 1𝛼𝛼, 𝜃𝜃 = 𝛼 . واريانس تعميميافتة و بهازاي  

Table 1. Generalized variance of 𝛽𝛽𝛽 �  and θ ̂ for k = 1, α = 𝛼𝛼, β = 1𝛼𝛼, θ = 𝛼 
 

 
 
 
 
 

10 2030405060 70 80 
GV𝑚𝑚𝑚𝑚1.92214E-07 1.55588E-07 1.69703E-07 2.14166E-07 3.21285E-07 6.06231E-07 1.26922E-06 3.87100E-05 
𝐺𝐺𝐺𝐺𝑚𝑚𝑚𝑚1.79596E-07 8.36677E-08 5.22965E-08 3.65628E-08 2.84662E-08 2.46108E-08 1.99333E-08 1.97538E-08 
𝐺𝐺𝐺𝐺𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚2.44235E-07 1.21521E-07 7.93896E-08 5.63784E-08 4.25733E-08 3.85760E-08 3.15600E-08 3.11076E-08 
𝐺𝐺𝐺𝐺𝑚𝑚𝑙𝑙1.23522E-01 4.80476E-02 1.68057E-03 2.35275E-05 7.15781E-06 4.42858E-05 5.61779E-06 7.97425E-09 
𝐺𝐺𝐺𝐺𝑤𝑤𝑚𝑚𝑙𝑙8.15719E-02 1.32637E-01 4.59410E-02 9.19961E-03 9.78616E-05 2.56103E-06 2.46707E-08 2.45829E-08 
𝐺𝐺𝐺𝐺𝑝𝑝4.39627E-02 4.79328E-05 6.63587E-02 3.05403E-05 2.93950E-05 6.78105E-07 1.46580E-09 2.93741E-08 
𝐺𝐺𝐺𝐺𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚3.15833E-04 5.50953E-05 1.26374E-05 1.11028E-08 3.09258E-08 2.81324E-08 5.42587E-08 1.91250E-09 
𝐺𝐺𝐺𝐺𝑎𝑎𝑎𝑎9.55168E-06 9.24930E-06 9.42261E-069.42261E-06 8.91714E-06 8.25041E-06 6.95291E-06 8.01101E-06 

 
 

  

2𝛽𝛽�𝜃𝜃�𝛼𝛼جدول  𝛼 𝛼𝛼𝛼 𝛽𝛽 𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼 𝜃𝜃 𝛼 𝛼 𝑘𝑘. اريبي حقبيمه،  و  بهازاي   𝛼 𝛼  و
Table 2. Insurance premium bias of 𝛽𝛽� ̂ and 𝜃𝜃� ̂ for 𝛼𝛼 𝛼 𝛼𝛼𝛼 𝛽𝛽 𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼 𝜃𝜃 𝛼 𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘 𝛼 𝛼 

𝛼𝛼  
 80  70  60  50  40  30  20  10برآوردها 

𝛽𝛽�𝑚𝑚𝑚𝑚0.955721  1.235106  1.576279  2.013110  2.593288  3.402212  4.608409  6.613597  
𝜃𝜃�𝑚𝑚𝑚𝑚0.080321  -0.045903  -0.034674  -0.028951  -0.025361  -0.023361  -0.021725  -0.020410  -
�̂�𝑝𝑚𝑚𝑚𝑚0.000010  -0.005515  0.007367  0.008276  0.008803  0.009198  0.009457  0.009641  
𝛽𝛽�𝑚𝑚𝑚𝑚0.011409  0.012992  0.012583  0.012592  0.012404  0.012264  0.012189  0.013005  
𝜃𝜃�𝑚𝑚𝑚𝑚0.002528  0.001127  0.000675  0.000497  0.000487  0.000301  0.000245  0.000300  
�̂�𝑝𝑚𝑚𝑚𝑚  0.000420  -0.005302  0.007218  0.008170  0.008731  0.009124  0.009397  0.009589  
𝛽𝛽�𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚0.054289  0.037074  0.030612  0.027582  0.025545  0.024286  0.023343  0.023521  
𝜃𝜃�𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚0.080321  -0.045903  -0.034674  -0.028951  -0.025361  -0.023361  -0.021725  -0.020410  -
�̂�𝑝𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚  0.008020  0.010302  0.011029  0.011365  0.011547  0.011709  0.011802  0.011859  
𝛽𝛽�𝑚𝑚𝑙𝑙0.152185  0.056561  0.039065  0.029723  0.015561  0.000659  0.000299  0.000038  
𝜃𝜃�𝑚𝑚𝑙𝑙0.014508  -0.013328  -0.003766  -0.006010  -0.002184  -0.007294  -0.003666  -0.003550  -
�̂�𝑝𝑚𝑚𝑙𝑙  0.002298  -0.003836  0.006806  0.007509  0.008489  0.008408  0.009061  0.009245  
𝛽𝛽�𝑤𝑤𝑚𝑚𝑙𝑙0.164468  0.179438  0.106568  0.072476  0.061221  0.044906  0.039054  0.038261  
𝜃𝜃�𝑤𝑤𝑚𝑚𝑙𝑙0.013306  -0.007245  -0.003675  -0.001159  -0.000231  0.000053  -0.000022  -0.000085  
�̂�𝑝𝑤𝑤𝑚𝑚𝑙𝑙  0.002463  -0.004361  0.006752  0.007986  0.008679  0.009097  0.009372  0.009568  
𝛽𝛽�𝑝𝑝  0.162843  0.057565  0.077545  0.042782  0.024120  0.000322  0.000094  0.000078  
𝜃𝜃�𝑝𝑝  0.002380  0.004132  -0.000921  -0.002708  -0.000690  0.005916  -0.000092  -0.003718  -
�̂�𝑝𝑝𝑝  0.002876  -0.003743  0.006419  0.007366  0.008415  0.008256  0.009195  0.009000  
𝛽𝛽�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚0.002263  0.003230  0.000115  0.004159  -0.000012  -0.000011  0.000015  0.000005  
𝜃𝜃�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚0.011819  -0.012754  -0.005818  -0.002177  -0.004387  -0.008341  -0.004731  -0.002246  -
�̂�𝑝𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚  0.001599  -0.004017  0.006678  0.007997  0.008249  0.008259  0.008914  0.009365  
𝛽𝛽�𝛼𝛼𝛼𝛼0.403137  0.368719  0.428637  0.424165  0.430097  0.357149  0.508096  0.520921  
𝜃𝜃�𝛼𝛼𝛼𝛼1.540284  -1.531580  -1.544725  -1.546783  -1.546045  -1.531119  -1.572513  -1.578636  -
�̂�𝑝𝛼𝛼𝛼𝛼  0.329843  0.342251  0.353100  0.356877  0.358118  0.352403  0.373518  0.377298   
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که  است  آن  نشان دهندة  بررسی   ها  و  سازگارند  برآوردگرها  که 
و  گشتاوری  آمیختة  و  درست نمایی  ماکسیمم  برآوردگرهای 
ماکسیمم درست نمایی با افزایش حجم نمونه دارای عملکرد بهتری 
نسبت به دیگر برآوردگرها هستند، چون دارای واریانس تعمیم یافتة 
نمونة  حجم  برای  هستند.  برآوردگرها  سایر  با  مقایسه  در  کمتری 
ماکسیمم  کرامر –فون –میسز،  برآوردگرهای  به ترتیب،  بزرگ 
وگشتاوری  درست نمایی  ماکسیمم  آمیخته  و  درست نمایی، صدکی 

دارای عملکرد بهتری در مقایسه با سایر برآوردگرها هستند.
برآوردگر صدکی  1k حق بیمه  = و   10,20,30n = برای  ب( 
دارای  زیرا  دارد،  بهتری  عملکرد  برآوردگرها  سایر  با  مقایسه  در 

برآوردگرهای  صدکی،  برآوردگر  از  بعد  و  است  کمتری  اریبی 
کمترین  دارای  خطا  دوم  توان     کمترین  و  کرامر –فون –میسز 
برآوردگرهای صدکی،  به ترتیب  برای حجم نمونة بزرگ  اریبی   اند و 
دارای  حق بیمه،  خطاي  دوم  توان  کمترین     و  کرامر –فون –میسز 
برآوردگرها  سایر  به  نسبت  بهتری  عملکرد  و  اریبی   اند  کمترین 
دارای  کرامر –فون –میسز  برآوردگر  )بتا(  اریبی  لحاظ  از  دارند، 
بزرگ  نمونة  حجم  برای  است.  برآوردگر  بهترین  و  اریبی  کمترین 
توان        کمترین  و  صدکی  کرامر –فون –میسز،  برآوردگرهای  بتا  از 
اریبی )   تتا(  از لحاظ  اریبی   اند، و  دوم    خطا به   ترتیب دارای کمترین 
برآوردگر ماکسیمم درست نمایی و صدکی به ترتیب دارای کمترین 

1k = ,70  و  1.5, 3α β θ= = =  به ازای 

,1.5ازای  سازی بهیافته برآوردگرهای مختلف براساس نتایج شبیه. اریبی، میانگین توان دوم خطا و واریانس تعمیم1نمودار  3, 70  = = 1kو  = = 
Figure 1. Bias, mean squared error and generalized variance of different estimators based on simulation results for 

1.5, 3, 70  1and k  = = = =
70 ,3 ,1.5 ازای سازی بهیافته برآوردگرهای مختلف براساس نتایج شبیه. اریبی، میانگین توان دوم خطا و واریانس تعمیم2نمودار   = = 3kو  = = 

Figure 2: Bias, mean squared error and generalized variance of different estimators based on simulation results for 
1.5, 3, 70  3and k  = = = =

 سوزی دانمارکهای خسارت آتش تابع توزیع تجربی دادهچندک و  –ای، چندکنگار،  نمودار جعبهبافت . 3نمودار 
Figure 3. Histogram, box plot, quantile-quantile and empirical distribution function of Danish fire damage data

 های خسارت بیمة ماشین بیمه ایران چندک و تابع توزیع تجربی داده –ای، چندکهای جعبهنگار، نمودار. بافت4نمودار 
Figure 4. Histogram, box plot, quantile-quantile and empirical distribution function of Iran Insurance car insurance claim data

ˆیافتة . واریانس تعمیم1جدول  وˆ  ازای  بهk 1, 70, 1.5, 3  = = = = 

Table 1. Generalized variance of    and θ   ̂for k 1,  α 70,  β 1.5,  θ 3= = = =

,70ازای  به ̂و   ̂بیمه، . اریبی حق 2جدول  1.5, 3  = = 1kو   = = 

Table 2. Insurance premium bias of ̂  and ̂  for 70, 1.5, 3  1and k  = = = =

,70ازای به ̂و  β̂بیمه،  . میانگین توان دوم خطای حق 3جدول  1.5, 3  = = 1kو   = = 

Table 3. Mean square error of insurance premium, ̂  and  ˆ  for α 70,  β 1.5,  θ 3 and k 1= = = =

,70ازای به ̂و  ̂یافته . واریانس تعمیم4جدول  1.5, 3  = = 3kو  = = 

Table 4. Generalized variance of ̂ and ̂  for 70, 1.5, 3  3and k  = = = =

,70ازای  به ̂و   ̂بیمه، . اریبی حق 5جدول  1.5, 3  = = 3kو   = = 

Table 5. Insurance premium bias of  ̂  and ̂  for 70, 1.5, 3  3and k  = = = =

,70ازای  به ̂و  ̂بیمه، میانگین توان دوم خطای حق  – . 6جدول  1.5, 3  = = 3kو   = = 
Table 6. Mean square error of insurance premium of β ̂ and θ ̂ for 70, 1.5, 3  3and k  = = = =

αبرای  β. برآوردگرهای مختلف 7جدول   kنسبت به  =1.3248
Table 7. Various estimators of   for  =1.3248 in respect to k

αبرای  θ. برآوردگرهای مختلف 8جدول   kنسبت به  =1.3248
Table 8. Different estimators of   for  =1.3248 respect to k

 kنمایی تجربی نسبت به . تابع درست9جدول 
Table 9. Empirical likelihood function with respect to k

ˆ. مقادیر  10جدول  ,ˆ,max max maxk  برآودگرهای مختلف  بیمة خالصو حق 

Table 10. Values of ˆ ,  ˆ ,max max maxk   and net premium of different estimators

 kنسبت به  =1.372برای  β. برآوردگرهای مختلف 11جدول 
Table 11. Various estimators of   for  =1.372 respect to  k

 kنسبت به  =1.372برای  θبرآوردگرهای مختلف  .12جدول 
Table 12 . Different estimators of   for  =1.372 with respect to k

 kنمایی تجربی نسبت به تابع درست .13جدول 
Table 13 . Different estimators of θ for α=1.372 with respect to k

ˆمقادیر  .14 جدول ,ˆ,max max maxk  برآودگرهای مختلف  بیمة خالصو حق 

Table 14 . Values of  ˆ ,  ,ˆ  max max maxk  and net premium of different estimators

جدول 3: میانگین توان دوم خطای حق بیمه، 

Table 3: Mean square error of insurance premium, β̂  and  ˆ θ for 

,1.5ازای  سازی بهیافته برآوردگرهای مختلف براساس نتایج شبیه. اریبی، میانگین توان دوم خطا و واریانس تعمیم1نمودار  3, 70  = = 1kو  = = 
Figure 1. Bias, mean squared error and generalized variance of different estimators based on simulation results for 

1.5, 3, 70  1and k  = = = =
70 ,3 ,1.5 ازای سازی بهیافته برآوردگرهای مختلف براساس نتایج شبیه. اریبی، میانگین توان دوم خطا و واریانس تعمیم2نمودار   = = 3kو  = = 

Figure 2: Bias, mean squared error and generalized variance of different estimators based on simulation results for 
1.5, 3, 70  3and k  = = = =

 سوزی دانمارکهای خسارت آتش تابع توزیع تجربی دادهچندک و  –ای، چندکنگار،  نمودار جعبهبافت . 3نمودار 
Figure 3. Histogram, box plot, quantile-quantile and empirical distribution function of Danish fire damage data

 های خسارت بیمة ماشین بیمه ایران چندک و تابع توزیع تجربی داده –ای، چندکهای جعبهنگار، نمودار. بافت4نمودار 
Figure 4. Histogram, box plot, quantile-quantile and empirical distribution function of Iran Insurance car insurance claim data

ˆیافتة . واریانس تعمیم1جدول  وˆ  ازای  بهk 1, 70, 1.5, 3  = = = = 

Table 1. Generalized variance of    and θ   ̂for k 1,  α 70,  β 1.5,  θ 3= = = =

,70ازای  به ̂و   ̂بیمه، . اریبی حق 2جدول  1.5, 3  = = 1kو   = = 

Table 2. Insurance premium bias of ̂  and ̂  for 70, 1.5, 3  1and k  = = = =

,70ازای به ̂و  β̂بیمه،  . میانگین توان دوم خطای حق 3جدول  1.5, 3  = = 1kو   = = 

Table 3. Mean square error of insurance premium, ̂  and  ˆ  for α 70,  β 1.5,  θ 3 and k 1= = = =

,70ازای به ̂و  ̂یافته . واریانس تعمیم4جدول  1.5, 3  = = 3kو  = = 

Table 4. Generalized variance of ̂ and ̂  for 70, 1.5, 3  3and k  = = = =

,70ازای  به ̂و   ̂بیمه، . اریبی حق 5جدول  1.5, 3  = = 3kو   = = 

Table 5. Insurance premium bias of  ̂  and ̂  for 70, 1.5, 3  3and k  = = = =

,70ازای  به ̂و  ̂بیمه، میانگین توان دوم خطای حق  – . 6جدول  1.5, 3  = = 3kو   = = 
Table 6. Mean square error of insurance premium of β ̂ and θ ̂ for 70, 1.5, 3  3and k  = = = =

αبرای  β. برآوردگرهای مختلف 7جدول   kنسبت به  =1.3248
Table 7. Various estimators of   for  =1.3248 in respect to k

αبرای  θ. برآوردگرهای مختلف 8جدول   kنسبت به  =1.3248
Table 8. Different estimators of   for  =1.3248 respect to k

 kنمایی تجربی نسبت به . تابع درست9جدول 
Table 9. Empirical likelihood function with respect to k

ˆ. مقادیر  10جدول  ,ˆ,max max maxk  برآودگرهای مختلف  بیمة خالصو حق 

Table 10. Values of ˆ ,  ˆ ,max max maxk   and net premium of different estimators

 kنسبت به  =1.372برای  β. برآوردگرهای مختلف 11جدول 
Table 11. Various estimators of   for  =1.372 respect to  k

 kنسبت به  =1.372برای  θبرآوردگرهای مختلف  .12جدول 
Table 12 . Different estimators of   for  =1.372 with respect to k

 kنمایی تجربی نسبت به تابع درست .13جدول 
Table 13 . Different estimators of θ for α=1.372 with respect to k

ˆمقادیر  .14 جدول ,ˆ,max max maxk  برآودگرهای مختلف  بیمة خالصو حق 

Table 14 . Values of  ˆ ,  ,ˆ  max max maxk  and net premium of different estimators

3k = ,70 و  1.5, 3α β θ= = = θ̂ به ازای  β̂ و  جدول 4: واریانس تعمیم یافته 
Table 4: Generalized variance of β̂ and θ̂  for 70, 1.5, 3  3and kα β θ= = = =

4𝛽𝛽�𝜃𝜃�𝛼𝛼جدول  𝛼 𝛼𝛼𝛼 𝛽𝛽 𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼 𝜃𝜃 𝛼 𝛼 𝑘𝑘. واريانس تعميميافته  و  بهازاي   𝛼 𝛼  و
Table 4. Generalized variance of 𝛽𝛽�and 𝜃𝜃� for 𝛼𝛼 𝛼 𝛼𝛼𝛼 𝛽𝛽 𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼 𝜃𝜃 𝛼 𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼 𝑘𝑘 𝛼 𝛼 

 
𝛼𝛼 

 
 برآوردها

10 20 30 40 50 60 70 80 

𝐺𝐺𝐺𝐺𝑚𝑚𝑚𝑚  4.4200E-08 2.6200E-08 2.0900E-08 1.6600E-08 1.5905 - E08 1.9171 - E08 1.897 - E08 1.0912 - E08 
𝐺𝐺𝐺𝐺𝑚𝑚𝑚𝑚5.3100E-08 1.9300E-081.3900E-088.4200E-097.3745 - E097.5899 - E09 -7 .4700E09 5.2187 - E09 
𝐺𝐺𝐺𝐺𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚  5.5000E-08 2.7200E-08 1.9500E-08 1.2600E-08 1.0466 - E08 1.1286 - E08 1.0187 - E08 1.0017 - E08 
𝐺𝐺𝐺𝐺𝑚𝑚𝑙𝑙5.4200E-05 4.9900E-05 2.4500E-08 5.1500E-06 2.6497 - E05 1.4030 - E08 1.1317 - E08 0.0817 - E08 
𝐺𝐺𝐺𝐺𝑤𝑤𝑚𝑚𝑙𝑙  5.6300E-06 5.4400E-06 8.6000E-05 1.7200E-08 1.3969 - E08 1.2515 - E08 1.1613 - E08 1.0313 - E08 
𝐺𝐺𝐺𝐺𝑝𝑝  8.6500E-06 1.0552E-04 5.9181E-03 5.7900E-03 1.0064 - E05 1.1821 - E08 1.1456 - E08 1.1153 - E08 
𝐺𝐺𝐺𝐺𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚  9.3300E-08 9.7800E-06 7.5900E-06 1.3800E-05 4.6588 - E06 4.9640 - E05 1.0146 - E08 2.1246 - E09 
𝐺𝐺𝐺𝐺𝛼𝛼𝛼𝛼  7.3300E-06 9.1200E-06 8.5700E-06 7.4300E-06 7.1534 - E05 1.0034 - E05 1.0878 - E05 1.0013 - E05 

 
  

  

  

3β�𝜃𝜃�𝛼𝛼جدول  𝛼 𝛼𝛼𝛼 𝛼𝛼 𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼 𝜃𝜃 𝛼 𝛼   ميانگين توان دوم خطاي حقبيمه،  و  بهازاي .𝑘𝑘 𝛼 𝛼  و
Table 3. Mean square error of insurance premium, 𝛼𝛼�  and  𝜃𝜃� for α 𝛼 𝛼𝛼𝛼 β 𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼 θ 𝛼 𝛼 and k 𝛼 𝛼 

 
𝑛𝑛 

 80 70 60 50 40 30 20 10 برآوردها

𝛼𝛼�𝑚𝑚𝑚𝑚0.914074  1.526584  2.486428  4.055707  6.730986  11.588148  21.270536  43.852004  
𝜃𝜃�𝑚𝑚𝑚𝑚0.006739  0.002249  0.001299  0.000909  0.000700  0.000594  0.000513  0.000454  
�̂�𝑝𝑚𝑚𝑚𝑚  0.000003  0.000032  0.000055  0.000069  0.000078  0.000085  0.000090  0.000093  
𝛼𝛼�𝑚𝑚𝑚𝑚0.001006  0.001033  0.000980  0.000952  0.000900  0.000943  0.000928  0.000988  
𝜃𝜃�𝑚𝑚𝑚𝑚0.000226  0.000101  0.000066  0.000047  0.000039  0.000032  0.000026  0.000024  
�̂�𝑝𝑚𝑚𝑚𝑚0.000002  0.000029  0.000053  0.000067  0.000077  0.000084  0.000089  0.000092  
𝛼𝛼�𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚0.003824  0.002239  0.001763  0.001557  0.001402  0.001389  0.001330  0.001378  
𝜃𝜃�𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚0.006739  0.002249  0.001299  0.000909  0.000700  0.000594  0.000513  0.000454  
�̂�𝑝𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚  0.000068  0.000108  0.000123  0.000130  0.000134  0.000138  0.000140  0.000141  
𝛼𝛼�𝑚𝑚𝑙𝑙1.460405  0.612501  0.079502  0.001538  0.000739  0.001299  0.000408  0.000003  
𝜃𝜃�𝑚𝑚𝑙𝑙0.086155  0.079039  0.021606  0.035980  0.014423  0.043122  0.021594  0.021561  
�̂�𝑝𝑚𝑚𝑙𝑙  0.000994  0.000945  0.000304  0.000488  0.000246  0.000590  0.000342  0.000347  

𝛼𝛼�𝑤𝑤𝑚𝑚𝑙𝑙1.061570  3.111170  2.135238  1.274108  2.139438  0.070741  0.002343  0.002323  
𝜃𝜃�𝑤𝑤𝑚𝑚𝑙𝑙0.079042  0.043131  0.021644  0.007252  0.000046  0.000037  0.000030  0.000029  
�̂�𝑝𝑤𝑤𝑚𝑚𝑙𝑙0.000971  0.000529 0.000303 0.000150 0.000076 0.000083  0.000088  0.000092  
𝛼𝛼�𝑝𝑝  1.039910  0.004270  3.074393  0.002897  0.004645  0.000024  0.000043  0.000007  
𝜃𝜃�𝑝𝑝  0.043388  0.050318  0.021628  0.028801  0.007235  0.043148  0.007230  0.028742  
�̂�𝑝𝑝𝑝  0.000503  0.000607  0.000299  0.000399  0.000158  0.000588  0.000171  0.000429  

𝛼𝛼�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚0.004011  0.000710  0.000352  0.000094  0.000001  0.000001  0.000002  0.000000  
𝜃𝜃�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚0.078996  0.079013  0.035954  0.014417  0.028763  0.050319  0.028755  0.014401  
�̂�𝑝𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚  0.000909  0.000949  0.000475  0.000237  0.000415  0.000675  0.000427  0.000262  
𝛼𝛼�𝑎𝑎𝑎𝑎0.177763  0.149837  0.199080  0.194808  0.200382  0.139618  0.286001  0.300706  
𝜃𝜃�𝑎𝑎𝑎𝑎2.379324  2.352259  2.392302  2.398889  2.396420  2.350353  2.481907  2.501719  
�̂�𝑝𝑎𝑎𝑎𝑎  0.110076  0.118449  0.126068  0.128803  0.129700  0.125477  0.141826  0.144818 
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5𝛽𝛽�𝜃𝜃�𝛼𝛼جدول  𝛼 𝛼𝛼𝛼 𝛽𝛽 𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼 𝜃𝜃 𝛼 𝛼 𝑘𝑘. اريبي حقبيمه،  و  بهازاي   𝛼 𝛼  و
Table 5. Insurance premium bias of  𝛽𝛽�  and 𝜃𝜃� ̂ for 𝛼𝛼 𝛼 𝛼𝛼𝛼 𝛽𝛽 𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼 𝜃𝜃 𝛼 𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼 𝑘𝑘 𝛼 𝛼 

 
𝛼𝛼 

  
  

برآورد 

10  20  30 40 50 60 70  80 

𝛽𝛽�𝑚𝑚𝑚𝑚0.778491  0.870904  0.955707  1.043646  1.136308 1.234950 1.342069 1.470136  
𝜃𝜃�𝑚𝑚𝑚𝑚0.227768  -0.115863  -0.080208  -0.063128  --0.053053 -0.04544 -0.04101 0.039010  -
�̂�𝑝𝑚𝑚𝑚𝑚  0.022033  -0.005519  -0.000030  -0.024802  0.026485 0.027505 0.028338 0.027328  
𝛽𝛽�𝑚𝑚𝑚𝑚0.001890  0.002904  0.002876  0.003150  0.003776 0.003757 0.004580 0.0056801  
𝜃𝜃�𝑚𝑚𝑚𝑚0.003346  0.001311  0.001172  0.000525  0.000281 0.000985 0.000503 0.000132  
�̂�𝑝𝑚𝑚𝑚𝑚  0.022443  -0.005706  -0.000163  -0.024711  0.026391 0.027422 0.028260 0.029350  
𝛽𝛽�𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚0.127084  0.063962  0.044763  0.035729  0.030992 0.027387 0.025690 0.023550  
𝜃𝜃�𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚0.227768  -0.115863  -0.080208  -0.063128  --0.053053 -0.04544 -0.04101 0.039012  -
�̂�𝑝𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚  0.003167  -0.005710  0.008130  0.031339  0.032016 0.032358 0.032700 0.033010  
𝛽𝛽�𝑚𝑚𝑙𝑙0.011612  0.011847  0.011512  0.012238  0.012882 0.013217 0.014598 0.015698  
𝜃𝜃�𝑚𝑚𝑙𝑙0.011244  -0.015360  -0.000107  0.003157  --0.015268 0.000413 -0.00020 0.000105  -
�̂�𝑝𝑚𝑚𝑙𝑙  0.023127  -0.007286  -0.000174  -0.024364  0.024753 0.027416 0.028275 0.031235  
𝛽𝛽�𝑤𝑤𝑚𝑚𝑙𝑙0.010747  0.010852  0.009486  0.011509  0.012096 0.012579 0.014258 0.015267  
𝜃𝜃�𝑤𝑤𝑚𝑚𝑙𝑙0.004972  -0.003207  -0.002696  -0.000018  --0.000191 0.000534 0.000022 0.0000520  
�̂�𝑝𝑤𝑤𝑚𝑚𝑙𝑙0.022543  -0.006025 -0.000525 -0.024679 0.0263700.027408 0.028253 0.029147  
𝛽𝛽�𝑝𝑝  0.009138  0.014419  0.033665  0.028513  0.012780 0.013145 0.014612 0.015311  
𝜃𝜃�𝑝𝑝  0.009463  0.001883  0.002633  -0.000852  --0.004512 0.001872 0.001034 0.0009523  
�̂�𝑝𝑝𝑝  0.023883  -0.006604  -0.001222  -0.024100  0.025535 0.027259 0.028141 0.029061  
𝛽𝛽�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚0.001181  0.001558  0.000954  0.001621  0.002216 0.001828 0.002779 0.003852  
𝜃𝜃�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚0.001550  0.005404  -0.002352  -0.008789  --0.003062 -0.02927 -0.00004 0.000052  -
�̂�𝑝𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚  0.022229  -0.006226  -0.000395  -0.023796  0.026119 0.024214 0.028331 0.032144  
𝛽𝛽�𝛼𝛼𝛼𝛼0.349001  0.403016  0.440960  0.457913  0.344350 0.413913 0.512420 0.613400  
𝜃𝜃�𝛼𝛼𝛼𝛼1.535349  -1.542829  -1.546344  -1.549700  -1.532222 -1.54372 -1.57290 1.593504  -
�̂�𝑝𝛼𝛼𝛼𝛼  0.265815  0.314774  0.331751  0.363760  0.361285 0.369460 0.385821 0.386591  

  
  

  

  

  

𝛽𝛽�𝜃𝜃�𝛼𝛼   –.6جدول  𝛼 𝛼𝛼𝛼 𝛽𝛽 𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼 𝜃𝜃 𝛼 𝛼 𝑘𝑘 ميانگين توان دوم خطاي حقبيمه،  و بهازاي   𝛼 𝛼  و
Table 6. Mean square error of insurance premium  of β ̂ and θ ̂ for 𝛼𝛼 𝛼 𝛼𝛼𝛼 𝛽𝛽 𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼 𝜃𝜃 𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘 𝛼 𝛼 

 
𝛼𝛼 

  
برآوردها 

10  20  30  40 50 60 70 80 

𝛽𝛽�𝑚𝑚𝑚𝑚0.606224  0.758654  0.913589  1.089438  1.291486 1.525489 1.801670 2.01253  
𝜃𝜃�𝑚𝑚𝑚𝑚0.052149  0.013572  0.006531  0.004055  0.002869 0.002116 0.001730 0.001360  
�̂�𝑝𝑚𝑚𝑚𝑚  0.000488  0.000032  0.000001  0.000616  0.000702 0.000757 0.000804 0.000856  
𝛽𝛽�𝑚𝑚𝑚𝑚0.000262  0.000210  0.000220  0.000197  0.000210 0.000244 0.000240 0.000275  
𝜃𝜃�𝑚𝑚𝑚𝑚0.000306  0.000112  0.000075  0.000048  0.000040 0.000035 0.000031 0.000027  
�̂�𝑝𝑚𝑚𝑚𝑚  0.000506  0.000034  0.000001  0.000611  0.000697 0.000752 0.000799 0.000851  
𝛽𝛽�𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚0.016399  0.004294  0.002216  0.001466  0.001158 0.000977 0.000881 0.000761  
𝜃𝜃�𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚0.052149  0.013572  0.006531  0.004055  0.002869 0.002116 0.001730 0.001456  
�̂�𝑝𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚0.000013  0.000034  0.000067  0.000983  0.001026 0.001048 0.001070 0.001092  
𝛽𝛽�𝑚𝑚𝑙𝑙0.001978  0.000703  0.000424  0.000435  0.000463 0.000512 0.000528 0.000538  
𝜃𝜃�𝑚𝑚𝑙𝑙0.053781  0.089638  0.000094  0.018042  0.089732 0.000042 0.000038 0.000032  
�̂�𝑝𝑚𝑚𝑙𝑙  0.001042  0.001042  0.000001  0.000803  0.001664 0.000752 0.000800 0.000852  
𝛽𝛽�𝑤𝑤𝑚𝑚𝑙𝑙0.001877  0.000486  0.004886  0.000446  0.000462 0.000480 0.000558 0.000652  
𝜃𝜃�𝑤𝑤𝑚𝑚𝑙𝑙0.018162  0.018027  0.018033  0.000058  0.000046 0.000039 0.000034 0.000029  
�̂�𝑝𝑤𝑤𝑚𝑚𝑙𝑙  0.000669  0.000232  0.000205  0.000610  0.000696 0.000752 0.000799 0.000852  
𝛽𝛽�𝑝𝑝  0.002588  0.006054  0.166055  0.321345  0.000444 0.000456 0.000529 0.000588  
𝜃𝜃�𝑝𝑝  0.018468  0.018055  0.035891  0.018052  0.035922 0.000046 0.000039 0.000031  
�̂�𝑝𝑝𝑝  0.000729  0.000244  0.000414  0.000790  0.001074 0.000744 0.000792 0.000840  
𝛽𝛽�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚0.000346  0.000276  0.000421  0.000260  0.000265 0.000281 0.000291 0.000301  
𝜃𝜃�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚0.000380  0.035930  0.018066  0.053900  0.017954 0.180193 0.000038 0.000052  
�̂�𝑝𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚0.000497  0.000437  0.000206  0.001192  0.000894 0.002709 0.000803 0.000769  
𝛽𝛽�𝛼𝛼𝛼𝛼0.132000  0.177168  0.211974  0.231765  0.128892 0.185775 0.291318 0.351410  
𝜃𝜃�𝛼𝛼𝛼𝛼  2.362506  2.387199  2.397471  2.408907  2.352914 2.389717 2.483567 2.582651  
�̂�𝑝𝛼𝛼𝛼𝛼  0.071215  0.100208  0.111312  0.133899 0.131525 0.137909 0.151088 0.164085 

 
  

   

70, 1.5, 3  3and kα β θ= = = = ,70 و  1.5, 3α β θ= = = θ̂ به ازای  β̂ و  جدول 5: اریبی حق بیمه، 

Table 5: Bias of premium  β̂  and θ̂  for 70, 1.5, 3  3and kα β θ= = = =

3k = ,70 و  1.5, 3α β θ= = = θ̂ به ازای  β̂ و جدول 6:  میانگین توان دوم خطای حق بیمه، 
Table 6: Mean square error of insurance premium. β ̂ and θ ̂ for 70, 1.5, 3  3and kα β θ= = = =
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𝛽𝛽 ازاي  به  سازيشبيه  جيمختلف براساس نتا ي برآوردگرها  يافتهتعميم انس يتوان دوم خطا و وار ن يانگيم  ، يبيار  .1  نمودار 𝛽 𝛽𝛽𝛽𝛽 𝛽𝛽 𝛽 𝛽𝛽 𝛽𝛽 𝛽 𝛽𝛽   و𝑘𝑘 𝛽 𝛽  

Figure 1. Bias, mean squared error and generalized variance of different estimators based on simulation results for 𝛽𝛽 𝛽 𝛽𝛽𝛽𝛽 𝛽𝛽 𝛽 𝛽𝛽 𝛽𝛽 𝛽
𝛽𝛽 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑘𝑘 𝛽 𝛽 

   

1k = ,1.5 و  3, 70β θ α= = = نمودار 1: اریبی، میانگین توان دوم خطا و واریانس تعمیم یافته برآوردگرهای مختلف براساس نتایج شبیه سازی به ازاي  
Fig. 1: Bias, mean squared error and generalized variance of different estimators based on simulation results for 

1.5, 3, 70  1and kβ θ α= = = =

و  به سایر برآوردگرها دارند  بهتری نسبت  اریبی هستند و عملکرد 
برای حجم نمونة بزرگ برآوردگر کمترین توان دوم    خطا، ماکسیمم 
تتا  برای  اریبی  کمترین  دارای  به ترتیب  صدکی  و  درست نمایی 
هستند و دارای عملکرد بهتری نسبت به سایر برآوردگرها هستند.

از  حق بیمه  به ترتیب   1k = و   10,20,30n = برای  پ( 
دارای  آمیخته  و  درست نمایی  ماکسیمم  گشتاوری،  برآوردگرهای 
نسبت  بهتری  عملکرد  و  هستند  خطا  دوم  توان     میانگین  کمترین 
برآوردگر  به  بزرگ  نمونه  حجم  برای  و  دارند  برآوردگرها  سایر  به 
سایر  با  مقایسه  در  بهتری  عملکرد  خطا  دوم  توان   های  کمترین 
به  نسبت  توان دوم خطای کمتری  میانگین  زیرا  دارد،  برآوردگرها 

سایر برآورگرها دارد. 

مثال   های کاربردي
مثال 1. در این مقاله به منظور برآورد پارامترهای توزیع وایبول 
و حق   بیمه، یک مثال واقعی ارائه شده است. یک نمونه به اندازة 30 

است.  شده  گرفته  دانمارک  آتش سوزي  بیمة  خسارت  داده   های  از 
ارائه شده است  از کپنهاگ  داده های دانمارکی توسط مت ریتگارد 
R موجود است(. این داده   ها شامل  evir نرم افزار  )داده ها در بستة 
خسارت   های بزرگ بیمة آتش   سوزی در دانمارک است که از تاریخ 
شامل  و   1990 دسامبر   31 دوشنبه  تا   1980 ژانویة   3 پنجشنبه 
این  از  انتخاب شده  تایی   30 تصادفي  نمونة  است.  مشاهده   2167

داده   ها به شرح زیر است 

 1.664685. 1.0282932. 23.283859. 1.099476. 6.511091.
 10.178024. 4.233700. 1.300000. 1.150434
 1.060000. 1.000000. 2.367987. 1.005000. 1.262644.
1.841753. 1.866740. 1.322254. 1.349722.

 1.750159. 1.639344. 1.153505. 2.781845. 2.892960.
2.670157. 16.415262. 1.408231. 2.342449.
1.774623. 1.928640. 1.004638.
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وایبول  توزیع  از  خسارت  داده   های  کنیم  بررسی  اینکه  برای 
تبعیت می   کند یا خیر، از روش   های توصیفی شامل رسم نمودارهای 
استفاده  تجربی  توزیع  تابع  و  چندک –چندک  بافت نگار،  جعبه   ای، 
کلموگروف –اسمیرنوف  برازش  نیکویی  آزمون  همچنین  می   کنیم. 
یک نمونه   ای برای برازش توزیع وایبول به کار برده می   شود. نتایج 
مربوط به روش توصیفی در نمودار 3 آمده است. با توجه به نتیجة 
آزمون کلموگروف –اسمیرنوف و نیز نمودار 3، توزیع متغیر خسارت 
(. شایان ذکر است که برآورد پارامترهای  0.081p = وایبول است )
1.3248α̂ و  = این توزیع به روش ماکسیمم درست نمایی به ترتیب 

θ̂ 2.9001 است. =

داده   ها  در  دورافتاده  دادة     است  ممکن  که  می   دانیم  چون 
واحدهای  به  این دلیل که خسارت   هایی که  به  باشد،  وجود داشته 
مسکونی وارد می   شود، بعضی اوقات بیش از حد معمول است، لازم 

برازش  دورافتاده  داده   های  با  مواجهه  در  را  وایبول  توزیع  که  است 
علاوه بر   ،) k ( دورافتاده  داده   های  تعداد  دیگر،  ازطرفی  دهیم. 
 1,2, ,5k = … به ازای  لذا  است.  مجهول  نیز   θ و  پارامترهای  
θ به روش   های گوناگون به دست آمده و  β و  برآورد پارامترهای 
های مختلف و برآوردگرهای   k با محاسبة تابع درست نمایی به ازای 
یی را به دست می   آوریم که تابع درست نمایی تجربي  k پارامتر، آن 
را ماکسیمم کند. برآوردگر پارامترها به روش   های مختلف در جداول 
k   های مختلف آمده است. تابع درست نمایی تجربی  7 و 8 به ازای 
های مختلف محاسبه شده است که در جدول 9  k آن نیز به ازای 
نشان داده شده است. بنابراین، با توجه به مقادیر تابع درست نمایی 
، مشخص است که به طور مثال در روش گشتاوری، تابع  k نسبت به 
با قرار دادن  باشد.  برابر 5   kدرست نمایی وقتی ماکسیمم است که
حق بیمه،  محاسبة  فرمول  در   θ و   β پارامترهای  برآورد  مقادیر 

  
𝛽𝛽 ازاي به  سازيشبيه  جيمختلف براساس نتا ي برآوردگرها  يافتهتعميم انس يتوان دوم خطا و وار ن يانگيم  ، يبيار.  2  نمودار 𝛽 𝛽𝛽𝛽𝛽 𝛽𝛽 𝛽 𝛽𝛽 𝛽𝛽 𝛽 𝛽𝛽   و𝑘𝑘 𝛽 𝛽  

Figure 2: Bias, mean squared error and generalized variance of different estimators based on simulation results for 𝛽𝛽 𝛽 𝛽𝛽𝛽𝛽 𝛽𝛽 𝛽 𝛽𝛽 𝛽𝛽 𝛽
𝛽𝛽 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑘𝑘 𝛽 𝛽 

   

3k = 70β ,3 ,1.5  و  θ α= = = نمودار 2: اریبی، میانگین توان دوم خطا و واریانس تعمیم یافته برآوردگرهای مختلف براساس نتایج شبیه سازی به ازاي 
Fig. 2: Bias, mean squared error and generalized variance of different estimators based on simulation results for 

1.5, 3, 70  3and kβ θ α= = = =
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نشریه علمی پژوهشنامه بیمه دوره 13، شماره 1، زمستان 1402، شماره پیاپی 47، ص  60-43

  
 

  سوزي دانمارك هاي خسارت آتشداده  يتجرب  عتوزي تابع  و   چندك  –چندك  ، يانمودار جعبه   ، رنگابافت  .3  نمودار
Figure 3. Histogram, box plot, quantile-quantile and empirical distribution function of Danish fire damage data 

   

نمودار 3: بافت نگار،  نمودار جعبه ای، چندک– چندک و تابع توزیع تجربی داده   های خسارت آتش   سوزی دانمارک
Fig. 3: Histogram, box plot, quantile-quantile and empirical distribution function of Danish fire damage data   

αبراي   β. برآوردگرهاي مختلف  7جدول  =   𝑘𝑘نسبت به   1.3248
Table 7. Various estimators of 𝛽𝛽 for 𝛼𝛼=1.3248 in respect to 𝑘𝑘 

 
𝜷𝜷�𝒂𝒂𝒂𝒂 𝜷𝜷�𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 𝜷𝜷�𝒑𝒑 𝜷𝜷�𝒘𝒘𝒘𝒘𝒘𝒘 𝜷𝜷�𝒘𝒘𝒘𝒘 𝜷𝜷�𝒄𝒄𝒎𝒎𝒎𝒎 𝜷𝜷�𝒄𝒄𝒘𝒘 𝜷𝜷�𝒄𝒄𝒄𝒄 𝒌𝒌 

2.793501  0.9999996  0.9999997  1.00002044 0.9999995 3.779443 0.1336535 0.1254932  1 
2.793501  1.0000236  1.0000209  0.06839348 1.0000285 3.761079 2.8841202 0.2699722  2 
2.793501  1.0000243  1.0000214  1.00002152 1.0000293 3.742452 0.1195378 0.4379768  3 
2.793501  1.0000247  1.0000183  0.99999969 1.0000297 3.723491 2.9819105 0.6356001  4 
2.793501  1.0000255  1.0000225  1.00002267 1.0000305 3.704073 3.0357152 0.8712122  5 

 
αبراي   θ. برآوردگرهاي مختلف  8جدول     =   𝑘𝑘نسبت به   1.3248

Table 8. Different estimators of 𝜃𝜃 for 𝛼𝛼=1.3248 respect to 𝑘𝑘 
 

𝜽𝜽�𝒂𝒂𝒂𝒂 𝜽𝜽�𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 𝜽𝜽�𝒑𝒑 𝜽𝜽�𝒘𝒘𝒘𝒘𝒘𝒘 𝜽𝜽�𝒘𝒘𝒘𝒘 𝜽𝜽�𝒄𝒄𝒎𝒎𝒎𝒎 𝜽𝜽�𝒄𝒄𝒘𝒘 𝜽𝜽�𝒄𝒄𝒄𝒄 𝒌𝒌 
6.32406  0.4112209  0.4274100  0.3614717  0.4120285 0.1910469 0.3219974 0.1910469  1 
6.32406  0.4112198  0.4274089  0.3873936  0.4120272 0.1870536 0.2344257 0.1870536  2 
6.32406  0.4112194  0.4274086  0.3614712  0.4120268 0.1830430 0.4966554 0.1830430  3 
6.32406  0.4112191  0.4274084  0.3614725  0.4120264 0.1790135 0.2247280 0.1790135  4 
6.32406  0.4112187  0.4274079  0.3614706  0.4120259 0.1749633 0.2197206 0.1749633  5 

 
  𝑘𝑘نمايي تجربي نسبت به . تابع درست9جدول    

Table 9. Empirical likelihood function with respect to k 
 

𝒘𝒘���𝒂𝒂𝒂𝒂, 𝜷𝜷�𝒂𝒂𝒂𝒂� 𝒘𝒘���𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄, 𝜷𝜷�𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄� 𝒘𝒘���𝒑𝒑, 𝜷𝜷�𝒑𝒑� 𝒘𝒘���𝒘𝒘𝒘𝒘𝒘𝒘, 𝜷𝜷�𝒘𝒘𝒘𝒘𝒘𝒘� 𝒘𝒘���𝒘𝒘𝒘𝒘, 𝜷𝜷�𝒘𝒘𝒘𝒘� 𝒘𝒘���𝒄𝒄𝒎𝒎𝒎𝒎, 𝜷𝜷�𝒄𝒄𝒎𝒎𝒎𝒎� 𝒘𝒘���𝒄𝒄𝒘𝒘, 𝜷𝜷�𝒄𝒄𝒘𝒘� 𝒘𝒘���𝒄𝒄𝒄𝒄,𝜷𝜷�𝒄𝒄𝒄𝒄� 𝒌𝒌 
2183.302 -  76.22000 -  77.83384 -  71.92480 -  76.29815 -  67.79172 -  61.97735 -  67.69032 -  1 
2215.391 -  73.54580 -  75.15964 -  55.36909 -  73.62395 -  64.68653 -  63.55078 -  65.28727 -  2 
2248.454 -  71.31221 -  72.92605 -  67.01706 -  71.39036 -  62.01014 -  50.28831 -  63.75286 -  3 
2282.949 -  69.40267 -  71.01651 -  65.10756 -  69.48082 -  59.64774 -  58.57895 -  62.58078 -  4 
2318.622 -  67.75401 -  69.36785 -  63.45886 -  67.83216 -  57.53808 -  56.50286 -  61.31777 -  5 

  

  

   

k  نسبت به 

,1.5ازای  سازی بهیافته برآوردگرهای مختلف براساس نتایج شبیه. اریبی، میانگین توان دوم خطا و واریانس تعمیم1نمودار  3, 70  = = 1kو  = = 
Figure 1. Bias, mean squared error and generalized variance of different estimators based on simulation results for 

1.5, 3, 70  1and k  = = = =
70 ,3 ,1.5 ازای سازی بهیافته برآوردگرهای مختلف براساس نتایج شبیه. اریبی، میانگین توان دوم خطا و واریانس تعمیم2نمودار   = = 3kو  = = 

Figure 2: Bias, mean squared error and generalized variance of different estimators based on simulation results for 
1.5, 3, 70  3and k  = = = =

 سوزی دانمارکهای خسارت آتش تابع توزیع تجربی دادهچندک و  –ای، چندکنگار،  نمودار جعبهبافت . 3نمودار 
Figure 3. Histogram, box plot, quantile-quantile and empirical distribution function of Danish fire damage data

 های خسارت بیمة ماشین بیمه ایران چندک و تابع توزیع تجربی داده –ای، چندکهای جعبهنگار، نمودار. بافت4نمودار 
Figure 4. Histogram, box plot, quantile-quantile and empirical distribution function of Iran Insurance car insurance claim data

ˆیافتة . واریانس تعمیم1جدول  وˆ  ازای  بهk 1, 70, 1.5, 3  = = = = 

Table 1. Generalized variance of    and θ   ̂for k 1,  α 70,  β 1.5,  θ 3= = = =

,70ازای  به ̂و   ̂بیمه، . اریبی حق 2جدول  1.5, 3  = = 1kو   = = 

Table 2. Insurance premium bias of ̂  and ̂  for 70, 1.5, 3  1and k  = = = =

,70ازای به ̂و  β̂بیمه،  . میانگین توان دوم خطای حق 3جدول  1.5, 3  = = 1kو   = = 

Table 3. Mean square error of insurance premium, ̂  and  ˆ  for α 70,  β 1.5,  θ 3 and k 1= = = =

,70ازای به ̂و  ̂یافته . واریانس تعمیم4جدول  1.5, 3  = = 3kو  = = 

Table 4. Generalized variance of ̂ and ̂  for 70, 1.5, 3  3and k  = = = =

,70ازای  به ̂و   ̂بیمه، . اریبی حق 5جدول  1.5, 3  = = 3kو   = = 

Table 5. Insurance premium bias of  ̂  and ̂  for 70, 1.5, 3  3and k  = = = =

,70ازای  به ̂و  ̂بیمه، میانگین توان دوم خطای حق  – . 6جدول  1.5, 3  = = 3kو   = = 
Table 6. Mean square error of insurance premium of β ̂ and θ ̂ for 70, 1.5, 3  3and k  = = = =

αبرای  β. برآوردگرهای مختلف 7جدول   kنسبت به  =1.3248
Table 7. Various estimators of   for  =1.3248 in respect to k

αبرای  θ. برآوردگرهای مختلف 8جدول   kنسبت به  =1.3248
Table 8. Different estimators of   for  =1.3248 respect to k
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می   توان برآوردگر حق بیمه را به روش   های مختلف به   دست آورد که 
نتایج آن در جدول 10 آمده است. 

روش   های  از  هریک  برای   k ماکسیمم  مقادیر   10 جدول  در 
θ متناظر با آن )تعداد  β و  برآورد، به همراه برآورد پارامترهاي 
است.  شده  ارائه  خالص    حق بیمة  همچنین  و  دورافتاده(  داده   های 
 5k = دورافتاده  داده   های  تعداد  روش گشتاوری  در  مثال،  به طور 
 5k = ، 0.8712122ˆ

mmβ = به ازای  بنابراین  است،  شده  برآورد 
آن  با  متناظر  خالص    حق بیمة  و  است   0.1749633m̂mθ = و 

mmpˆ3.37657 است.  =

مثال 2. در یک شرکت بیمه یکی از خدمات، بیمة وسایل نقلیه 
است. موضوع خسارت وارده به خودرو   های در حال تردد در داخل 
بیمه  دارای  خودروها  اگر  بگیرید.  نظر  در  تصادف  اثر  بر  را  شهرها 
باشند، وقتی تصادفی صورت می   گیرد شرکت بیمه متعهد است که 
پرداخت  خسارت  جبران  به عنوان  را  مبلغی  مقصر  رانندة  طرف  از 
 500.000 از  کمتر  وارده  درصورتی که خسارت   های  می   دانیم  کند. 
ریال مقرون به صرفه نیست که برای دریافت خسارت از شرکت بیمه 
اقدام صورت پذیرد. اما اگر در نظر بگیریم که تعدادی از خودروهایی 
که تصادف کرده اند گران قیمت اند و یا خسارت وارده به آن   ها شدید 

,����𝛽𝛽مقادير . 10جدول  𝜃𝜃����, 𝑘𝑘���   برآودگرهاي مختلف  بيمة خالص حقو  

Table 10. Values of𝛽𝛽����, 𝜃𝜃����, 𝑘𝑘��� and net premium of different estimators 
 
 

�̂�𝑝 𝜃𝜃���� 𝛽𝛽����𝑘𝑘��� 
�̂�𝑝�� = 3.37657 𝜃𝜃��� = 0.1749633𝛽𝛽��� = 0.8712122𝑘𝑘�� = 5 
�̂�𝑝�� = 3.217375 𝜃𝜃��� = 0.4966554𝛽𝛽��� = 0.1195378𝑘𝑘�� = 3 
p���� = 4.619323 𝜃𝜃���� = 0.1749633𝛽𝛽���� = 3.704073𝑘𝑘��� = 5 
�̂�𝑝�� = 2.233271 𝜃𝜃��� = 0.4120259𝛽𝛽��� = 1.000031𝑘𝑘�� = 5 

�̂�𝑝��� = 4.532246 𝜃𝜃���� = 0.3873936𝛽𝛽���� = 0.06839348𝑘𝑘��� = 2 
�̂�𝑝� = 2.152901 𝜃𝜃�� = 0.4274079 𝛽𝛽�� = 1.000023 𝑘𝑘� = 5 

�̂�𝑝��� =  2.237657 𝜃𝜃���� = 0.4112187𝛽𝛽���� = 1.0000255𝑘𝑘��� = 5 
�̂�𝑝�� = 0.1423892 𝜃𝜃��� = 6.32406𝛽𝛽��� = 2.793501𝑘𝑘�� = 1 

  

    

   

ˆ و حق بیمة خالص   برآودگرهای مختلف ,ˆ,max max maxkβ θ جدول 10: مقادیر 

Table 10: Values of ˆ ,  ˆ ,max max maxkβ θ  and net premium of different estimators

  
 

 

  ماشين بيمه ايران  ة بيمخسارت    هاي داده  يتجرب   ع توزي  تابع و  چندك   –چندك ،ايجعبه  هاي نگار، نموداربافت  .4نمودار  

Figure 4. Histogram, box plot, quantile-quantile and empirical distribution function of Iran Insurance car insurance claim data 

 

نمودار 4: بافت نگار، نمودار   های جعبه      ای، چندک– چندک و تابع توزیع تجربی داده   های خسارت بیمة ماشین بیمه ایران
Fig. 4: Histogram, box plot, quantile-quantile and empirical distribution function of Iran Insurance car insurance claim data
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است )طبیعی است که تعداد این خودروها نسبت به عمدة خودرو   ها 
کمتر است( باید حق بیمه را طوری در نظر گرفت که بیمه گر دچار 
داده   های  تعداد  اینجا،  در  نشود.  ورشکستگی  نهایت  در  و  خسارت 
k نیز مجهول است. در این مقاله یک نمونه به اندازة 20  دورافتاده 
از داده   های خسارت ماشین بیمه ایران در سال 2009 میلادی را در 

نظر گرفته   ایم که به شرح ذیل اند.
 750000. 780000. 630000. 1750000. 1450000. 3000000.
 8650000. 4210000. 890000. 950000. 1240000. 1800000.
 1630000. 9010000. 4750000. 3250000. 1135000. 1326000.
1280000. 760000

بررسی  به  استنباطی  و  توصیفی  روش     به  قبل  مثال  همانند 

  𝑘𝑘نسبت به   𝛼𝛼= 1.372ي  برا  βمختلف   ي برآوردگرها.  11جدول 
Table 11. Various estimators of 𝛽𝛽 for 𝛼𝛼=1.372 respect to 𝑘𝑘 

 
𝑘𝑘𝛽𝛽��� 𝛽𝛽���𝛽𝛽����𝛽𝛽���𝛽𝛽����𝛽𝛽�� 𝛽𝛽���� 𝛽𝛽��� 
1 0.4316495  18.353170 3.142297 4.999990 4.999959  4.9999742  4.9999666  5.000085  
2 1.1095494  9.098362 3.099228 2.124528 1.780974  1.5993283  0.1239608  5.000085  
3 2.3236309  8.250227 3.055664 2.150974 1.819728  0.2618328  4.9984942  5.000085  
4 5.1099639  7.195901 3.008829 2.187310 5.000005  1.6521680  4.9984942  5.499902  
5 17.9738177  7.813507 2.960044 5.000003 4.999372  1.6891253  5.0000020  5.499902  

  

   

k α نسبت به  جدول 11: برآوردگرهای مختلف β برای 1.372=

Table 11: Various estimators of β  for α =1.372 respect to  k

می   پردازیم.  ایران  بیمة  خسارت  داده   های  به  وایبول  توزیع  برازش 
توزیع  است.  آمده   4 نمودار  در  توصیفی  روش  به  مربوط  نتایج 
به  که   2.3327 6ˆ eθ = + و   ˆ 1.372α = پارامترهای  با  وایبول 
روش ماکسیمم درست نمایی به دست آمده است، داده   های خسارت 

. ( )0.375p = به خوبی برازش می   یابد 
k ( دورافتاده  داده   های  تعداد   ،θ و   β پارامترهای  علاوه بر 

پارامترهای  برآورد   1,2, ,5k = … به ازای  لذا  است.  مجهول  نیز   ،)
θ به روش   های گوناگون به دست می آید و همانند مثال قبل،  β و 
ابتدا تعداد داده   های دورافتاده تعیین می شود. برآوردگر پارامترها به 
های مختلف گزارش  k روش   های مختلف در جداول 11 و 12 به ازای 
های  k شده است. جدول 13 مقدار تابع درست نمایی تجربی به ازای 

  𝑘𝑘نسبت به   𝛼𝛼= 1.372ي برا  θمختلف   ي برآوردگرها  .12جدول 
Table 12. Different estimators of 𝜃𝜃 for 𝛼𝛼=1.372 with respect to 𝑘𝑘 

 
 
 

𝑘𝑘𝜃𝜃���𝜃𝜃��� 𝜃𝜃����𝜃𝜃���𝜃𝜃����𝜃𝜃�� 𝜃𝜃���� 𝜃𝜃��� 
1 3.098155E-072.796704E-07 3.098155E-074.363649E-073.957359E-074.676806E-07 4.355500E-07  
2 3.007932E-075.062374E-07 3.007932E-074.327867E-074.052705E-074.771573E-07 5.291053E-07 1.376386E-05 
3 2.917207E-074.106268E-07 2.917207E-074.143691E-073.910359E-075.825220E-07 3.680291E-07 1.376386E-05 
4 2.825896E-074.777218E-07 2.825896E-073.958547E-072.941704E-074.507850E-07 3.345015E-07 1.376386E-05 
5 071.541216E-07 2.733899E-073.025644E-072.655536E-074.362148E-07 3.026454E-07 1.376386E-05 

  
   

k α نسبت به   برای 1.372=

,1.5ازای  سازی بهیافته برآوردگرهای مختلف براساس نتایج شبیه. اریبی، میانگین توان دوم خطا و واریانس تعمیم1نمودار  3, 70  = = 1kو  = = 
Figure 1. Bias, mean squared error and generalized variance of different estimators based on simulation results for 

1.5, 3, 70  1and k  = = = =
70 ,3 ,1.5 ازای سازی بهیافته برآوردگرهای مختلف براساس نتایج شبیه. اریبی، میانگین توان دوم خطا و واریانس تعمیم2نمودار   = = 3kو  = = 

Figure 2: Bias, mean squared error and generalized variance of different estimators based on simulation results for 
1.5, 3, 70  3and k  = = = =

 سوزی دانمارکهای خسارت آتش تابع توزیع تجربی دادهچندک و  –ای، چندکنگار،  نمودار جعبهبافت . 3نمودار 
Figure 3. Histogram, box plot, quantile-quantile and empirical distribution function of Danish fire damage data

 های خسارت بیمة ماشین بیمه ایران چندک و تابع توزیع تجربی داده –ای، چندکهای جعبهنگار، نمودار. بافت4نمودار 
Figure 4. Histogram, box plot, quantile-quantile and empirical distribution function of Iran Insurance car insurance claim data

ˆیافتة . واریانس تعمیم1جدول  وˆ  ازای  بهk 1, 70, 1.5, 3  = = = = 

Table 1. Generalized variance of    and θ   ̂for k 1,  α 70,  β 1.5,  θ 3= = = =

,70ازای  به ̂و   ̂بیمه، . اریبی حق 2جدول  1.5, 3  = = 1kو   = = 

Table 2. Insurance premium bias of ̂  and ̂  for 70, 1.5, 3  1and k  = = = =

,70ازای به ̂و  β̂بیمه،  . میانگین توان دوم خطای حق 3جدول  1.5, 3  = = 1kو   = = 

Table 3. Mean square error of insurance premium, ̂  and  ˆ  for α 70,  β 1.5,  θ 3 and k 1= = = =

,70ازای به ̂و  ̂یافته . واریانس تعمیم4جدول  1.5, 3  = = 3kو  = = 

Table 4. Generalized variance of ̂ and ̂  for 70, 1.5, 3  3and k  = = = =

,70ازای  به ̂و   ̂بیمه، . اریبی حق 5جدول  1.5, 3  = = 3kو   = = 

Table 5. Insurance premium bias of  ̂  and ̂  for 70, 1.5, 3  3and k  = = = =

,70ازای  به ̂و  ̂بیمه، میانگین توان دوم خطای حق  – . 6جدول  1.5, 3  = = 3kو   = = 
Table 6. Mean square error of insurance premium of β ̂ and θ ̂ for 70, 1.5, 3  3and k  = = = =

αبرای  β. برآوردگرهای مختلف 7جدول   kنسبت به  =1.3248
Table 7. Various estimators of   for  =1.3248 in respect to k

αبرای  θ. برآوردگرهای مختلف 8جدول   kنسبت به  =1.3248
Table 8. Different estimators of   for  =1.3248 respect to k

 kنمایی تجربی نسبت به . تابع درست9جدول 
Table 9. Empirical likelihood function with respect to k

ˆ. مقادیر  10جدول  ,ˆ,max max maxk  برآودگرهای مختلف  بیمة خالصو حق 

Table 10. Values of ˆ ,  ˆ ,max max maxk   and net premium of different estimators

 kنسبت به  =1.372برای  β. برآوردگرهای مختلف 11جدول 
Table 11. Various estimators of   for  =1.372 respect to  k

 kنسبت به  =1.372برای  θبرآوردگرهای مختلف  .12جدول 
Table 12 . Different estimators of   for  =1.372 with respect to k

 kنمایی تجربی نسبت به تابع درست .13جدول 
Table 13 . Different estimators of θ for α=1.372 with respect to k

ˆمقادیر  .14 جدول ,ˆ,max max maxk  برآودگرهای مختلف  بیمة خالصو حق 

Table 14 . Values of  ˆ ,  ,ˆ  max max maxk  and net premium of different estimators

جدول 12: برآوردگرهای مختلف 

Table 12: Different estimators of θ  for α =1.372 with respect to k

  𝑘𝑘نسبت به   ينمايي تجربتابع درست .13جدول 
Table 13. Different estimators of θ for α=1.372 with respect to k 

 
𝑘𝑘������, 𝛽𝛽����������, 𝛽𝛽���� �������, 𝛽𝛽�����������, 𝛽𝛽���� �������, 𝛽𝛽����� �����, 𝛽𝛽��� �������, 𝛽𝛽����� ������, 𝛽𝛽���� 
1 311.7098 -  315.5855 -  311.2676 -  312.8407 -  311.9326 -  313.7861 -  312.8188 -  3369.084 -  
2 309.4394 -  318.8814 -  308.7950 -  309.8204 -  309.2609 -  311.0299 -  307.9107 -  3566.087 -  
3 306.8922 -  313.5469 -  306.7795 -  307.6209 -  307.1960 -  305.2523 -  308.2520 -  3766.795 -  
4 305.8934 -  316.8777 -  305.1112 -  305.7868 -  305.8656 -  307.1504 -  306.4316 -  Inf -  
5 324.9688 -  308.8130 -  303.7345 -  304.8793 -  304.5234 -  305.6489 -  304.8807 -  Inf -  

  

   

جدول 13: تابع درست نمایی تجربی نسبت به 
Table 13: Different estimators of θ for α=1.372 with respect to k

,����𝛽𝛽 ر يمقاد  .14 جدول 𝜃𝜃����, 𝑘𝑘���    مختلف ي برآودگرها  بيمة خالص حقو  
Table 14. Values of 𝛽𝛽����, 𝜃𝜃����, 𝑘𝑘��� and net premium of different estimators 

 
 

�̂�𝑝 𝜃𝜃����𝛽𝛽����𝑘𝑘��� 
�̂�𝑝�� =  2462050 𝜃𝜃��� = 2.825896E − 07𝛽𝛽��� = 5.109964𝑘𝑘�� = 4 
�̂�𝑝�� = 4639688 𝜃𝜃��� = 1.541216E − 07𝛽𝛽��� = 7.813507𝑘𝑘�� = 5 
�̂�𝑝��� = 2791065 𝜃𝜃���� = 2.733899E − 07𝛽𝛽���� = 2.960044𝑘𝑘��� = 5 
�̂�𝑝�� = 2417798 𝜃𝜃��� = 3.025644E − 07𝛽𝛽��� = 5.000003𝑘𝑘�� = 5 

�̂�𝑝��� =  2754793 𝜃𝜃���� = 2.655536E − 07𝛽𝛽���� = 4.999372𝑘𝑘��� = 5 
�̂�𝑝� = 2233599 𝜃𝜃�� = 5.82522E − 07 𝛽𝛽�� = 0.2618328 𝑘𝑘� = 3 

�̂�𝑝��� = 2417151 𝜃𝜃���� = 3.026454E − 07𝛽𝛽���� = 5.000002𝑘𝑘��� = 5 
�̂�𝑝�� =  63779.17 𝜃𝜃��� = 1.376386E − 05𝛽𝛽��� = 5.000085𝑘𝑘�� = 1 

 

ˆ و حق بیمة خالص   برآودگرهای مختلف ,ˆ,max max maxkβ θ جدول 14: مقادیر 

Table 14: Values of  ˆ ,  ,ˆ  max max maxkβ θ and net premium of different estimators
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را  انتها، همانند قبل می   توان حق بیمه  را نشان می   دهد. در  مختلف 
به روش   های مختلف برآورد کرد. نتایج آن در جدول 14 آمده است.

از  روش   های  k برای هریک  در جدول 14 مقادیر ماکسیمم 
برآورد، به همراه برآورد پارامترهاي β و θ متناظر با آن و همچنین 

حق بیمة خالص   ارائه شده است. 

نتایج و بحث
برآورد حق بیمة خالص   یکی از مهم ترین مسائل در بیمه است با 
توجه به اینکه می توان برای توزیع های مختلفی حق بیمه را محاسبه 
کرد، هدف اصلی این پژوهش محاسبة حق بیمه و برآورد پارامترهای 
توزیع وایبول با استفاده از روش های مختلف است. با توجه به وجود 
دادة دورافتاده، لازم است که توزیع وایبول را در مواجهه با داده های 
دورافتاده برازش دهیم، در اینجا، ابتدا پارامترهای توزیع وایبول به 
شد  مقایسه  یکدیگر  با  آن   ها  کارآیی  و  برآورد  گوناگون  روش های 
آمیختة  و  درست نمایی  ماکسیمم  برآوردگرهای  کلی  به طور  که 
به ازای  کم  نمونة  حجم  برای  درست نمایی  ماکسیمم  و  گشتاوری 
پارامترهای مختلف کاراتر بودند و برای حجم نمونة بزرگ برآوردگر 
سایر  با  مقایسه  در  بهتری  عملکرد  خطا  دوم  توان   های  کمترین 
به  نسبت  توان دوم خطای کمتری  میانگین  زیرا  دارد،  برآوردگرها 
لذا  بود.  کاراتر  مختلف  پارامترهای  به ازای  و  دارد  برآورگرها  سایر 
بررسی  برای  گزارش شد.  و  برآورد  اساس، حق بیمة خالص    این  بر 
وضعیت این برآوردگرها در مسائل واقعی دو مثال از داده   های بیمة 
ایران  بیمة  شرکت  خودروی  بیمة  و  دانمارک  آتش سوزی  خسارت 
با  مواجهه  در  وایبول  توزیع  پارامترهای  برآورد  ضمن  و  انتخاب 

داده   های دورافتاده، حق بیمة خالص   برآورد شد.

نویسندگان مشارکت 
و  جمع آوری  مرتبط،  مطالعات  جمع آوری  سهرابي:  ابراهیم 
آماری. مهدي  تحلیل  داده ها،  تفسیر  و  تجزیه و تحلیل  داده ها،  اخذ 
جباري نوقابي: ایده و مطالب نظري، تجزیه و تحلیل و تفسیر داده ها، 
تجزیه و تحلیل و تفسیر داده ها، تحلیل آماري و نظارت و سرپرستی.
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