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Abstract  

This article is the result of a research project in dynamic pricing and 

advertising to determine the number of sale tickets for a sporting or an 

entertainment event. For this purpose, a dynamic optimal control 

model was used to maximize the organizer's profit. To provide the 

best estimate, all potential variables and costs in ticket sales were 

considered. These included free ticket transfers, food and beverage 

sales, promotional goods, insurance, and other services (e.g., customer 

service) to ticket buyers. Using a piecewise continuous function 

(arrival intensity) we applied variables that are not controlled by 

organizers (e.g., impacts of seasonal change on demand) to determine 

the number of tickets for sale (capacity planning) and their dynamic 

and optimal price, considering the dynamic optimal advertising costs. 

Among the strengths of this study is the application of two piecewise 

continuous functions to analyze the effect of unsold tickets numbers 

on customers’ purchasing behavior. The impacts of such factors have 

not been studied in previous studies. 
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گذاری و تبلیغ پويا در فروش بلیت رخدادهای ورزشي و قیمت

 تفريحي با استفاده از کنترل بهینه

 

 1****توران آصفي ،***محمد حقیقي ،**محمدحسین پورکاظمي ،*محمدرضا مهرگان

 

 چکیده

 ،گذاری و تبلیغ پویا است و با استفاده از یک مدل کنترل بهینهقیمت هاین مقاله حاصل پژوهشی دربار

دهد تا سود دست میروشی برای تعیین تعداد بلیت برای فروش یک رویداد ورزشی یا تفریحی به
گونه لیت اینپشتیبانی در فروش ب هسعی شده است تا حد ممکن هزین همچنین ؛برگزارکننده بیشینه شود

رخدادها نظیر فروش غذا، نوشیدنی، کالاها، بیمه، امکان واگذاری رایگان بلیت و سایر خدمات به 
ریزی ها برای فروش )برنامهخریداران بلیت در نظر گرفته شود. این روش، علاوه بر تعیین تعداد بلیت

پویا، مواردی را که خارج از کنترل تبلیغ بهینه  هگرفتن هزینبهینه و درنظر ظرفیت(، تعیین قیمت پویای
کردن تابع تغییرات فصلی نام شدت ورود(، با اضافهای بهتکهـ  کمک تابع پیوستهبرگزارکنندگان است )به

ـ  استفاده از دو تابع پیوستهاین پژوهش،  ه. از دیگر نکات برجستکندمیدر تابع تقاضا، در مدل اعمال 
نرفته بر های فروشاست. با این ترفند امکان تحلیل اثر تعداد بلیتسازی کشش تبلیغ ای در مدلتکه

شود. در پژوهشفروش میسر می هکردن کشش تبلیغ در طول دوررفتار خرید مشتریان، از طریق بروز
 های قبلی به این موارد کمتر پرداخته شده است.
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 . مقدمه1
سازی در گویند. بهینهمی 1«سازیبهینه»شده را دستیابی به بهترین نتایج برای شرایط داده

و پرکاربرد است. در عمل از ابزارهای ریاضی برای  مدیریت، اقتصاد و مهندسی موضوعی مهم
سازی بهینه»های دیگر آن نامند و ناممی «مدلسازی»را  شود که آنسازی استفاده میبهینه

. بهینه سازی ریاضی به دو شاخه اصلی ایستا و پویا است 2«ریزی ریاضیبرنامه»یا  «ریاضی
سازی پویا، ولی در بهینه ؛[8ریزی ایستا، متغیرها مستقل از زمان است ]در برنامهشود. تقسیم می

سازی پویا در ریاضی و مهندسی بهینه [.8] متغیرها تابعی پیوسته یا گسسته از زمان هستند
در ریاضیات مطرح  3محیطیهم ههای پایانی قرن هفدهم، مسئل. در سالای سیصدساله داردسابقه

کردن معادله محیطی، هدف پیدامسئله کنترل بهینه امروزه است. در مسئله هم هشد که پای
ثابت و طول آن معلوم و مساحت محصور بین  ،Bو  Aای است که دو سرش بین دو نقطه منحنی

اند. بالغ بر پنجاه ریاضیدانان بسیاری به حل این مسئله پرداخته باشد. حداکثرآن و محور افقی، 
با ابداع شاخه  ، 5 و سپس لاگرانژ 4سال طول کشید تا راه کلی این نوع مسائل، ابتدا توسط اویلر 

 [.14دست آمد ]به 0617-0517در دهه  6«تغییراتروش حساب »جدیدی از ریاضیات موسوم به 

جیها رواج یافت. های ریاضی، فیزیک و مهندسی از همان سالسازی در رشتهاین بهینه     
کار برد. او طی ، این مقوله را در اقتصاد به1924برای اولین بار در سال اقتصاددان  7اوانسسی

به چاپ  «ریاضیات امریکا»که در مجله ماهیانه  «ارگریابی پویای انحصبهینه»عنوان  با ایمقاله

)در این مقاله، تابع تقاضا را برحسب متغیرهای قیمت، ویرسید، به این موضوع پرداخت.  )p t  و

)و تابع هزینه کل را بر حسب متغیر تولید،  𝑝′(𝑡)مشتق آن  )q t تابعی پیوسته از زمان ،t  در

)*قیمت نظر گرفت. مسیر بهینه  )p t  را در فاصله زمانی
0[ , ]t T،  چنان تعیین کرد تا سود

زمان با پرتاب قمر مصنوعی توسط هم 1960-1950[. در دهه 14انحصارگر بیشینه شود ]
، مسئله کنترل بهینه ها و قمرهای مصنوعیبهینه موشکها به فضا و تعیین مسیرهای روس

برای حل  دانشمند روسی تعریف و روش اصل ماکزیمم پونتری آگین 8آگینپونتری توسط ال.اس
روش برنامه ریاضی پویا را برای مسئله کنترل  9ارائه شد. به دنبال آن ریچارد بلمن امریکائی

نامیدند.  «کنترل بهینه لاگرانژ»پویا را در این زمان  سازیبهینه ارائه داد. مسئله قدیمی بهینه
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اکنون هم، در جهان متداول شد  1962کاربرد مسائل کنترل بهینه در اقتصاد و مدیریت از سال 
 [.14] موجود استهای مختلف آن متعددی در زمینه هایهمقال کتابها و نیز

ویژه ورزشی و هکننده، بسرگرمهای به فعالیت نسبت روزافزون مردم در قرن حاضر علاقه
ها و کردن برای مشاهده سرگرمیالعاده است. امروزه مردم، حاضر به هزینهتفریحی فوق

در گذشته بازیگران، اربابان »، (1995) 1هستند. به قول کلیما غیرههای هنری، ورزشی و فعالیت
واهی است بر جهان امروز که این گ .کردند، اما امروزه بازیگران ارباب هستندخود را سرگرم می

. در باب [11] «دهدهای مختلف هنری و ورزشی را نشان میعمق حرص و ولع برای سرگرمی
توان به فوتبال اشاره کرد که طرفداران آن طیفی از های ورزشی میاهمیت و جایگاه مهم فعالیت

داند کسی نمی»نویسد می، (2006) 2همه طبقات اجتماعی فارغ از جنس و سن هستند. کوپر
کند، فقط یک طرفداران فوتبال چه تعدادند. وقتی یک بازی برای میلیاردها نفر اهمیت پیدا می

 کند و مورد توجه مافیاها و دیکتاتورهاآورد، انقلاب میوجود میبازی نیست. این ورزش، جنگ به
فتاد دو میلیون نفر سه میلیارد و پانصد و ه 3های ورزش و سرگرمیطبق آمار رسانه [.12] «ستا

را تماشا کردند. این آمار معادل کمی بیش از  2018های فوتبال جام جهانی در سراسر دنیا بازی
 .شدها فروخته درصد جمعیت جهان است. نزدیک به دو و نیم میلیون بلیت در این بازی 51

که مشتری یا مشتریان در بیشتر موارد به قیمت حساسیت دارند. قیمت مقدار پولی است      
ها و خدمات خریدار برای تصاحب یک کالا یا استفاده از یک خدمت و یا ترکیبی از کالا، ارزش

های گذاری یکی از عملیاتیابی و قیمتپردازد. هزینهکننده یا فروشنده میهمراه آن به عرضه
دهد. کیل میمهم بازاریابی است که همراه سه فعالیت دیگر، چهار رکن اصلی بازاریابی را تش

وسیله بازاریابان ههایی که ب)فعالیت 4چهار رکن اصلی بازاریابی، یعنی کالا، قیمت، توزیع و ترفیع
 بازاریابی به مبانی نظریشود(، در کردن و تشویق به خرید انجام میبرای آگاهی، متقاعد

ن چهار مقوله حساس معروف است. هر مدیر یا مسئول بازاریابی باید به ای 5«بازاریابی هآمیخت»
 .[4] گیری کندها تصمیمپژوهش در این موارد نسبت به آنبررسی و  با باشد و

فروش داشته است. به دنبال  مبانی نظریزمان، همواره نقش مهمی در  هگذاری بر پایقیمت     
رید گذاری، ذخیره و خهای قیمتمثل سیستم رایانه،های مبتنی بر کارگیری فعالیتتوسعه و به

های تجاری وارد شده است. در زمینه کاربردی گذاری پویا در بسیاری از زمینهاینترنتی، قیمت
کردن سود فروش بلیت هواپیما برای بیشینهدر  1980بار در دهه  نخستینگذاری پویا ، قیمتعام

  [.20] ها استفاده شدبا تعیین قیمت بلیت
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فروش در فیسبنگاه موفق خرده 500درصد از  95فروشی اینترنتی تقریبا در بخش خرده     
درصد اقدام به  75ها در توئیتر فعال هستند و بیش از درصد آن 90بیش از  .بوک حضور دارند

 کنندها از طریق یوتیوب میهای تبلیغاتی و یا انواع فیلمهای بازرگانی، نمایش فیلمارسال پیام
چون این مزایا باعث ایجاد  ؛بسیار ارزشمند است های دیجیتالیبررسی مزایای فناوری[. 13]

 شوند.سازی سود مینوآوری و حرکت پیوسته به سوی بیشینه
های ورزشی و تفریحی، کنسرت موسیقی امروزه در ایران همانند سایر نقاط جهان، فعالیت     

یر فوتبال، های کمدی و نمایش خنده، تئاتر و سینما، مسابقات ورزشی نظ1پاپ یا کلاسیک، اجرا
 گسترهگسترش یافته است. در این مقاله برای سهولت کار و پوشش  غیره کشتی، والیبال و

 استفاده شده است. تفریحیـ  وسیعی از تمامی این موارد، از واژه رخداد ورزشی
هایی تفریحی از طریق فروش بلیت و پرداخت هزینهـ  برگزارکنندگان رخدادهای ورزشی     

اساسی در این پژوهش آن است که  ه، سعی در حداکثرسازی سود خود دارند. مسئلنظیر تبلیغات
بینی شود؟ قیمت پویای هر بلیت، با توجه به کلیه ی پیشیچه تعداد بلیت برای چنین رخدادها

؟ با توجه به اینکه شودکنندگان بیشینه را، چه مقدار باشد تا سود برگزارها در طول زمان اجهزینه
صورت پویا و بهینه در طول اجرا چگونه است؟ این ثر است، این تبلیغ بهؤفروش بلیت متبلیغ در 

صورت  کنترل بهینه هگیر، بر پایها، با طراحی سیستمی تصمیمپژوهش برای پاسخ به این سوال
بار و یکبار برای همیشه  نخستینشده، این قید را ندارد که فعالیت تفریحی گرفته است. مدل ارائه

وقوع بپیوندد. در ضمن این پژوهش با ارائه این مدل در پی ترویج کاربرد کنترل بهینه است به 
 شود.که در ایران کمتر استفاده می

های مرتبط با این ، مرور کوتاهی بر پژوهشدوممقاله به شرح زیر است: در بخش  هادام     
ای فروش بلیت یک بر پژوهش، مدل پیشنهادی این سومگیرد. در بخش تحقیق صورت می

ارائه خواهد های مرتبط با مدل ، تحلیلچهارمشود. در بخش تفریحی تشریح میـ  رخداد ورزشی
اثبات روابط . استهای آینده برای پژوهش هاییگیری و پیشنهاد. بخش پایانی شامل نتیجهشد
 دست آمده نیز به صورت ضمیمه ارائه شده است.به

 
 پژوهش مباني نظری و پیشینه. 2

شود. می بررسیگذاری و تبلیغ پویا شده در زمینه قیمتانجام هایپژوهشدر این بخش برخی از 
گیری متعین و غیرتصادفی، سود یک خردهدر یک محیط تصمیم، (1992)و همکاران  2راجان

-. آنها تصمیمات انبار کالا را با لحاظکردندفروش انحصارگر را از طریق نوسات قیمت بیشینه 
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 ،(1994) 1ریزین. گالجو و ون[15] نرخ فسادپذیری و افت ارزش بازاری آن انجام دادند کردن
با تقاضای احتمالی را مطالعه  2گذاری برای محصول فسادپذیرمشی قیمتیک مسئله طراحی خط

ها نشان دادند که تابع ارزش )درآمد مورد انتظار بهینه( برحسب ظرفیت اولیه و طی کردند. آن
تر و یا زمان بیشتر برای بنابراین یک انبار اولیه بزرگ است؛فروش افزایشی و محدب  دوره

 3. فنگ و گالجو[6] خواهد شدمنجر تر فروش به قیمت بهینه بالاتری در دوره فروش طولانی
ها در پی . آنکردندمسئله فروش انباری مشخص با یک افق زمانی کوتاه را بررسی ، (1995)

شده دیگری و نیز جهتشده به سطح معینبهینه تغییر قیمت از سطح قبلًا مشخصتعیین زمان 
برای  یمدل ،(2006)و همکاران  4. سثی[5بودند ]گیری استراتژی افزایش و یا کاهش قیمت 

پذیرش محصول جدید پیشنهاد کردند که اثرات قیمت و تبلیغ را در یک مسئله کنترل بهینه 
گذاری و تبلیغ پویا را در یک مسئله کنترل معین مشی بهینه قیمتخطها کند. آنمعین، لحاظ می

 ژاکوبیـ  ها بر پایه این حقیقت است که معادله همیلتونبا افق نامتناهی معرفی کردند. تحلیل آن
. [16]که یک حل تحلیلی دارد است مدلشان، معادل یک معادله دیفرانسیل غیرخطی  5بلمنـ 

-تصادفی، یک استراتژی قیمتبا استفاده از کنترل بهینه غیر ،(2009) و همکاران 6جورجنسن 
اولی بازارعادی با تبلیغ فروش و  ارائه کردند که« گذاری دو بازارقیمت»عنوان  باگذاری و تبلیغ 

. در هر دو بازار قیمت پویا نیست و عددی ثابت فرض است، بدون تبلیغ دومی بازار لحظه آخری
که استراتژی افزایش یا کاهش قیمت در بازار لحظه آخری رخ دهد. . ممکن است شده است

ثر در تقاضا، در ؤدارد. بقیه عوامل مبستگی تقاضای بازار عادی به تبلیغ، قیمت و تقاضای تجمعی 
، فرآیند فروش محصول جدید برای . در مدل بس[9] آیدحساب میمدل انتشار بس )اثر اشاعه( به

 از نوآوری آن محصول و میزان تقلید مشتریان )اثر دهان به دهان( است یک کالای بادوام، متاثر
یابد و از زمانی که مشتریان شده افزایش میهای فروخته. فرض بر این است که تعداد بلیت[20]

دریافتند که تبلیغ در طول زمان باید  هاآنشود. آموزند، تقاضا بیشتر میبالقوه درباره آن می
اما چون از  ؛است و همکارانجورجنسپژوهش پژوهش نیز در راستای اهداف این کاهش یابد. 

سازی با دقت زیادتری کاربردی بیشتری دارد و نیز مدلمراتب به ،شودمدل بس استفاده نمی
 است. صورت گرفته

ها اثرات پذیرش اختیاری و آن .شده را تعمیم دادندمدل معرفی ،(2013) و همکاران 7هلمز      
اشباع را در نظر گرفتند و مسئله کنترل مربوطه را با یک افق زمانی متناهی و نامتناهی حل 

                                                
1.  Gallego & van Ryzin 

2. Perishable product 

3. Feng, & Gallego 

4. Sethi 

5. Hamilton-Jacobi-Bellman 

6. Jørgensen 

7. Helmes 
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بلمن به یک معادله ـ  ژاکوبیـ  همیلتون هاگر افق زمانی متناهی باشد، مسئل [.16] کردند
ها با شود. آنمیل تبدیدیفرانسیل با مشتقات جزئی غیرخطی مرتبه اول با شرایط مرزی ویژه 

های بهینه ارائه مشیهای صریحی از تابع ارزش و خطفرمول 1استینرـ  کمک معادله درفمن
گذاری و تبلیغ پویای احتمالی در بازارهای انحصاری چندگانه قیمت (،2015) 2. شلوسر[7] کردند

و اثرات  3بادوامبا کشش قیمت و تبلیغ ثابت را بررسی کرد. وی فروش کالاهای فسادپذیر و 
سازی کارا برای ارزیابی بهینگی فرآیند های شبیهپذیرش تقاضا را در نظر گرفت و از تکنیک

عنوان  با رساله دکتری خوددر  ،(2015) 4. وبر[17گرفت ]شده در طول زمان بهره فروش کنترل
گذاری و برای قیمتاز کنترل بهینه متعین  «گذاری و تبلیغ پویاکنترل انبارداری بهینه با قیمت»

گذاری و قیمت»عنوان  با کار راجان،. فصل دوم رساله او با الهام از [20کرد ]تبلیغ پویا استفاده 
و همکاران  5است. فصل سوم رساله، همان مقاله هلمز  «تبلیغ پویای بهینه با هزینه انبارداری

، (2016) استفاده شده است. شلوسر 6آگیناست که در حل آن از اصل ماکزیمم پونتری( 2013)
که در آن تقاضا وابسته به  کردگذاری و تبلیغ پویای احتمالی را ارائه مدل قیمت،در مقاله دیگری

گذاری و های قیمت، فروش تعداد متناهی از اقلام را در مدلپژوهشدر این  ویزمان است. 
 7. جورجنسن و زاکور[18کرد ]تبلیغ پویای احتمالی با کشش تقاضای وابسته به زمان بررسی 

گذاری و تبلیغ برای مسئله قیمت ،[9] ،خود وهمکارانپژوهشدر ادامه گسترش  ،(2019)
گذاری ، قیمتمشیشود را با سه خطبرگزار می نخسترویدادی تفریحی که یک بار و برای بار 

گذاری دو بازار، دوره فروش گذاری دو بازار ارائه دادند. در قیمتگذاری ثابت و قیمتقیمت پویا،
زمان انتقال از دوره  است.گذاری لحظه آخر گذاری عادی و دوره قیمتمتشکل از یک دوره قیمت

(. مدل[9] مقاله دشود )هماننگذاری لحظه آخر، از طریق مدل مشخص میعادی به دوره قیمت
 نرفته را دارندهای فروشای است که مشتریان توانایی دیدن تعداد بلیتبه گونهها سازی آن

[10] . 
با اشاره به اهمیت تصمیمات تاکتیکی کنترل موجودی و انتخاب ، (2013) عادلی و زندیه     

. [1] پرداختندیابی و سیاست موجودی یکپارچه منبع هسیاست بهینه در این زمینه، به لزوم مسئل
ابتکاری سعی در حل مسئله احتمالی تقاضا و زمان تحویل برای کارخانه های فراها با روشآن

گنجاندند.  خود عنوان هدفی مجزا در پژوهشو محاسبه دقیق هزینه کمبود موجودی را به داشتند
ریزی خطی ریزی ظرفیت، مدل برنامهای در باب برنامهدر مطالعه، (2015)اصغرزاده و همکاران 

                                                
1. Dorfman-Steiner 

2. Schlosser 

3. Durable 

4. Weber  

5. Helmes 

6. Pontryagin maximum principle 

7. Jørgensen& Zaccour 
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شده، مکان، . در مدل ارائهکردندطراحی  را ریزی ظرفیت انرژی برقاحتمالی با هدف برنامه
بندی بهینه تجهیزات انرژی برق و همچنین مدیریت مصرف انرژی و افزایش رضایت زمان

پژوهشی درباره تصمیمات قیمت، (2015) محمدی . تالیزاده و[2] مشترکین لحاظ شده است
فروش سطحی، شامل یک تولیدکننده و دو خردهمین دوأبرای یک زنجیره تزاریابی گذاری و با

فروشان های تبلیغات محلی خردهثیر مشارکت تولیدکننده در هزینهأهمچنین تها آن. دادندانجام 
ها کمک گرفته و مقادیر بهینه قیمت و از نظریه بازی مدل خودبرای حل و  کردندرا بررسی 

البته در سه مقاله [؛ 19] نحوی تعیین کردند که سود کل حداکثر شودهای تبلیغات را بههزینه
 .هستندگذاری یابی و قیمتاخیر از کنترل بهینه پویا استفاده نشده، ولی در زمینه بهینه

و جورجنسن ( 2009) جورجنسن و همکاران های در راستای تکمیل پژوهش پژوهش حاضر     
گذاری و تبلیغ پویا برای رخداد تفریحی در و از معدود مطالعات در زمینه قیمت( 2019)و زاکور 

قید الزام رخداد  اول اینکههای دو تحقیق قبلی را ندارد. و محدودیت استیک محیط غیرتصادفی 
ها و ضمن بسیاری از هزینهدر ؛دی مدل کارایی داردبار را نداشته و برای دفعات بع نخستینبرای 

بودن قیمت و تبلیغ با پویا آنکه ترمهم ؛نظر گرفته شده است شرایط محیطی در اجرای رخداد در
 توان تعداد بلیت برای فروش را نیز ارائه داد. در مدل می

 
 شناسي پژوهشروش. 3

در که  مدل کنترل بهینه استفاده شده است در این پژوهش از. مسئله کنترل بهینه و ارائه مدل
بیان صوری مسئله کنترل بهینه، معرفی  آن ارائه شد. در این بخش، ابتدا مقدمه تاریخچه

 شود. مسئله کنترل بهینه دارای عوامل زیر است:می
0t،شودداده مینشان  tمتغیر زمان که به  t T≤ که  ≥

0t زمان شروع وTی ی، زمان انتها
𝑋(𝑡) 1است. متغیر وضعیت یا حالت ⊂ 𝐴𝜖ℝ𝑛  که متغیری پیوسته از زمان، در فضایnُعدی ب

ℝ و متعلق به فضای ممکن A توان چند متغیر وضعیت داشت. متغیر کنترل می بنابراین ؛است
𝑈(𝑡) ⊂ 𝐵𝜖ℝ𝑚 پیوسته از زمان و بهوسیله آن بر متغیر -ایمتغیری است به صورت تکه

است.  Bمتعلق به فضای ممکن،  و ℝعدی بmُ. این متغیردر فضای شودگذاشته میوضعیت اثر 
و به 2«معادلات حرکت»ای موسوم به وسیله رابطهگذاری متغیر کنترل بر متغیر وضعیت بهاثر

 : صورت زیر است

( ) ( , ( ), ( ))X t f t X t U t=                                                                       )1(
  

 

                                                
1. State variable 

2. Motion Equations 
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dX (1) رابطهدر      
X

dt
که باید آن را کمینه یا بیشینه کرد، در حالت کلی به  1تابعی هدف =

 شکل زیر است:

[ ] ( ) ( )( )
0

  , , ,

T

t

Maxor MinV U T I t X t U t dt= ∫                                       )2( 

 

)*تعیین مسیرهای زمانی بهینه، متغیر کنترل  :ست ازا مسئله عبارت )U t واسطه آن تعیین و به

)*متغیر وضعیت بهینه  )X t است تا تابعی هدف نسبت به معادلات حرکت، بیشینه و یا کمینه
  :یعنی شود؛

(3                     )                     
0

[ , ] ( , ( ), ( ))

. . ( ) ( , ( ), ( ))

T

t

MaxorMinV U T I t X t U t dt

s t X t f t U t X t

=

=

∫
 

 
 [.8] است 2«مسئله کنترل بولزا»این مسئله موسوم به 

ماکزیمم پونتری اگین برای حل تحلیلی مسئله کنترل سه روش اصلی، حساب تغییرات، اصل     
 [.14] اندتقریبی آن طراحی شدههایی نیز برای حل و روش بلمن وجود دارد و نرم افزار

 

راجان، ه از ک، 3وبرجودی مقاله برگرفته از یک مدل کنترل مو پژوهشمدل این . سازیمدل

. [7] در آن تغییرات مختلفی اعمال شده است هاو با احتساب هزینه استاستفاده کرده است 
سازی سود، با تعیین مسیرهای برگزارکننده انحصارگر رخداد تفریحی و ورزشی خواهان بیشینه

* زمانی پویای بهینه قیمت و تبلیغ *( ), ( )w t p t  متغیرهای کنترل( است. این سود از طریق(
موجود در های جاری و متغیر وضعیت( با اعمال هزینه  x(t)فروش بلیت رخداد تفریحی )

که طوریهب ؛پرداخت هزینه برای تبلیغ در نظر گرفته شده است ،شود. در مدلفعالیت، حاصل می
مجری طرح قادر به کنترل رخداد باشد )اثرگذاری بر روی تقاضا(. طول دوره زمانی فروش بلیت 

شود و از سوی برگزارکنندگان شود ثابت، معین و متناهی فرض مینمایش داده می Tاکه ب

r(t). نرخ تنزیل وابسته به زمان گرددمی مراسم تعیین ≥ R(t)است و  0 = ∫ r(s)ds
t

0
نرخ   

توان نرخ را ثابت فرض کرد(. نرخ تقاضا یا تقاضا در هر لحظه از زمان، . )میاستتنزیل تجمعی 
λ(𝑡)  و است تصادفی الهام گرفته شده تابعی پویا، متعین یا غیر[7]که ازλ(𝑡) ≥ ضمن در ؛0

                                                
1. Objective Functional 

2. Bolza 

3.  Weber, M.  
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u(t)تابعی است از متغیر کنترل  = 𝑢(p(t)، w(t))  که در آن قیمت ،( )p t های و فعالیت

)تبلیغ  )w t  در زمانt ،0 ≤ t ≤ T شودگرفته میصورت زیر در نظر است و به: 
 

𝜆(𝑢)(𝑡) = λ(𝑡. 𝑢(𝑡)) = λ(𝑡. 𝑝(𝑡). 𝑤(𝑡)) = μ(𝑡)𝑝(𝑡)−𝜀(𝑡)𝑤(𝑡)𝛿(𝑡)   (4)              

 
1 ر این رابطهد      < ε ≤ ε(t) < a̅کشش قیمت )وابسته به زمان( و  ∞ ≥ a(t) >

δ(t) ≥ یک پارامتر هزینه است که در ادامه بیشتر درباره  a(t)کشش تبلیغ فرض شده است.  0
هستند. 1تکه ایـ توابعی، پیوسته  ε(t)و  a(t) ،δ(t)شود. توابع پارامتری ها توضیح داده میآن

های بالا و ی باشند. این کراناعداد ثابت و دلخواه a̅و حد بالایی  εشود حد پائینی فرض می
کنند، صورت نمایی رشد میهب ε(t)و  a(t) ،δ(t)پذیری عبارات را وقتی که ین، انتگرالیپا

 سازد.میسر می

Δ(t)  بصورتΔ(t) =
δ(t)

a(t)
شود. این تابع )پارامتری( عنوان کارایی تبلیغ تعریف میهب 

کند. مشابه با کشش اتخاذ می [0،1]کند و فقط مقادیری در بازه گیری میکارایی تبلیغ را اندازه
قیمت، کشش تبلیغ وابسته به زمان، این حقیقت که پاسخگویی به تبلیغ ممکن است در طول 

ترفیع کنسرت جدید یک خواننده مشهور، ممکن  ،آورد. برای مثالشمار میزمان تغییر کند را به
های قبلی همان خواننده داشته باشد و در مورد رویداد ست اثر بیشتری از ترفیع برای آلبوما

باشگاهی مشخص در یک روز خاص ممکن است مخاطب  هتفریحی، تبلیغ برای مسابق  ورزشی
. با کمک ضریب هزینه وابسته به زمان کندبیشتری را نسبت به تبلیغ در زمانی دیگری جذب 

a(t)ی، ملاحظه اثر تقلیلی تبلیغ در طول زمان در حالت ساز، در مدلδ ً( ثابت، میسر می)تقریبا
شود. مقادیر در طول زمان برای حفظ نرخ تبلیغ در یک مقدار داده شده، بسیار زیاد می a(t)شود. 
، مهم Δ(t)در حالات خاصی، عموماً در نسبت دو تابع؛ کارایی تبلیغ  δ(t)و  a(t)ای از ویژه

، 𝛿شود و وجود پارامتر ای که برای تبلیغ صرف میامکان محاسبه هزینه aپارامتر  هستند. حضور
های بسیاری از امکان پوشش حالت 𝛿و  aسازد. حضور دو پارامتر تمایز بین اثر تبلیغ را مرتفع می

 .کندمیهای متصور از ترفیعات را فراهم موقعیت

γ(t) =
ε(t)−Δ(t)

1−Δ(t)
اثر تعامل دو ابزار بازاریابی قیمت و تبلیغ را  ،2، کشش قیمت اهرمی تقاضا

δدهد. اگر شرح می = Δ = ، کشش قیمت اهرمی تقاضا معادل کشش قیمت است و این یک 0
است وابسته تقاضا ندارد، نرخ تقاضا به قیمت و زمان  برنتیجه طبیعی است که هرگاه تبلیغ اثری 

                                                
1. Piece Wise Continuity 

در هر زیر بازه باز از آن، تابع پیوسته باشد های متناهی تقسیم شود که ای است اگر دامنه تابع بتواند به بازهتکهـ  تابعی پیوسته
 ای، تابع کراندار باشد.و روی هر بازه فشرده

2 leveraged price elasticity of demand 
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مثبت باشد، تبلیغ  Δ(t). اگر [15] استو همکاران  گذاری خالص راجانو این همان مدل قیمت
 یابد.افزایش می Δو  εبا  γشود. مشخص می δوسیله هاثرگذار است و اندازه این اثر ب

μ(t)متغیر       > ثیری ساختاری روی أکننده یک عامل فصلی یا ت، تابعی از زمان و منعکس0
بینانه، تابع نگاهی واقع ست که در حوزه تصمیمات انحصارگر و مجریان مراسم نیست. باا تقاضا

μ متناسب با تعداد افراد علاقمند به خرید بلیت در یک بازه زمانی کوتاه اطراف  بسیار مهم بوده و
t در کاربردها، است .μ  ًبودن و دسترسثیر عوامل متعددی است. عواملی نظیر درأتحت ت عموما

به رویداد و تکامل درآمد  بودن خرید بلیت، عقیده و احساسات مشتریان نسبتالوصولسهل
 μ  یکپارچه هستند. μشود که در مشتریان بالقوه بسیار مهم هستند. عواملی نظیر اینها فرض می

رفتار خرید استاندارد مشتریان در  هکنندشود و منعکسنامیده می «تقاضای پایه»یا  «شدت ورود»

 ،( 4ی رابطه) اند و در تابع تقاضاشناور شده μشده در بالا در طول زمان است. همه عوامل ذکر
سازد. اگر در معادله اثرات گوناگون در تابع تقاضا را میسر می ثیرأت μبنابراین تابع  ؛شوندوارد می

است. فرض کنید  μ(t)مقادیر قیمت و تبلیغ مساوی یک فرض شوند، نرخ تقاضا مساوی  ( 4)
c0 دهنده هزینه کرایه برای هر صندلی باشد و نشانl(t) ≥ نرخ هزینه پشتیبانی )وابسته به  0

زمان( مثل دستمزد همکاران در مجموعه، فروش غذا، نوشیدنی یا کالاهایی به خریداران بلیت 
ها نیامده است(. تابع )این تابع در سایر مدل شوند، استکه برای حضور بهتر در مراسم توصیه می

l(t) گیرد. فرض میمیرا دربر غیره های بیمه ووری نیروی کار، هزینههزینه سرمایه نظیر بهره
یابد که به این ترتیب هزینه مقعر و گسترش می w(t)a(t)های تبلیغ در نرخ شود که هزینه

های تواند گزینه های متعددی برای فعالیتعمل انحصارگر میسازد. درمحدب را میسر می
ی از سوی یک آژانس تبلیغاتی بزرگ اجرای یک کمپین تبلیغات ،برای مثال .تبلیغاتی داشته باشد

تواند از طریق مثلاً تبلیغ می .و یا بودجه تبلیغات از سوی یک واحد داخلی تبلیغ هزینه شود
شان توصیه و تشویق خریداران بالقوه به خرید در طول دستیاران فروش صورت گیرد که وظیفه

δ(t)زمان کاری است. اگر  > پولی روی تبلیغ صرف نشود، فروش که هیچ ، یک تصمیم خرده0
شود. تابع تقاضا منجر تفریحی و یا تعطیلی کسب و کار -اجرای رخداد ورزشیتواند به عدممی
و مقدار بوده ثر از سطح تبلیغ أدهد که تقاضا متنشان می ،( 4)تصادفی فرض شده، معادله غیر

 ثیرگذار است.أقیمت بر خرید ت
a(t)محدودیت       > δ(t) ،t ∈ [0،T] دهد که اثر روی توابع پارامتری این اطمینان را می

شدن سمت نامتناهیهصورت مخارج تبلیغ بدر غیر این ؛ماندشده باقی میاهرمی تبلیغ محدود
نهایت، اتفاق شود تا از این طریق افزایش تقاضا و متعاقب آن افزایش درآمد بیسوق داده می

x(t) ،0فتد. فرض کنید بی ≤ t ≤ Tهای خالی تعداد بلیت باقیمانده یا تعداد صندلی هدهند، نشان
. استعدد حقیقی نامنفی یک متغیر وضعیت یا حالت سیستم و  x(t)باشد.  tدر زمان 

تفریحی مجاز به نفروختن بلیت در صورتی که بلیت موجود است، ـ  برگزارکنندگان رویداد ورزشی
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x(t)بنابراین  نیستند؛ ≥ بنابراین  ؛شودنشان داده می x0با  های اولیهاست. تعداد صندلی 0
x(0) = x0  و اینکه چه تعداد بلیت برای مراسم باید تدارک دیده شود، یعنی مقدارx0 توسط ،
q(t)تفریحی با نرخ تنزل ـ  شود که مجریان رویداد ورزشیشود. فرض میمدل ارائه می ≥ 0 

رایگان در اختیار خیریه صورتههای خود را بفروش تعدادی از بلیت هدر طول دور هستند ناچار
پردازند، ها و مواردی از این دست که بهایی برای خدمات نمیها، مدارس، دانشگاهها، آسایشگاه

ای غیرمنفی و تکه ـتوابع پیوسته  r(t)و  l(t)همانند  q(t)شود که قرار دهند. فرض می
صورت زیر هفروش بلیت ب تعداد، تغییرات uباشد. برای هر کنترل مجاز  [T،0]پذیر روی انتگرال

 شود که معادله حرکت است:نظر گرفته می در
ẋ(t) = −λ(u)(𝑡) − 𝑞(𝑡)𝑥(𝑡)       𝑥(𝑇) = 0  (5                                   )  

ẋ(t) ،فوق  معادله حرکت  در       =
dx(t)

dt
فرض  است. با tمشتق نسبت به  هدهندنشان ⁄

λ(u) ≥ q(t) و 0 ≥ کند که فرآیند فروش بلیت نامنفی باشد و بازپس بلیت رخ ایجاب می 0
مجموعه فضای ممکن کنترل  هدهندنشان uTزمان کل اجرا،  Tنخواهد داد. برای ثابت دلخواه 

 :است
 

uT = {𝑢|u(t) = 𝑢(p(t)،w(t))} (6)                                                                              

 

,0]ای روی بازه تکهـ  یک تابع برداری پیوسته  uTو  ]T  .است 
بع هدف این مدل )متمایز با سایر مطالعات است( که نمایش ارزش فعلی سود خالص از تا     

,0]، در فاصله زمانی است فروش بلیت ]T صورت زیر است:هب 
 

𝑀𝑎𝑥π1(u. T) = ∫ e−R(t)T

0
[p(t)λ(u)(t) − l(t)x(t) − w(t)a(t)]dt −

c0x0           (7       )                                                                                                      
 

)بالا در رابطه  ) ( ) ( )u
p t λ t ،فروش در هر لحظه( ) ( )l t x t و  های پشتیبانیهزینهw(t)a(t)  

0هزینه های تبلیغات است.  0 c x هایی که باید در ابتدا دوره فروش بلیت پرداخت شوند، هزینه
توان در فرآیند حل مدل و در تعیین مقادیر بهینه اثر ندارد. می، معلوم است یو چون مقدار بوده

*متغیر کنترل  0u *فوق،(  7)را پیدا کرد تا تابعی هدف  ≤ * *

1 1( , ) ( )T u Tπ π= بیشینه شود. 
اما به  ؛های موجود در فروش بلیت از ابتدا داده نشده استکنترل بالا، تعداد صندلی هدر مسئل    

 روش زیر مشخص خواهد شد. 
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ها مرتبط )تعداد صندلیو فرآیند متغیر وضعیت  u، ارتباط بین یک کنترل مجاز زیر معادله      
 کند.برای فروش( را تعریف می

Q(t)فرض کنید       = ∫ q(s)ds
t

0
های مجانی در فاصله تعداد تجمعی صندلی هدهندنشان 

0 زمانی  ≤ t ≤ T( که داریم:آمده است ضمیمه) اثبات درشود باشد. ثابت می 
 

(8              )                                    x(t) = e−Q(t) ∫ eQ(s)λ(u)(s)ds                 
T

t
 

 
در ضمن دهد. دست میهب [T,0]در بازه  را tنیاز در زمان های مورداین معادله تعداد صندلی     

را  x0تفریحی، ـ  اجرای رویداد ورزشیتعداد بلیت برای فروش یا ظرفیت مکان مورد (8)معادله 
صورت زیر هدهد. تابع هزینه بارائه می ،بویژه برای کنترل بهینه ،uشده برای هر کنترل داده

 شود:معرفی می

c(t) = eQ(t)+R(t) (c0 + ∫ e−(Q(s)+R(s))l(s)ds
t

0
)                            (9 )                     

 
برهای وابسته به اجرا را درهزینه هاست و هم مستقل از متغیرهای کنترل c(t)تابعی هزینه      
های مرتبط با فروش یک واحد و ارزش ارزش آینده از هزینهتابعی هزینه، مجموع  c(t) .گیردمی

ها های مرتبط با تنزل سطح موجود بلیتاست. هزینه tآینده از مقدار حاضر هزینه اجرا در زمان 
کنندگان برگزار tبرای فروش هر واحد در زمان  .شودبه حساب آورده می eQ(t)عامل  هوسیلبه

باشد، مجریان  درصد 10رد. برای مثال اگر نرخ تنزلواحد در آغاز در نظر بگی eQ(t)باید 
نظر  واحد در آغاز در t=10 ،exp(1)برگزارکننده رخداد باید برای فروش یک بلیت در زمان 

 گرفته باشند.
π1فرض کنید      

∗(𝑇) = π1(𝑇. 𝑢∗) باشد و ، ( 7)مقدار بهینه مساله کنترل  هدهندنشان
𝑢∗ = (𝑝∗. 𝑤∗) باشد،پس مسئله کنترلبهینه به صورت زیر در عنوان معرف کنترل بهینه هرا ب

 داریم:، و می آید
 

(10)        𝜋1
∗(𝑇) = 𝑠𝑢𝑝𝑢𝜖𝑢𝑇

∫ 𝑒−𝑅(𝑡)𝑇

0
[(𝑝(𝑡) − 𝑐(𝑡))𝜆(𝑢)(𝑡) − 𝑤(𝑡)𝑎(𝑡)]𝑑𝑡       

   

ε(t)، شوداگر فرض  حل مدل: ≥ ε > 1 ،0 ≤ δ(t) < 𝑎(𝑡) ≤ a ،Δ(t) =
δ(t)

a(t)⁄ 

γ(t)و  =
ε(t)−Δ(t)

1−Δ(t)
≥0طوری که هب  t ≤ T  وcw(t) = [

Δ(t)

ε(t)−1
(
ε(t)−1

ε(t)
)
ε(t)

]
1

a(t)−δ(t) و 

μ(t) شودفرض  درضمن > λصورت و تقاضا به 0 (t،p،w) = μ(t)p−ε(t)wδ(t)  و نرخ
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ترتیب برای قیمت و ه که کنترل بهینه ب ∗wو  ∗p ،داده شده باشد ،( 9)معادله از  c(t)هزینه 
≥t ،0تبلیغ برای هر  t ≤ T شوند:صورت معادلات زیر بیان میهستند، به 

                       
p∗(t) =

ε(t)

ε(t)−1
c(t)                                                                                                    (11)  

 

w∗(t) = cw(t) (
μ(t)

c(t)ε(t)−1
)

1

a(t)−δ(t)
                             (12 )                                            

  
معادلات میاین  است. به این ترتیب از طریق آمده در ضمیمه  ،( 12)و  (11)اثبات روابط      

بهینه قیمت و تبلیغ را در هر لحظه از زمان محاسبه کرد. اینکه مقادیر کشش تبلیغ مقادیر ،توان 
مقدار نهایی  برثیری أو قیمت چه اعدادی باشند و دیگر پارامترهای موجود در معادلات چه ت

تشریح گیری هستند که در ادامه قیمت، تبلیغ و نرخ فروش دارند، از موضوعات مهم برای تصمیم
 .شوندمی
صورت خلاصه آورده هب پژوهشپارامترها، نمادها و متغیرهای  ،1برای سهولت کار، در جدول     

 شده است.
 

 شمای کلی از پارامترها و متغیرها .1جدول 

 شرح علامت شرح علامت

P(t) متغیر کنترل قیمت A پارامتر هزینه تبلیغ 

W(t) متغیر کنترل تبلیغ Δ کارایی تبلیغ 

X(t) 
های متغیر وضعیت، تعداد بلیت

 tباقیمانده در زمان 
γ کشش قیمتی اهرمی تقاضا 

T زمان انتهایی فروش بلیت 𝑐0 هزینه ثابت کرایه هر صندلی 

𝜆 نرخ تقاضا l  پشتیبانینرخ هزینه 

R نرخ تنریل q نرخ تنزل 

R نرخ تنزیل تجمعی Q های رایگانتعدادتجمعی بلیت 

Μ تابع شدت ورود یا تقاضای پایه π1
∗  سود بهینه 

Ε کشش قیمت 𝑐𝑤 
شدن شده برای خلاصهنماد تعریف

 فرمول

ℝ مجموعه اعداد حقیقی H ماتریس هشین 

Δ کشش تبلیغ ν حاشیه سود 

C تابعی هزینه uT مجموعه فضای ممکن کنترل 
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 های پژوهشها و يافتهداده. تحلیل 4

ثیری در تقاضا ندارد. در أشود که تعداد بلیت باقیمانده، تفرض می ،( 4)در معادله  تحلیل مدل.
توسط تابع [ 20، ]  (2015)، 2وبر رساله  و در فصل سوم[ 7] ( 2013)، و همکاران 1هلمز مقاله 
ψ(x) وارد شده  طور مستقیمبهثیر در تابع تقاضا أاین ت ،(2019) جورجنسن و زاکور و در مقاله
های باقیمانده بر رفتار مشتریان کنونی توسط تابع کشش قیمت ثیر تعداد صندلیأ. ت[10] است
ε(t) حساسیت زیاد مشتریان به  هدهندشود. یک کشش قیمتی افزایشی نشانپوشش داده می

تواند متصور صورت زیر میتفریحی بهـ  این حالت برای رخداد ورزشی. استقیمت در طول زمان 
 باشد: 

گیز، جدید و اننظر از دید مشتریان بسیار هیجاندر ابتدای معرفی و اجرای فعالیت، رخداد مورد     
 ،رفتن روی آتشهای خنده، راههای تقلید صدا، نمایشعدی، کنسرتبُبکر است. سینمای چند

گونه رخدادها که تجربه آن این دست هستند. تمایل برای حضور و دیدن اینهایی از مثال
ها، ای از اجرای این فعالیتاما بعد از گذشت دوره ؛، در ابتدا زیاد استاستفرد و جدید همنحصرب

فضای مجازی و  برای مثالهایی از مراسم شدن آن در جامعه و انتشار همه یا گوشهگیرهمه
ها، در شتریان بالقوه، آرزو و تمایل برای مشاهده و حضور در این برنامهمشاهده آن توسط م

دهند. این فرآیند کند و مشتریان به قیمت حساسیت بیشتری نشان میاجراهای بعدی نزول می
تواند در پی انتشار اخباری در جهت کاهش محبوبیت عامل یا عوامل اجرای نزول قیمت می

 نیز رخ دهد.مراسم در طی دوره فروش بلیت 
که کشش قیمت فروش بلیت برای فعالیت  رخ دهدی دیگر این حالت نیز ممکن است از سو     

 هتفریحی در طول زمان کاهش یابد. در ابتدای دوره فروش بلیت، مشتریان بالقوـ  ورزشی
های دیگری برای آن روز موعود اجرای فعالیت پذیر هستند و ممکن است انتخابانعطاف

های تفریحی، گزینهـ  شدن موعد اجرای رخداد ورزشیاما با نزدیک؛ وجود داشته باشداجتماعی 
های بنابراین مجریان مراسم متمایل به فروش بلیت در قیمت ؛شونددسترس کم و محدود میدر

شوند. با این تفاسیر دیگر کشش قیمت تنها به این لحظه از زمان وابسته نیست و به بالاتر می
ε(t)بنابراین  ؛روش نیز وابسته استطول دوره ف = ε(t،T)  در نظر گرفته  صراحتبهاگرچه

، اما تقاضای وابسته به سطح موجودی بلیت یا مقداری که تاکنون فروخته شده است، مینشده
 سازی شود.تواند با یک انتخاب دقیق از کشش قیمت وابسته به زمان مدل

، میεو  pملاحظه می شود. در این عبارت،  p(t)−ε(t)(، عبارت 4)معادله  ، در تابع تقاضا     
ای که مجریان وقتی رخدادی اجتماعی مشابه با واقعه ،تواند خیلی کوچک شود. برای مثال

ریزی برای آن هستند، در بازار وجود داشته باشد و مشتریان نسبت به قیمت درصدد برنامه

                                                
1.  Helmes, K., 

2.  Weber, M.  
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دهند. در موجود در بازار سوق می های دیگرهای خود را به سمت گزینهحساس باشند و انتخاب
شود. برای اجتناب برانگیز میتواند خیلی زیاد باشد و تحلیل عددی چالشمی μاین صورت، تابع 

pبصورت  pاز این مشکل،  =
𝑝

p0
pیا   =

𝑝

c0
وسیله هشده بقیمت مشاهده �̃�شود که تفسیر می 

صورت چنین کسری تعریف هب p. اگر هستندهزینه واحد  c0سطح قیمت مرجع و  p0مشتریان، 
پذیرتر شوند و عبارت نمایی با مقادیر توان بزرگ، دسترسنزدیک می 1شود، مقادیر عددی آن به 

 μدیگر از بیان قیمت نسبی این است که  هتوجیه در شرایط واقعی بازار هستند. یک فایدو قابل
 ر شود. تفسی 1های محرک بازارطبیعی یا فروش ظرفیتعنوان هتواند بمی
دارند و بستگی  tفقط به زمان جاری  ،12 و 11از روابط  ∗wو  ∗pهای بهینه کنترل جوابهای     

های زمانی مجزا، نرخ شود که در افقثیری بر آن ندارد. ملاحظه میأت Tشده و یا مقدار زمان طی
وابسته باشند، برای  Tکه اگر توابع به پارامتر  توجه شود قیمت و تبلیغ بهینه یکسان هستند.

𝜀(𝑡)مثال = 𝜀 (𝑡،𝑇) = 𝜀̃𝑒𝑇−𝑡     𝜀̃ > 𝜀    0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇بنابراین حساسیت قیمت در طی  ؛
اما اکنون در هر  ؛نیز بستگی دارد Tمشی بهینه به و طبیعتاً خط یافتکاهش خواهد  Tزمان 
 𝜇(t)وابسته است و نرخ ورود  c(t)و تابع هزینه  𝜀(𝑡)، قیمت بهینه فقط به کشش قیمت tزمان 

ـ  بنابراین چه مجریان برگزاری رویداد ورزشی ؛ثیری بر آن ندارندأت 𝛿(t)و  a(t)و ضرایب تبلیغ 
. فرمول قیمت استو چه فعالیتی در جهت ترفیع نداشته باشند، قیمت یکسان  کنندتفریحی تبلیغ 

ـ  آموروسو هرابط»عنوان  باگذاری برای انحصارگر است که همان فرمول ایستای قیمت ،( 11)

ε(t)−1ای شناخته شده است: درآمد حاشیه «2رابینسون

ε(t)p(t)
در هر  c(t)ای( باید معادل هزینه )حاشیه 

بردن قیمت است که مقدار جوی یک استراتژی بالاونقطه از زمان باشد. انحصارگر در پی جست

ε(t)یش توسط افزا

ε(t)−1
بنابراین افزایش قیمت به کشش قیمت و تابع هزینه  ؛شودمشخص می 

ε(0)بستگی دارد. ابتدای مسیر بهینه، قیمت 

(ε(0)−1)c0
جز در حالت خاص هاست. ب 

l(t)=r(t)=q(t)=0 ،c(t) بنابراین قیمت بهینه هنگامی که  ؛همواره افزایشی در طول زمان است
یابد، افزایش خواهد یافت )در این حالت استراتژی قیمتیکشش قیمت ثابت است یا کاهش م

، بیانی عمومی که مسیر بهینه در طول استافزایشی  ε(t)بهینه است(. وقتی که  3گذاری نفوذی
در زمانی که  4گذاری پرمایه و گرانزمان چگونه است، وجود ندارد. برای شرح بهینگی قیمت

 محاسبه شده است. tیابند، مشتق قیمت بهینه نسبت به زمان ها در طول زمان کاهش میقیمت

                                                
1. Market-driven sales 

2. Amoroso-Robinson relation 

3. Penetration strategy 

4. Skimming pricing 
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�̇�∗(𝑡) = 𝑝∗(𝑡) (
𝑐̇(𝑡)

𝑐(𝑡)
−

�̇�(𝑡)

𝜀(𝑡)(𝜀(𝑡)−1)
)
𝜀(𝑡) ≡ 𝜀

=   
𝜀

𝜀−1
�̇�(𝑡) (13)                                   

   
∗�̇�)گذاری پرمایه و گران در اینجا قیمت      < ، بهینه است اگر و فقط اگر نسبت افزایش (0
𝜀وسیله عبارت هشده ب)تقسیم 𝜀در  − ( فراتر از نسبت افزایش تابع هزینه باشد. یک استراتژی 1

تواند بدین صورت باشد که تازگی گذاری پرمایه و گران در فروش بلیت رخداد تفریحی میقیمت
 برای مثال،شدن به زمان اجرا از بین برود. رفته با نزدیکتفریحی رفتهـ  و جذابیت رخداد ورزشی

پا افتاده جلوه دهند، یا به اجرا را پیشتحرکاتی صورت پذیرد که واقعه مورددر فضای مجازی 
بنابراین با گذشت  ؛اعتبار مجریان مراسم خدشه وارد شود و از محبوبیت ابتدایی آنان کاسته شود

های بالا برای بلیت افول شدن به لحظه موعود اجرا، تمایل مشتریان به پرداختزمان و نزدیک
عمل حالت یابد. درمی عبارتی دیگر حساسیت به قیمت از سوی مشتریان افزایشبه ؛کندمی

شدن به روزهای موعد اجرای تواند رخ دهد. ممکن است با گذشت زمان و نزدیکعکس نیز می
تفریحی، زمان اجرا مصادف با تعطیلات باشد و مشتریان با تملک بالای مالی ـ  رخداد ورزشی

شوند، حاضر به خرید بلیت با دقایق آخری رزرو بلیت محسوب میکه اغلب خریدکنندگان در 
 های بسیار بالا باشند.قیمت
ست که اگر کشش قیمت غیرافزایشی باشد، قیمت ا آن ،(  11رابطه )یک نتیجه دیگر از      

این در  شود.نهایت مییابد و اگر زمان نامتناهی باشد، متمایل به بیبهینه بسیار افزایش می
نتیجه یک حاشیه سود ست و هنوز تقاضای مثبت و درا صورتی است که قیمت بلیت با مقادیر بالا

 مثبت وجود دارد.
و تـابع  𝜇به همه پارامترهای مدل بسـتگی دارد. نـرخ شـدت ورود  ∗𝑤استراتژی تبلیغ بهینه      

μ(t)هر زمان که نرخ  ای دارند،اهمیت ویژه cهزینه 

c(t)ε(t)−1 بـازه روی هر زیـر[0,T]  ،ثابـت باشـد

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡ست که سطح تبلیغ معادل با ا بهینه آن
1

𝑎(𝑡)−𝛿(𝑡) × 𝑐𝑤(𝑡)  باشد. چون تابع پارامتری𝑐𝑤 
ست کـه اگـر کشـش قیمـت و کـارایی ا بستگی دارد، بهینه آن 𝜀(t)و   a(t)،𝛿(t)فقط به مقادیر 

 شود. تبلیغ در زیربازه ثابت باشند، آنگاه در یک سطح ثابت، تبلیغ
 تفسیر است:با توجه به مطالب بالا نتایج زیر قابل

ثیر فرصت تبلیغ و نه کارایی تبلیغ هستند. اگر نرخ فروش أهای پویای بهینه نه تحت تقیمت     
وسیله تبلیغ تقویت شود، مشتریان بیشتری بلیت را با قیمت یکسان خرید خواهند کرد. به

های بنابراین قیمت ؛نیستند 𝜇(t)ثیر شدت ورود أتحت ت طور مستقیمبههای پویای بهینه قیمت
 (.11بهینه مستقل از اندازه بازار یا علاقه مشتریان به خرید هستند )معادله 
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های پویای بهینه در طول زمان تنها موقعی کاهشی هستند )یک استراتژی پرمایه و قیمت     
های گذاری نفوذی در بازار که قیمتمتگران( که کشش قیمت افزایش یابد. عموماً استراتژی قی

 افتد.بهینه در طول زمان افزایش یابند، اتفاق می
 در طول زمان افزایش یابد، بهینه آن c(t)اگر همه پارامترهای مدل ثابت باشند و تابع هزینه      

های حاضر در فروش هزینه،  (12 رابطههای تبلیغ در طول زمان کاهش یابد )ست که هزینها
 .(11 رابطهشود )میمنجر های بالاتر بلیت به قیمت

دیر مختلفی ازای مقاهای بهتر، نمودارهای قیمت بهینه و تبلیغ بهینه بهدر ادامه برای تحلیل     
شده است.از پارامترها ارائه   

 

 
 قیمتنمودار  .1 شکل

 
 C(t)دهد، ترسیم شده است. که مقدار بهینه قیمت را ارائه می (11رابطه )، بر اساس 1 شکل     

𝑐(𝑡)صورت هب = 1 + 0/05𝑡   و مقادیر مختلفε(𝑡)  .که روی نمودار آمده است، ترسیم شد
طور یکنواخت هازای این تابع هزینه و اینکه کشش قیمت عددی ثابت باشد، قیمت بهینه ببه

شود که قیمت بهینه در ابتدای مثبت، مشاهده میازای کشش قیمت با شیب . بهاستافزایشی 
گذاری فروش بیشترین مقدار را دارد و با شیبی منفی، کاهشی است که باید استراتژی قیمت

کار برد. اگر کشش قیمت شیبی منفی داشته باشد، قیمت بهینه مقدار افزایشی هپرمایه و گران را ب
  شود.یم اجراگذاری نفوذی با شیب مثبت دارد و قیمت
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  تبلیغ بهینه . نمودار2شکل 

 
𝑐(𝑡)ترسیم شده است.  ،12رابطه  بر اساس  ،2 شکل      = 1 + 0/05𝑡 ،a(t)=2 ،

q(t)=r(t)=0 ،δ(t)ừ1 ،μ(t)≡10  و مقادیر متفاوتε  که بالای هر نمودار درج شده است. رفتار
با این تفاوت که وقتی کشش قیمت عددی  ؛تابع تبلیغ بهینه همانند نمودار قیمت بهینه است

، عددی ثابت فرض شده μطور یکنواخت کاهشی است. شدت ورود هثابت است، تبلیغ بهینه ب
بنابراین جز در حالت کشش قیمت کاهشی، تبلیغ کاهشی است. اگر مشتریان هر لحظه  ؛است

، Δر ترسیم نمودار بالا، افزایشی باشد، نرخ تبلیغ نیز صعودی است. د μبیشتر شوند و شدت ورود 
تبلیغ با توجه به دو عامل هزینه  بر Δثیر أعدد هستند(. ت δو  aکارایی تبلیغ، عددی ثابت است )

 های بالا آمده است.، در تحلیلδو کشش تبلیغ  aتبلیغ 

توان تعداد بلیت موجود در هر لحظه از زمان فروش که عددی مثبت می ،8بر اساس معادله      
، به انتگرالی با تابع 8ازای مقادیر ثابت کشش قیمت، تابع . تنها بهکردو حقیقی است را ترسیم 

ثابت کشش قیمت، محاسبه تعداد بلیت قابل ازای مقادیر غیر. بهشودمیتبدیل محاسبه اولیه قابل
گیری است و محاسبه تابع اولیه، فرآیندی های عددی در انتگرالارگیری روشعرضه منوط به بک

توان با کمک گیری عددی میدشوار است. در این حالت، بعد از یافتن مقادیر به کمک انتگرال
 .کردعددی، نمودار را با تقریب ترسیم  تحلیلهای برازش نمودار در های خطی و روشاسپلاین

 

 هاپیشنهادگیری و نتیجه .5
در آن  و شده الهام گرفته هابا احتساب هزینهاز یک مدل کنترل موجودی  پژوهشمدل این 

. در این پژوهش به [7، 15] سازی تشریح شدتغییرات مختلفی اعمال شده است که در مدل
تفریحی، در فاصله زمانی  ـ کمک کنترل بهینه پویا، سود برگزارکننده یک رخداد ورزشی

0[ , ]t T  نرفته در های فروشهای لازم و تعداد بلیتسازی، تعداد بلیت. در این بهینهشدبیشینه
ها در طول دوره برگزاری و گذاری پویای بلیتهر لحظه از زمان نشان داده شده است. قیمت
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ین پژوهش را به شرح های اتوان نوآوریهزینه تبلیغ پویا، محاسبه شده است. به طور خلاصه می
 . کردخلاصه  زیر

ها و نکات مطرح در فروش بلیت تا حد ممکن هزینهاست در این پژوهش سعی شده      
تفریحی در نظر گرفته شود. مواردی نظیر امکان واگذاری رایگان بلیت، ـ  رخدادهای ورزشی

 افزودنظ شده است. با فروش غذا، نوشیدنی، کالاها، بیمه و سایر خدمات به خریداران بلیت لحا
ـ  کارگیری تابع پیوستهتابع تغییرات فصلی، مواردی که خارج از کنترل برگزارکنندگان بوده با به

شده است و به کمک کشش تبلیغ با  اجرادر تابع تقاضا،  𝜇(t) ،«شدت ورود»ای، به نام تکه
نرفته روی های فروشبلیتای، امکان ملاحظه موجودی تعداد تکه ـ استفاده از دو تابع پیوسته

ای کردن کشش قیمت در طول دوره فروش، از نکات برجستهرفتار خرید مشتریان، از طریق بروز
 های قبلی کمتر هستند که در پژوهش

اند. این مدل در مدیریت زنجیره عرضه )با تعیین و یا اصلًا وارد نشده به آن پرداخته شده است
های قبلی برای فروش مدل درضمنکاربرد است. شوند( نیز قابلهایی که فروخته میتعداد بلیت

هستند که یکبار و آن هم اولین استفاده قابلهایی بلیت رخدادهای تفریحی، تنها برای فعالیت
که این مدل، کاربرد برای چندین بار را دارد و الزام در صورتی[. 10، 9] پیوندددفعه به وقوع می

 د.اولین بار اجرا را ندار
های مختلف برای کارهای سازیآتی برای مدل هایپژوهشچراغ راه  تواندپژوهش حاضر می     

 :باشدپیشنهادی جدید زیر 

های نقلوهای آنلاین فروش بلیت هواپیما و سایر حملدر سیستم اجرااین پژوهش قابلیت      
 دیگر را دارد.

تواند برای برنامهبار آزاد است و می برگزاری تنها یکشده در این پژوهش از قید مدل ارائه     
 شود. اجرادهند نیز ای در فواصل زمانی متناوب رخ میصورت سری و زنجیرهههایی که ب

تواند با استفاده از مدیریت دانش و ابزارهای هوش مصنوعی، مدلی های تکمیلی میپژوهش     
از توان . برای نمونه میکندده در این مقاله، ارائه شپارامترهای مدل معرفی هبرای تخمین بهین

پژوهش برای. [ 3]و مطالعات دیگر در این راستا استفاده کرد( 2019مقاله بلوندت وهمکاران )
توان به حوزه کنترل بهینه احتمالی پرداخت. پژوهشگران علاقمند با ورود به این بیشتر می های

های واقعی این فرآیند علمی در محیط اجرایدر جهت های بلندی توانند گامزمینه از مطالعات می
 و سهمی در تولید دانش داشته باشند.  بردارندکار وکسب
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  اثبات برخي از روابط: ضمیمه
)مسیر بهینه، (  8) اثبات معادله )x tنرفته تا زمانهای فروشتعداد بلیت t: 
 برابر است با: (𝑥(𝑡)𝑒𝑄(𝑡))مشتق عبارت 

𝑑

𝑑𝑡
(𝑥(𝑡)𝑒𝑄(𝑡)) = 𝑒𝑄(𝑡)𝑥(𝑡)̇ + 𝑞(𝑡)𝑥(𝑡) 𝑒𝑄(𝑡) 

= −𝑒𝑄(𝑡) (−𝑥(𝑡)̇ − 𝑞(𝑡)𝑥(𝑡)) = −𝑒𝑄(𝑡)𝜆(𝑢)(𝑡) 
 

 در پرانتز آخر حاصل شد. ، ( 5)آخرین تساوی از جایگذاری رابطه 
لایپنیتس برای  -نیوتن و استفاده از فرمول Tتا  tاز  بالاگیری از طرفین تساوی با انتگرال     

 توان نوشت:آن می
 

∫
𝑑

𝑑𝑠
(𝑥(𝑠)𝑒𝑄(𝑠))

𝑇

𝑡

ds = ∫ −𝑒𝑄(𝑠)𝜆(𝑢)(𝑠)
𝑇

𝑡

𝑑𝑠 

𝑥(𝑇)𝑒𝑄(𝑇) − 𝑥(𝑡)𝑒𝑄(𝑡) = ∫ −𝑒𝑄(𝑠)𝜆(𝑢)(𝑠)
𝑇

𝑡

𝑑𝑠 

 
𝑥(𝑇)با توجه به شرط مرزی  و =  شود. حاصل می ،8رابطه  0
 

𝑥(𝑡) = 𝑒−𝑄(𝑡) ∫ 𝑒𝑄(𝑠)𝜆(𝑢)𝑇

𝑡
(𝑠)𝑑𝑠         (8 )                                                                

 

)*، مسیرهای بهینه زماني قیمت12و  11اثبات معادلات  )p tتبلیغ  و*( )w t: 
ν(t. u) سود ناخالص در هر لحظهt کردن هزینه تبلیغ برابر است با:اضافه، با 

 
ν(t. u) = ν(t. p. w) = 𝑒−𝑅(𝑡)[(𝑝 − 𝑐(𝑡))𝜆(𝑡. 𝑝. 𝑤) − 𝑤𝑎(𝑡)]                            

 
.ν(tسود  u) ای در تکه، تابع پیوستهt و برحسب  استp  وw کنید:پذیر است. فرض مشتق  

 
𝜋1

∗(𝑇) = 𝜋1(𝑇. 𝑢∗) 
  

∗𝑢است و  ،7که نمادی برای مقدار بهینه معادله       = (𝑝∗. 𝑤∗) مقادیر بهینه  دهندهنشان
 توان نوشت:می ،10 . اکنون با توجه به معادلهاستای متغیرهای کنترل بر
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𝜋1
∗(𝑇) = ∫ 𝑒−𝑅(𝑇)[(𝑝(𝑡) − 𝑐(𝑡))𝜆(𝑢)(𝑡) − 𝑤(𝑡)𝑎(𝑡)]𝑑𝑡

𝑇

0𝑢𝜖𝑈𝑇

𝑠𝑢𝑝

        (∗) 

= ∫ ν(t. 𝑝. 𝑤)𝑑𝑡
𝑇

0𝑢𝜖𝑈𝑇

𝑠𝑢𝑝

 

  
 tصدق کنند را پیدا کرد. برای هر  (∗)که در  (𝑝∗(𝑡).𝑤∗(𝑡))ای باید قیمت و تبلیغ بهینه     

)دلخواه، مشتق تابع نرخ تقاضا  )tλ برای متغیرهای کنترل 1 در رابطه )p  وw (𝑝. 𝑤 > 0) 
 توان نوشت:وجود داشته و می

𝜕𝜆

𝜕𝑝
(𝑡. 𝑝. 𝑤) = −

𝜀(𝑡)

𝑝
𝜆(𝑡. 𝑝. 𝑤)           (𝑖) 

𝜕𝜆

𝜕𝑤
(𝑡. 𝑝. 𝑤) =

𝛿(𝑡)

𝑤
𝜆(𝑡. 𝑝. 𝑤)              (𝑖𝑖) 

 
ها برابر نسبت به آن 𝜈ست که مشتقات اول ا آن  ∗𝑤و  ∗𝑝بودن شرط مرتبه اول برای بهینه     

 بنابراین: ؛صفر باشد
𝜕𝜈

𝜕𝑝
(𝑡. 𝑝∗. 𝑤) = 𝑒−𝑅(𝑡)(𝜆(𝑡. 𝑝∗. 𝑤) + (𝑝∗ − 𝑐(𝑡))

𝜕𝜆

𝜕𝑝
(𝑡. 𝑝∗. 𝑤)) 

= 𝑒−𝑅(𝑡)(𝜆(𝑡. 𝑝∗. 𝑤) (1 − 𝜀(𝑡)
𝑝∗ − 𝑐(𝑡)

𝑝∗
) = 0           (𝑖𝑖𝑖) 

𝜕𝜈

𝜕𝑤
(𝑡. 𝑝. 𝑤∗) = 𝑒−𝑅(𝑡) ((𝑝 − 𝑐(𝑡))

𝜕𝜆

𝜕𝑤
(𝑡. 𝑝. 𝑤∗) − 𝑎(𝑡)𝑤∗𝑎(𝑡)−1)) 

= 𝑒−𝑅(𝑡) (
𝛿(𝑡)

𝑤∗
(𝑝 − 𝑐(𝑡))𝜆(𝑡. 𝑝. 𝑤∗) − 𝑎(𝑡)𝑤∗𝑎(𝑡)−1) = 0            (𝑖𝑣) 

 
دادن معادل با قرار (𝑖𝑣) و تساوی آخر در  (𝑖)از جایگذاری رابطه (𝑖𝑖𝑖)تساوی طرف دوم در      

 داریم:(𝑖𝑖𝑖)شود. از معادلهحاصل می (𝑖𝑖)آن از 
 

𝑝∗ − 𝑐(𝑡) =
𝑝∗

𝜀(𝑡)
                                        (𝑣) 

 شود:حاصل می ،11رابطه ، (𝑣)از 
 

p∗(t) =
ε(t)

ε(t)−1
c(t)                                                                                                    (11)  

 



1401 پايیز، 47انداز مديريت صنعتي، سال دوازدهم، شماره چشم   110 

)که در ابتدا  2شتاینرا و 1درفمن ،قضیه معروفشود. با استفاده از حال تبلیغ بهینه محاسبه می     
 ،(های مختلف درسی آمده استسپس در کتاب ،3ارائه شد ای پر استناد،طی مقاله1954در سال 

 ازای قیمت و تبلیغ بهینه داریم:به

𝑤∗𝑎(𝑡)(𝑡)

𝑝∗(𝑡)𝜆∗(𝑡)
=

∆(𝑡)

𝜀(𝑡)
                                               (𝑣𝑖) 

 
 توان نوشت:مقدار بهینه قیمت میکردن با لحاظ (𝑖𝑣)در 
 

𝑝∗ − 𝑐(𝑡) =
𝑎(𝑡)𝑤∗𝑎(𝑡)(𝑡)

𝜆∗(𝑡)𝛿(𝑡)
                                                

 
 توان نوشت:، می11و معادله  (𝑣𝑖)در معادله بالا، با استفاده از 

 
𝑤∗𝑎(𝑡)(𝑡)
ε(t)

ε(t)−1
c(t)

=
∆(𝑡)𝜆∗(𝑡)

𝜀(𝑡)
 

 
حاصل  ،12شود. با محاسبات جبری معادله قرار داده می ،4معادل آن از رابطه  𝜆∗(𝑡)جای به

 . شودمی

w∗(t) = cw(t) (
μ(t)

c(t)ε(t)−1
)

1

a(t)−δ(t)
                         (12              )  

 

. شرط کافی برای آنکه است  (𝑣)شدن شرط لازم برای بیشینه (𝑣𝑖)و  (𝑖𝑖𝑖) اما شروط     
آن است که ماتریس هشین  ،را بهینه کنند (𝑣) و 12 ،11 شده در معادلاتقیمت و تبلیغ محاسبه

𝑣 اما مشتقات مرتبه دوم تابع  ؛ها معین منفی باشدسبت به مقادیر بهینه آنن𝑣 ند از:اعبارت 
 

𝜕2ν

𝜕𝑝2
(𝑡. 𝑝∗(𝑡). 𝑤∗(𝑡)) = −(𝜀(𝑡) − 1)𝑒−𝑅(𝑡)

𝜆∗(𝑡)

𝑝∗(𝑡)
< 0 

 

𝜕2ν

𝜕𝑤2
(𝑡. 𝑝∗(𝑡). 𝑤∗(𝑡)) = −𝑎(𝑡)(𝑎(𝑡) − 𝛿(𝑡))𝑒−𝑅(𝑡)𝑤(𝑡)

∗𝑎(𝑡)−2 < 0 

                                                
1. Dorfman Robert 

2. Steiner Peter O. 

3. Dorfman, Robert, and Peter O. Steiner. (1954) Optimal Advertising and Optimal Quality. American 

Economic Review 44, 826-36. 
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𝜕2ν

𝜕𝑝𝜕𝑤
(𝑡. 𝑝∗(𝑡). 𝑤∗(𝑡)) = 𝛿(𝑡)𝑒−𝑅(𝑡)

𝜆∗(𝑡)

𝑤∗(𝑡)
(1 − 𝜀(𝑡)

𝑝∗ − 𝑐(𝑡)

𝑝∗
) = 0 

 
 :، زیرا، معین منفی استtبرای هر  𝑤∗(𝑡)و  𝑝∗(𝑡)نسبت به  νماتریس هشین 

 

𝐻 =
𝜕2ν

𝜕𝑝𝑤
2 =

[
 
 
 
 

𝜕2ν

𝜕𝑝2

𝜕2ν

𝜕𝑝𝜕𝑤

𝜕2ν

𝜕𝑤𝜕𝑝

𝜕2ν

𝜕𝑤2 ]
 
 
 
 

 

 

|𝐻1| = −(𝜀(𝑡) − 1)𝑒−𝑅(𝑡)
𝜆∗(𝑡)

𝑝∗(𝑡)
< 0 

 

|𝐻2| = (
𝜕2ν

𝜕𝑝2
×

𝜕2ν

𝜕𝑤2
− 0) > 0 

 
𝜋1، تابعی هدف 12و  11شده در معادلات بنابراین قیمت و تبلیغ معرفی

∗(𝑇) را ماکزیمم می
 کنند.
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