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Abstract 

Interactions between logic, measure and probability theories have always possessed 
significant importance in logic and model-theory. In this regard, numerous logical 
frameworks were introduced to connect these subjects. Integration-logic is amongst 
important ones of them that was first introduced by Keisler and Hoover and then 
developed in various works such as Bagheri-Pourmahdian paper and turned into a 
suitable logical framework for working with structures equipped with measures and 
integration operator. Also in a paper by Mofidi-Bagheri, a more abstract framework 
for working with operators more general than integration was introduced. Moreover, 
in a more recent work on connections of logic and measures, different aspects of 
dynamical-systems and measures in model-theory was published by Mofidi in 2018. 
One of the characteristics of Bagher-Pourmahdian framework is its boundedness, i.e. 
it is assumed that interpretation of every relation is a bounded function. Despite 
some advantages of this assumption (such as simplifying working with relations and 
proving ultraproduct and compactness theorems), it causes substantial limitations in 
the expressive-power of logic and its ability to interact with various mathematical 
structures. In this paper, we aim to resolve this limitations by strengthening and 
generalizing the framework of integration-logic in a way that relations be interpreted 
with (not-necessarily bounded) functions in 𝐿𝑝-spaces and furthermore, showing that 
fundamental results of ultraproduct and compactness theorems still hold (of course 
with new proofs and more subtle techniques). This generalization can provide more 
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interactions with structures such as 𝐿𝑝-spaces and (not-necessarily-bounded) 
random-variables which are central notions in analysis and statistics. 

Keywords: Unbounded integration logic; ultraproduct theorem; compactness 
theorem; 𝐿𝑝-spaces. 
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 250 - 237، 1400 پاییز و زمستان، 2، شمارة 12پژوهشی)، سال ـ علمی نامۀ علمی (مقالۀ  دوفصل

 کراندار به منطق انتگرالو رویکردي غیر منطق، اندازه

 *علیرضا مفیدي

 چکیده
هاي اندازه و احتمال همواره از رویکردهاي مهم مطالعات در علـم   تعامل منطق با نظریه

در این راستا بسترهاي منطقی متعددي براي تلفیـق ایـن    .منطق و نظریه مدلها بوده است
اي مهـم از آنهاسـت کـه در ابتـدا توسـط       اند. منطق انتگرال نمونه ها بوجود آمده شاخه

کیسلر و هوور معرفی و بررسی گردید و سـپس در مقـالات مختلـف از جملـه مقالـه      
سـب کـار بـا    اش تکمیلتـر و تبـدیل بـه بسـتري منطقـی منا      پورمهدیان مطالعه-باقري

اند شد. همچنین توسـط   ها در آنها حائز اهمیت گیري روي اندازه ساختارهایی که انتگرال
تـر از صـرفا انتگـرال بـه      تر براي کار با اپراتورهاي گسـترده  باقري بستري کلی-مفیدي

عنوان سور فراهم گردید. ضمنا در کاري موخرتر در ارتباط انـدازه و منطـق، در سـال    
ها در نظریه مـدل   هاي دینامیکی به اندازه مختلفی از رویکردهاي سیستمهاي  جنبه 2018

پورمهـدیان  -هـاي بسـتر منطقـی بـاقري     توسط مفیدي به چاپ رسید. یکی از ویژگـی 
شود تعبیـر روابـط منطقـی همگـی      می آن است بدین معنا که همواره فرض کرانداري

شـدن کـار بـا روابـط و      راحت اند. این ویژگی در کنار مزایایی از قبیل توابعی کراندار
بنـدي   بیان، اصـل  اثبات قضایاي فراضرب و فشردگی، محدودیتهاي مهمی را در قدرت

کنـد. در ایـن مقالـه قصـد      ساختارها و تعامل با ساختارهاي متنوع ریاضیاتی ایجاد می
شـده از قالـب منطـق     یافتـه و تقویـت   داریم این محدودیت را رفع کرده، ورژنی تعمیم

 𝑳𝒑کرانـدار) در فضـاهاي  -لزوما-عرفی کنیم که تعبیر روابط بتوانند توابعی (نهانتگرال م

، تهران) کیتکن ی(پل ریرکبیام یدانشگاه صنعت وتر،یو علوم کامپ یاضیر ةدانشکد ،عضو هیئت علمی *
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هایی بـا   باشند و نیز قضایاي بنیادي فراضرب و فشردگی نیز با فرمی قویتر (و البته اثبات
و نیـز   𝑳𝒑هاي جدید) برقرار باشند. با این تعمیم امکان تعامل بیشتر بـا فضـاهاي   تکنیک

خشـهاي مهمـی از آنـالیز و    کرانـدار (در احتمـال) کـه ب   -لزوما-متغیرهاي تصادفی نه
 گردد. هستند فراهم می احتمالات

 .𝐿𝑝فضاهاي  ،قضیه فشردگی فراضرب،قضیه  ،منطق انتگرال بیکران ها: دواژهیکل
 

 مقدمه. 1

ارتباط و تعامل منطق با نظریـه هـاي انـدازه و احتمـال همـواره از رویکردهـاي مهـم        
مطالعاتی در علم منطق بوده است. بخصوص در نظریه مدلها از گذشته تاکنون بـه ایـن   
موضوع بسیار پرداخته شده است و قالب ها و بسترهاي منطقی مهمی براي تلفیق منطق، 

اند. منطق انتگرال یکی از این بسـترهاي مهـم مـی     مدهنظریه اندازه ها و احتمال بوجود آ
 ,Hoover)و  (Keisler, 1985)باشد. این منطق در ابتدا توسط کیسلر و هـوور در مقـالات   

 (Fajardo, Keisler, 2002)معرفی و مطالعه شد و سپس توسط کیسلر و فاخادرو در  (1978
 ـ    -ت. سـپس توسـط بـاقري   براي مطالعه فرآیندهاي تصادفی مـورد اسـتفاده قـرار گرف

مطالعه آن تکمیلتر شـد و تبـدیل بـه     (Bagheri-Pourmahdian, 2009)پورمهدیان در مقاله 
بستري منطقی مناسبی براي کار با ساختارهاي ریاضی کـه مجهـز بـه انـدازه بودنـد و      

چنین نویسنده این مقاله و بـاقري در   انتگرالگیري روي آنها داراي اهمیت بود گردید. هم
تـر از   قالب منطقی مجردتري براي کار با اپراتورهاي کلـی  (Mofidi-Bagheri, 2011) مقاله

انتگرال به عنوان سور معرفی نمودند. ضمنا نویسنده این مقاله در دو مقالـه قبلـی خـود    
[Mofidi-2018]  و[Mofidi-2020]  دینـامیکی و ترکیبیـاتی برخـی    -انـدازه اي  جنبه هـاي

 ـساختارهاي مرتبط با نظریه م خصـوص در مقالـه    هدل را مورد مطالعه قرار داده است. ب
[Mofidi-2018]     جنبه هاي مختلفی از رویکردهاي دینامیکی به اندازه هـا در نظریـه مـدل

ه شود لیست افرادي کـه در  بررسی و به چاپ رسیده بود. خالی از لطف نیست که اشار
ند علاوه بر کیسـلر و هـوور   هاي مرتبط با منطق انتگرال و کاربردهایش کار کرده ا حیطه

 که مبدعان آن بودند شامل افـراد متعـددي از قبیـل راسـکویچ، دوردویـچ، فاخـاردو،      

 ، باقري، پورمهدیان، مفیدي، خانکی، صفري و ... می باشد.چینویکودیا، چیمارکو
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-یکی از ویژگیهاي قالب منطـق انتگـرال در مقـالات قبـل مـثلا در مقالـه بـاقري       
بودن آن است به این معنا که از ابتدا در تعریف ساختارها فرض مـی  پورمهدیان کراندار 

گردد که تعبیر روابط منطقی همگی باید توابعی کراندار باشند. ایـن ویژگـی مزایـایی از    
قبیل راحت شدن کار با روابط و راحت شدن اثبـات قضـایاي فراضـرب و فشـردگی     

 دیتهاي مهمـی را در ایـن  داشته است. از سویی دیگر این فرض کرانـدار بـودن محـدو   
کردن ساختارها و تئوري ها و چـه تعامـل بـا     بندي منطق چه از نظر قدرت بیان و اصل

ساختارهاي متنوع ریاضیاتی مجهز به توابع بیکران ایجاد می کند. در واقع در ریاضـیات  
بخصوص نظریه اندازه و احتمال، در بسیاري از مواقع با تـوابعی غیـر کرانـدار مواجـه     

و یا متغیرهاي تصادفی غیـر   𝐿𝑝م که بطور طبیعی ظاهر می شوند (مثلا در فضاهاي هستی
کراندار). در این مقاله قصد داریم این محدودیت را تا حد زیـادي رفـع کنـیم و قالـب     
منطق انتگرال را تعمیم داده و تقویت نماییم و ورژنی گسترش یافته از آن معرفـی کنـیم   

ها کار کند و مشخصـا تعبیـر    گرفته و با آنبیکران را نیز دربر تواند روابطبه گونه اي که ب
باشند. بطور دقیقتر این قالب را بـه   𝐿𝑝روابط بتوانند توابعی نه لزوما کراندار در فضاهاي 

Lp  )𝑝گونه اي تقویت می کنیم بطوریکه بتواند توابعی که در فضاهاي  > ) هسـتند را  1
یافته را منطق انتگـرال بیکـران    ن قالب منطقی گسترشبر بگیرد. ای نیز به عنوان روابط در

می نامیم. بنابراین با این گسترش قالب منطـق انتگـرال، بسـیاري از بخشـهاي ریاضـی      
امکان ورود و تعامل با این منطق را می یابند. در واقع با این تعمیم امکان تعامـل بیشـتر   

لزوما کراندار) در احتمـال کـه از   و نیز متیرهاي تصادفی (نه  𝐿𝑝و کار کردن با فضاهاي 
نظر ریاضیات بسیار مهم هستند و بخشهاي مهمی از آنالیز و احتمال و ریاضیات پیوسـته  

رود. مـثلا بطـور مشـخص فضـاهاي احتمـال بـا متغیرهـاي         را شامل می شوند بالا می
لـب  تصادفی نه لزوما کراندار بطور کامل به عنوان مثالهایی از مفهوم ساختار در ایـن قا 

 منطقی جدید قرار می گیرند.
چنـان   که خواص اصـلی منطـق هـم   از سوي دیگر پس از این تعمیم، نشان دادن این

ر ماند نیازمند تلاشی مضاعف مـی باشـد چـرا کـه وجـود توابـع بیکـران د        می برقرار
راحتی می تواند اثبات فرمهاي کلاسیک قضیه فراضرب و فشـردگی را بـه    ساختارها به

این نیاز است که با تحلیلی عمیقتر نشان دهیم که چگونه می توان همزمـان  هم بزند. بنابر
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با اضافه کردن امکان کار با توابع بیکران همچنان این قضایا را اثبـات نمـود. از ایـن رو    
ثباتهـاي  هاي جدیدتري براي این قضایا ارائه می کنیم که نسبت بـه ا  در این مقاله اثبات

هاي ما نیاز بـه تکنیکهـاي جدیـدي دارد کـه در      اثبات واقعکلاسیک مفصلتر هستند. در
اثباتهاي گذشته که فقط با توابع کراندار کار می کردند وجود نداشت. ایـن تکنیکهـا را   

) بیان خواهیم نمود و سپس قضیه بنیادي فراضـرب  4و 3در فصلهاي پیش رو (فصلهاي 
ز آن نتیجـه خواهـد   را ثابت خواهیم کرد که پس از آن قضیه فشردگی بصورت روتین ا

 شد.  

 نیازها پیش. تعاریف و 2

 در ذیل به بیان برخی مقدمات و تعاریف مورد نیاز در مقاله می پردازیم.

,𝑋)یک فضاي انـدازه   : در1تعریف  ℬ, 𝜇)     و تـابع انـدازه پـذیر𝑓:𝑋 → ℝ   و عـدد
0حقیقی  < 𝑝 <  مقدار زیر است: 𝑓نرم -𝑝، منظور از ∞

∥ 𝑓 ∥𝑝= �∫ |𝑓|𝑝𝑑𝜇�
1
𝑝. 

𝑝 همچنین اگر  =  نرم بصورت زیر تعریف می شود:-𝑝 ، آنگاه ∞

∥ 𝑓 ∥∞= 𝑖𝑛𝑓 {𝑎 ≥  0: 𝜇({𝑥: |𝑓(𝑥)| > 𝑎}) = 0}. 
 

 L∞(𝑋))(  Lp(X)نرم) متنـاهی بـا   -∞نرم (-𝑝با  𝑋فضاي همه توابع اندازه پذیر روي 
 نشان داده می شود.

 لم زیر در اثبات گزاره هاي مقاله مورد نیاز خواهد بود:

µ(X)): اگـــر (Folland, 1999(از کتـــاب  2لـــم  < 0و  ∞ < r < s ≤ ، آنگـــاه ∞
L𝑠(µ) ⊆ Lr(µ)   و نیز 

∥ 𝑓 ∥𝑟⩽∥ 𝑓 ∥𝑠. 𝜇(𝑋)
1
𝑟−

1
𝑠 . 

تابع استفاده مـی گـردد منظـور     توجه: در این مقاله هرگاه از کلمه بیکران براي یک
𝑓:𝑋مقـدار مثـل   -می باشد. تابعی حقیقـی  "لزوما کراندار نه" → ℝ    را کرانـدار گـوئیم
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𝑐هرگاه عدد حقیقی اي مانند  ∈ ℝ   به گونه اي موجود باشد که براي هـر𝑥 ∈ 𝑋   داشـته
|𝑓(𝑥)|باشیم  ≤ 𝑐. 

در مـورد   "تقریبا براي هر نقطـه "توجه: وقتی در کار با یک فضاي اندازه از عبارت 
براي هر نقطه به جز نقاط زیـر مجموعـه   "آن فضا استفاده می شود منظور این است که 

 ."فراي از اندازه ص
 
 
 
 

 )ها و ساختارها زبان، فرمول(معرفی منطق انتگرال بیکران  .3

کـه   "منطق انتگـرال بیکـران  "در این فصل به عنوان یکی اهداف اصلی مقاله، به معرفی 
د می پردازیم و بـا ایـن کـار    گسترش و تقویت اي از منطق انتگرال کلاسیک خواهد بو

اندار ساختارهاي ریاضیاتی با منطـق از طریـق   اي را براي تعامل روابط نه لزوما کر زمینه
منطق انتگرال فراهم می آوریم. در ذیل شروع به معرفی ساختار نحوي (زبان و فرمولهـا)  

 و معنایی (ساختارها) این منطق گسترش یافته می نماییم.
زبانی مرتبه اول شامل نمادهاي ثابت و رابطـه اي و تـابعی بـا تعـداد      ℒفرض کنید 

داراي یـک نمـاد رابطـه اي متمـایز      ℒخواه باشد. همواره فرض می کنیم که  مواضع دل
یـک سـه تـایی     𝑅برمی باشـد. همچنـین بـه هـر نمـاد رابطـه اي        𝑒براي تساوي مثل 

(pR, 𝑏R, cR) حقیقی نامنفی نظیر می شود که به  از اعدادpR  سطح، به𝑏R   کران، و بـهcR 
p𝑅گوییم در حالی که  𝑅نرم -سوپریمم  > نا منفی هسـتند و همچنـین     cRو  bRنیز و  1 

𝑝R  وcR   هم باشند. این پارامترها کـه جدیـد بـوده و متنـاظري در منطـق       ∞می توانند
انتگرال کلاسیک ندارند عناصر فنی مهمی هستند که در اثباتهـاي قضـایا کمـک کننـده     

 خواهند بود.
ه منطـق  در این منطق مجموعه اعداد حقیقی فضاي ارزش اسـت. عطـف هـا مشـاب    

 𝑟و نیـز   |  |(یعنی ماکزیمم و مینیمم) و نیز قدر مطلق  ∨و  ∧، + انتگرال کلاسیک شامل 
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ضرب بین هـر دو فرمـول کـه حـداقل      ⋅عدد حقیقی می باشند. همچنین عمل  ربراي ه
نیـز   ∫نرم متناهی باشد به عنوان عطف تعریف می شود. نمـاد  -یکیشان داراي سوپریمم

,𝑥,𝑦ور استفاده می گـردد. همچنـین لیسـت نامتنـاهی     همانند گذشته به عنوان س 𝑧, از  …
:ξتابعی مثل   𝑀اي روي ساختار  متغیرها داریم. تعبیر هر نماد رابطه Mn → ℝ  .می باشد 

بصـورت اسـتقرایی بصـورت زیـر      ℒ: مجموعه فرمولها در یک زبان مثل 3تعریف 
 شوند):شود (ترم هاي زبان مثل حالت معمول تعریف می  می تعریف

,𝑥1موضعی باشد و -𝑛یک نماد رابطه اي  𝑅اگر . 1 … , 𝑥𝑛   نمادهاي متغیري باشـند در
,𝑅(𝑥1صورت  این … , 𝑥𝑛)  یک فرمول اتمی با سطح𝑝𝑅 کران ،𝑏𝑅 نـرم  -، و سـوپریمم𝑐𝑅 

𝑐𝑅است. همچنین اگر  < ,𝑡1و نیز  ∞ … , 𝑡𝑛   ترم باشند، در اینصـورت𝑅(𝑡1, … , 𝑡𝑛)   یـک
مـی باشـد. بطـور خـاص رابطـه       𝑐𝑅نـرم  -و کران و سوپریمم 𝑝𝑅تمی با سطح فرمول ا
 یک فرمول اتمی است. 𝑒(𝑥,𝑦)تساوي 

𝑐𝑟یک فرمول با   𝑟هر عدد حقیقی . 2 = |𝑟|  و𝑏𝑟 = |𝑟|  و𝑝𝑟 =  .می باشد ∞

𝜉عددي حقیقی. در آنصـورت   𝑟فرمولهایی باشند و  𝜓و  𝜙فرض کنید . 3 = 𝜙 + 𝜓 
p𝜉نیز فرمولی با سطح تعریف شده بـا   = min {pϕ, p𝜓}   و کـران𝑏𝜉 = 𝑏𝜙 + 𝑏𝜓   و نیـز

𝑐𝜉نرم -سوپریمم = 𝑐𝜙 + 𝑐𝜓  می باشد. همچنین𝑟𝜙     نیز فرمـولی بـا سـطح𝑝𝜙   و کـران
|𝑟|𝑏𝜙 نرم -و سوپریمم𝑟𝑐𝜙 .می باشد 

𝜙فرمولهایی باشـند، آنگـاه    𝜓و  𝜙اگر . 4 ∧ 𝜓  و𝜙 ∨ 𝜓      نیـز فرمولهـایی بـا سـطح
min {𝑝𝜙 , 𝑝𝜓} کران ،𝑏𝜙 + 𝑏𝜓 نرم -و سوپریممm𝑎𝑥 {𝑐𝜙, 𝑐𝜓} .هستند 

𝑐𝜙فرمولهایی باشند بطوریکه  𝜓و  𝜙اگر . 5 , 𝑐𝜓 < فرمـولی بـا سـطح     𝜙.𝜓آنگاه  ∞
min {pϕ, p𝜓}  و کران𝑏𝜙 . 𝑏𝜓 نرم -و سوپریمم𝑐𝜙 . 𝑐𝜓 .است 

∫گاه فرمول باشند آن 𝜙اگر . 6 𝜙(𝑥,𝑦)𝑑𝑦    نیز یک فرمول بـا سـطح𝑝𝜙  کـران ،𝑏𝜙  و
 است. 𝑐𝜙نرم -سوپریمم

مان را ارائه می دهیم که تفاوتش با تعریـف   در زیر تعریف ساختارها در قالب منطقی
است که اجازه می دهد  4و  1در آیتمهاي  (Bagheri-Pourmahdian, 2009) کلاسیک مقاله

 را وارد می کند. cRو  pR ،𝑏Rتعبیر روابط بیکران نیز باشند و پارامترهاي جدید 
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سـاختار بیکـران سـاختاري بصـورت     -ℒ، منظور از یـک  ℒ: در یک زبان 4تعریف 
(𝑀,ℬ𝑛, 𝜇𝑛)𝑛∈𝜔          است که عبـارات زیـر برقـرار باشـند (لازم بـه ذکـر اسـت کـه در

هـا   𝑀𝑛هایی روي توانهـاي   ها سیگما جبرها و اندازه 𝜇𝑛و  ℬ𝑛گذاري بالا منظور از نماد
 می باشد):

1 .𝑀  نکته که تعبیر هر نماد رابطه اي یک ساختار مرتبه اول است با این𝑛-  موضـعی
:𝑅𝑀به صورت  تابعی 𝑅مثل  𝑀𝑛 → ℝ  است کهsup |𝑅𝑀| ≤ 𝑐𝑅     ضـمنا یـادآوري مـی)

 هم باشد). ∞می توانند   cRکنیم که  

,𝑀𝑛)طبیعی،  𝑛براي هر . 2 ℬ𝑛 , 𝜇𝑛)  یک فضاي اندازه است و𝜇1(𝑀) ≤ 1. 

:𝑡𝑀اي یک تابع اندازه پذیر  𝑡(𝑥̅)تعبیر هر ترم . 3 𝑀𝑛 → 𝑀 .است 

,𝑡1(𝑥̅)بــراي هــر مجموعــه تــرم    . 4 … , 𝑡𝑘(𝑥̅) تــابع ،𝑥̅ ↦ (𝑡1
𝑀(𝑥̅), … , 𝑡𝑘

𝑀(𝑥̅)) 
انـدازه پـذیر اسـت و نیـز      𝑅اسـت. همچنـین تعبیـر هـر نمـاد رابطـه اي        پذیر اندازه

||𝑅𝑀||pR ≤   𝑏R. 
𝜇𝑚گسترشی از اندازه ضربی  𝜇𝑚+𝑛اي  𝑚,𝑛براي هر . 5 × 𝜇𝑛 .است 

 اي نسبت به جابجایی متغیرها پایدار است. 𝜇𝑛هر . 6

زه پـذیر بـه   یک مجموعه انـدا  𝐵خاصیت فوبینی برقرار است به این معنا که اگر . 7
ــدازه   𝜇𝑚نســبت ان × 𝜇𝑛   ــر ــراي ه ــاه ب �𝑎 باشــد آنگ ∈ 𝑀𝑚   ــه �𝐵𝑎مجموع = {𝑏̅ ∈

𝑀𝑛|(𝑎̅, 𝑏̅) ∈ 𝐵}  مجموعه اي𝜇𝑛-  اندازه پذیر است. همچنین تـابع𝑥̅ ↦ 𝜇𝑛(𝐵𝑥̅)   تـابعی
𝜇𝑚-چنین  اندازه پذیر است. هم∫ 𝜇𝑛(𝐵𝑥̅)𝑑𝜇𝑚 = 𝜇𝑚+𝑛(𝐵) .برقرار است 

تعبیر فرمولها در ساختارها به شیوه طبیعی و به صورت اسـتقرایی انجـام مـی شـود.     
�𝑎فرمول باشـند و   𝜓(𝑥̅,𝑦)و  𝜙(𝑥̅) ، 𝜃(𝑥̅)ساختار و –ℒیک  𝑀براي مثال اگر  ∈ 𝑀 در ،

ــورت ارزش  𝜙)اینص + 𝜃)(𝑎�)  و(∫ 𝜓(𝑥̅,𝑦)𝑑𝑦)(𝑎�)  در𝑀    ــا ــه ب 𝜙)ک + 𝜃)𝑀(𝑎�)  و
(∫ 𝜓(𝑥̅,𝑦)𝑑𝑦)𝑀(𝑎�) :نشان می دهیم به صورت زیر تعریف می شود 

(𝜙 + 𝜃)𝑀(𝑎�) = 𝜙𝑀(𝑎�) + 𝜃𝑀(𝑎�), 
(∫ 𝜓(𝑥̅,𝑦)𝑑𝑦)𝑀(𝑎�) = ∫ 𝜓𝑀(𝑎�,𝑦)𝑑𝑦. 

 مشاهده زیر برقرار است و تایید درستی آن خیلی مشکل نمی باشد:
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یک تابع انـدازه پـذیر اسـت.     𝑀ساختاري مثل -ℒ: تعبیر هر فرمول در هر 5مشاهده 
 داریم 𝜙(𝑥̅,𝑦�)چنین براي هر فرمول  هم

� (∫ 𝜙𝑀(𝑥̅,𝑦�)𝑑𝑥̅𝑀𝑛 )
𝑀𝑚 𝑑𝑦� = ∫ 𝜙𝑀(𝑥̅,𝑦�)𝑑(𝑥̅𝑦�)𝑀𝑛+𝑚 .   

�𝑎به علاوه، براي هر پارامتر  ∈ 𝑀𝑚  فرمول با پـارامتر ،𝜙(𝑥̅, 𝑎�)     اي نیـز انـدازه پـذیر
 داریم: 𝜙(𝑥̅)چنین براي هر فرمول  است. هم

𝜙𝑀(𝑥̅) ∈ 𝐿𝑝𝜙(𝑀𝑛),  
||𝜙𝑀||𝑝𝜙 ⩽ 𝑏𝜙 ,  
𝑠𝑢𝑝 |𝜙𝑀| ⩽ 𝑐𝜙 .  

یک فضاي احتمال دلخواه و مجموعـه اي از متغیرهـاي تصـادفی (نـه لزومـا       مثال:
𝑝هاي( 𝐿𝑝کراندار) روي آن که توابعی در  > ) آن فضا باشند را در نظر بگیریـد. ایـن   1

فضایی بسیار رایج و مهم در ریاضیات و نظریه احتمال می باشد. به راحتـی مـی تـوان    
سـاختارهاي منطقـی   -ℒمشاهده نمود که این فضا در واقع یک مثال و نمونه از مفهـوم  

ت متناظر بـا  (در منطق انتگرال بیکران) معرفی شده در این مقاله می باشد. در واقع کافیس
قرار دهیم. در اینصـورت بـه راحتـی از     ℒهر متغیر تصادفی یک نماد رابطه اي در زبان 

 طبیعی استخراج خواهد شد. طور ساختار به-ℒفضاي ما یک 
 

 )ورژن بیکران(هاي بنیادي فراضرب و فشردگی در منطق انتگرال  قضیه. 4

تقویتی از منطق انتگرال کلاسـیک  در فصل قبل منطق انتگرال بیکران به صورت تعمیم و 
اي توابعی بیکران باشـند. همانگونـه    معرفی گردید که اجازه می داد تعبیر نمادهاي رابطه

که در مقدمه نیز اشاره شد وجود توابع بیکران در ساختارها به راحتی می توانـد اثبـات   
ده از هاي کلاسیک قضیه فراضرب و فشردگی را به هم بزند. فراضـرب یـک خـانوا    فرم
ℒ-        ساختارهاي بیکران مشابه آنچـه کـه در منطـق انتگـرال کلاسـیک (مـثلا در مقالـه

(Bagheri-Pourmahdian, 2009)      انجام شده است انجـام مـی گیـرد و مـا آن را در چنـد (
پاراگراف زیر یادآوري می کنیم. ولی نکته مهم و کلیدي این اسـت کـه اثبـات قضـیه     

کور و سایر مقالات کلاسیک، براي رویکرد بیکـران  بنیادي فراضرب موجود در مقاله مذ
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و تعمیم یافته ما دیگر کار نمی کنند. چرا که در آن مقالات فرض بسیار اساسی کرانـدار  
بودن روابط از ابتدا مفروض است و با برداشتن آن فرض، تکنیکهاي موجـود در اثباتهـا   

حلیلی عمیقتر می تـوان  دهد که با ت رد. هدف این فصل این است که نشانبه هم می خو
چنان این قضایا را اثبـات نمـود. در    همزمان با اضافه کردن امکان کار با توابع بیکران هم

تـر و   واقع با توجه به تعمیم روابط و امکان بیکران بودن، ما نیازمند به ارائه اثیاتی مفصل
در این مقالـه   است که اي ک هستیم که این در واقع نتیجهکلیتر نسبت به اثباتهاي کلاسی

در زیر در ادامه این فصل بدست می آیـد و یکـی    "قضیه فراضرب ورژن بیکران"و در 
هاي جدیدي هسـتیم کـه    از اهداف اصلی این مقاله می باشد. همچنین نیازمند به تکنیک

هـا قضـیه بنیـادي فراضـرب را      قبلا وجود نداشته است. در نهایت با کمک این تکنیک
از آن قضیه فشردگی بصورت روتین از قضیه بنیـادي فراضـرب   ثابت خواهیم کرد. پس 

نتیجه خواهد شد. همانطور که قبلا هم ذکر شد تعمیم و تقویت به حیطه بیکـران باعـث   
و متغیرهـاي   𝐿𝑝می شود بخشهاي بسـیار بیشـتري از ریاضـیات بخصـوص فضـاهاي      

 بگیرند. افته ما قراربستر منطقی تعمیم ی تصادفی نه لزوما کراندار، بیشتر در تعامل با
ابتدا تعریف کلاسیک فراضرب ساختارهاي اندازه اي را مرور مختصري مـی کنـیم.   

𝑀𝑖فرض کنید  = (𝑀𝑖, ℬ𝑖 , 𝜇𝑖) )𝑖 ∈ 𝐼یک خـانواده اندیسـدار از   براي (ℒ-  سـاختارهایی
اي هـم   𝑀𝑖(بطور دقیقتر، هر یک از توانهاي هر  باشد 𝐼یک فرافیلتر روي  𝒟بیکران و نیز 

است که مشابه آنچه در تعریـف   𝜇𝑖𝑛اي و اندازه اي مثل  ℬ𝑖𝑛جبري مثل -مجهز به سیگما
ℒ-اند. ما فقط با توان اول کـار مـی کنـیم و بقیـه مشـابه       ساخت آمد به یکدیگر مربوط

𝑁است). مجموعه  = ∏ 𝑀𝑖𝒟 اي معمولی در نظر بگیرید. یـادآوري   را فراضرب مجموعه  
∏روي  ∽کلاسهاي رابطـه هـم ارزي    𝑀می کنیم که عناصر  𝑀𝑖𝑖     هسـتند کـه اینطـور
(𝑥𝑖)تعریف می شود که  ∼ (𝑦𝑖)    اگر و تنهـا اگـر{𝑖|𝑥𝑖 = 𝑦𝑖} ∈ 𝒟   فـرض کنیـد .[𝑎𝑖] 

ساختاري به صورت زیـر تعریـف    𝑁در ضرب باشد. روي  (𝑎𝑖)کلاس هم ارزي عنصر 
 می کنیم:

𝑐𝑁در زبان قرار می دهیم  𝑐براي هر نماد ثابت  ـ = [𝑐𝑀𝑖 ]. 

 در زبان تعریف می کنیم: 𝐹براي هر نماد تابعی  ـ
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𝐹𝑁([𝑎𝑖1], … , [𝑎𝑖𝑛]) = [𝐹𝑀𝑖(𝑎𝑖1, … , 𝑎𝑖𝑛)]. 
 در زبان تعریف می کنیم: 𝑅براي هر نماد رابطه اي  ـ

𝑅𝑁([𝑎𝑖1], … , [𝑎𝑖𝑛]) = 𝑙𝑖𝑚𝒟([𝑅𝑀𝑖(𝑎𝑖1, … , 𝑎𝑖𝑛)]). 

تعریـف شـدند. حـال یـک      𝑁تا اینجا ساختارهاي رابطه اي و تابعی و ثوابت روي 
𝐴𝑖اي  𝑖تعریف می کنیم. اگر براي هر  𝑁اندازه روي  ⊆ 𝑀𝑖    مجموعه هاي انـدازه پـذیر

 گاه   باشند، آن

[𝐴𝑖] = {[𝑎𝑖]| {𝑖|𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑖} ∈ 𝒟} ⊆ 𝑁 

تلقی می کنیم (و لازم به ذکر اسـت کـه اینهـا     𝑁را یک مجموعه اندازه پذیر روي 
تشکیل جبر بول می دهند) و اندازه اختصاص داده شده به آن را به صورت زیر تعریـف  

 می کنیم:

𝜌𝑛([𝐴𝑖]) = 𝑙𝑖𝑚
𝒟

([𝜇𝑖𝑛(𝐴𝑖)]). 

با قضیه کاراتئودوري قابل گسـترش بـه انـدازه اي منحصـر بـه فـرد روي        𝜌𝑛حال 
(تولید شده توسط اندازه پذیرهاي پایه اي) می شود که آن را بـا   𝑁روي  𝒜سیگما جبر 

𝜇  یا)𝜇1 نشان می دهیم. بنابراین تاکنون فضاي اندازه ((𝑁, 𝒜, 𝜇)   را ساخته ایـم و𝑁  را
نیـز روي سـیگما جبـر      𝑁𝑛به اندازه مناسب هم مجهز کردیم. مشابها در مورد توانهاي  

𝒜𝑛  روي𝑁𝑛   می توانیم اندازه هاي مربوطه را بسازیم و آن را بـا𝜇𝑛     نشـان دهـیم و بـا
𝑁𝑛,𝒜𝑛)اینکار فضاي اندازه  , 𝜇𝑛) حال می توان به راحتی مشـاهده نمـود    ایم. را ساخته

𝑖که اگر براي هر  ∈ 𝐼  اي𝑓𝑖: 𝑀𝑖 → ℝ    تابعی اندازه پذیر و کراندار باشد آنگـاه تسـاوي
 زیر برقرار است:

∫ 𝑙𝑖𝑚𝒟 (𝑓𝑖)𝑁 = 𝑙𝑖𝑚𝒟(∫ 𝑓𝑖𝑀𝑖
). 

𝛼همچنین براي هـر   > :𝑥̅}، مجموعـه  0 |𝑅(𝑥̅)| > 𝛼}   در هـر𝑀𝑖   اي داراي انـدازه
(𝑏𝑅
𝛼

)𝑝𝑅  است. ضمنا خیلی سخت نیست مشاهده شود که𝑁 = (𝑁,𝒜𝑛 , 𝜇𝑛)    خـود یـک
ℒ-.ساختار بیکران است 
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𝛽(گزاره کلیدي): فرض کنید  6گزاره  > 0, 𝑝 > 𝑖و براي هـر   1 ∈ 𝐼  اي(𝑀𝑖 ,ℬ𝑖 , 𝜇𝑖) 
𝜇𝑖(𝑀𝑖)یک فضاي اندازه باشد بگونه اي که  ≤ 𝑞  و نیز𝑓𝑖: 𝑀𝑖 → ℝ   پـذیر  تـابعی انـدازه 

,𝑁,ℬ)باشد. فرض کنیـد   𝜈)         فراضـرب ایـن سـاختارها باشـد. همچنـین فـرض کنیـد
𝑙𝑖𝑚𝒟 ��|𝑓𝑖|�𝑝� ⩽ 𝛽:در اینصورت داریم . 

∫ 𝑙𝑖𝑚𝒟 𝑓𝑖𝑑𝜈𝑁 = 𝑙𝑖𝑚𝒟 ∫ 𝑓𝑖𝑑𝜇𝑖𝑀𝑖
. 

𝑙𝑖𝑚𝒟اثبات: تابع  𝑓𝑖  را با𝑓  و بـا توجـه بـه اینکـه      2نشان می دهیم. با استفاده از لم
𝜇𝑖(𝑀𝑖)اي  𝑖سـاختارها، بـراي هـر    -ℒطبق تعریـف   ≤ 𝑓𝑖||1||، خـواهیم داشـت   1

⩽

||𝑓𝑖||𝑝 بنابراین .𝑙𝑖𝑚𝒟(||𝑓𝑖||1
) ⩽ 𝛽  توجه شود کـه .| 𝑙𝑖𝑚𝒟 ∫ 𝑓𝑖𝑀𝑖

| ⩽ 𝑙𝑖𝑚𝒟 ||𝑓𝑖||1 ⩽ 𝛽 .
𝑖هاي ( 𝑓𝑖و  𝑓ابتدا گزاره را براي  ∈ 𝐼  نامنفی نشان می دهیم و سپس براي بـراي (𝑓  و𝑓𝑖 

𝑓طـور قـرار مـی دهـیم      هاي دلخواه ایـن  = 𝑓+ − 𝑓−   کـه𝑓+(𝑥) = max(𝑓(𝑥),0)  و
𝑓−(𝑥) = max(−𝑓(𝑥),0) حــال داریــم .𝑓+ = 𝑙𝑖𝑚𝒟 𝑓𝑖

−𝑓و  + = 𝑙𝑖𝑚𝒟 𝑓𝑖
. چــون هــر −

 نامنفی هستند داریم: −𝑓و  +𝑓دوي 

∫ 𝑓 = ∫ 𝑓+ − ∫ 𝑓− = 𝑙𝑖𝑚𝒟 ∫ 𝑓𝑖+𝑀𝑖
− 𝑙𝑖𝑚𝒟 ∫ 𝑓𝑖−𝑀𝑖

= 𝑙𝑖𝑚𝒟 ∫ 𝑓𝑖𝑀𝑖
.  

∫هـا نـامنفی انـد. نشـان خـواهیم داد کـه        𝑓𝑖و  𝑓بنابراین فرض کنیم کـه   𝑓𝑑𝜈𝑁 ⩾

𝑙𝑖𝑚𝒟 ∫ 𝑓𝑖𝑑𝜇𝑖𝑀𝑖
𝑡1. فرض خلف کنید که  = ∫ 𝑓𝑑𝜈𝑁 < 𝑙𝑖𝑚𝒟 ∫ 𝑓𝑖𝑑𝜇𝑖𝑀𝑖

= 𝑡2  قرار دهیـد .
𝛿 = 𝑡2−𝑡1

8
:𝐴𝑖,𝑛طبیعــی تعریــف کنیــد  𝑛و نیــز بــراي هــر   = {𝑥 ∈ 𝑀𝑖: 𝑓𝑖(𝑥) > 𝑛}  و
𝐵𝑖,𝑛: = 𝐴𝑖,𝑛

𝑐. 
𝑖�داریم  𝑛: براي هر Aمشاهده  ∈ 𝐼:∫ 𝑓𝑖𝑑𝜇𝑖𝐵𝑖,𝑛

⩾ 𝑡2 − 𝛿� ∉ 𝒟. 
𝜖: فرض کنید Bمشاهده  > 𝑖،  فیکس باشد. در اینصـورت بـراي تقریبـا هـر     0 ∈ 𝐼 ،

𝑈𝑖,𝜖مجموعه اندازه پـذیر   ⊆ 𝑀𝑖   ـ  𝜇𝑖(𝑈𝑖,𝜖)کـه   طـوري ه موجـود اسـت ب ⩽ 𝜖    و نیـز
∫ 𝑓𝑖𝑑𝜇𝑖𝑈𝑖,𝜖

⩾ 𝛿
2

. 
𝜖حال براي هر  > 𝐽بـالا،   Bاي با استفاده از مشاهده  0 ∈ 𝒟      اي و نیـز و بـراي هـر

𝑗 ∈ 𝐽  مجموعه ،𝑈𝑖,𝜖  معرفی شده در مشاهدهB    بـراي  2را می یابیم. حال با کمـک لـم ،
𝑖هر  ∈ 𝐽 :داریم 
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∥ 𝑓𝑖 ∥𝑝⩾∥ 𝑓𝑖|𝑈𝑖,𝜖 ∥𝑝⩾
∥𝑓𝑖|𝑈𝑖,𝜖∥1

𝜇(𝑈𝑖,𝜖)
1−1𝑝

⩾ 𝛿

2𝜖
1−1𝑝

.  

میـل مـی کنـد. بنـابراین بـا       ∞به صفر به سـمت   𝜖اما آخرین عبارت با میل کردن 
𝑓𝑖||𝑝||ها خواهیم داشـت   𝑖مناسب، براي تقریبا همه  𝜖انتخاب  > 2𝛽    ایـن نتیجـه مـی .
𝑙𝑖𝑚𝒟(||𝑓𝑖||𝑝)دهد که  > 𝛽 .که تناقض است 

∫حال براي برعکس باید ثابت کنـیم کـه    𝑓𝑁 ⩽ 𝑙𝑖𝑚𝒟 ∫ 𝑓𝑖𝑀𝑖
𝜖. یـک   > را فـیکس    0

هـاي   اي یافت کـه ویژگـی   را به گونه 𝑐𝑗صحیح مثبت یا صفر،  𝑗کنید. می توان براي هر
 باشند: زیر برقرار

𝑐0 ـ = 0 
𝑐𝑗اي   𝑗 براي هر ـ < 𝑐𝑗+1   و   𝑐𝑗+1 − 𝑐𝑗 < 𝜖 
ℝ⩾0 ـ = � [𝑐𝑗 , 𝑐𝑗+1]𝑗∈ℤ⩾0 

�𝑗،𝜈�𝑉𝑗براي هر  ـ = 𝑉𝑗که   0 ≔ 𝑓−1(𝑐𝑗). 

𝑈𝑗با قرار دادن  = �𝑥 ∈ 𝑁, 𝑐𝑗−1 < 𝑓(𝑥) < 𝑐𝑗� :داریم 

∫ 𝑓𝑑𝜈𝑁 ⩽ � 𝑐𝑗 . 𝜈�𝑉𝑗�
∞
𝑗=1  + � 𝑐𝑗 . 𝜈�𝑈𝑗�

∞
𝑗=1 .  

𝐵𝑗اما اگر قرار دهیم 
𝑖 = {𝑥 ∈ 𝑀𝑖, 𝑐𝑗−1 < 𝑓𝑖(𝑥) < 𝑐𝑗}   آنگاه𝑈𝑗 ⊆ [𝐵𝑗

𝑖] بنابراین از .
�𝜈�𝑉𝑗اي   𝑗جا که براي هر  آن =  ، نتیجه می گیریم که:0

∫ 𝑓𝑁 𝑑𝜈 ⩽� 𝑐𝑗 . 𝑙𝑖𝑚
𝒟

(𝜇𝑖(𝐵𝑗𝑖))
∞

𝑗=1
 ⩽ 𝑙𝑖𝑚

𝒟
(� 𝑐𝑗 . 𝜇𝑖(𝐵𝑗𝑖)

∞

𝑗=1
)  

 :دلخواه بود خواهیم داشت 𝜖جا که  از آن

∫ 𝑓𝑑𝜈𝑁 ⩽ 𝑙𝑖𝑚𝒟 ∫ 𝑓𝑖𝑑𝜇𝑖𝑀𝑖
.  

(قضـیه فراضـرب ورژن بیکـران):     7قضیه  ■به این ترتیب حکم به اثبات می رسد. 
,[𝑎𝑖1])و تقریبا هر (تقریبا به نسبت اندازه)  𝜙(𝑥̅)براي هر فرمول  … , [𝑎𝑖

𝑛]) ∈ 𝑁𝑛 داریم: 

𝜙𝑁([𝑎𝑖1], … , [𝑎𝑖𝑛]) = 𝑙𝑖𝑚
𝒟

[𝜙𝑀𝑖(𝑎𝑖1, … , 𝑎𝑖𝑛)]. 
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با استفاده از تعاریف حکم براي فرمولهاي اتمی برقرار اند. همچنین بوضـوح  اثبات: 
اگر دو فرمول برقرار باشد آنگاه براي هـر ترکیـب لاتیسـی و جبـري (جمـع و ضـرب       

 �𝑦 برقرار باشد. اگـر   𝜙(𝑥,𝑦�)اسکالر و ...) نیز برقرار خواهد بود. فرض کنید حکم براي 
اثبات شده در بالا و نیـز اسـتفاده از ایـن     "زاره کلیديگ"گاه با استفاده از  تهی باشد آن

𝜙𝑀𝑖||نکته که  ||
𝑝𝜙

⩽ b𝜙(𝑖 ∈ 𝐼) خواهیم داشت: 

∫ 𝜙𝑁(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑙𝑖𝑚
𝒟
𝜙𝑀𝑖(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑙𝑖𝑚

𝒟
∫ 𝜙𝑀𝑖(𝑥)𝑑𝑥. 

∫ناتهی باشد. مـی خـواهیم قضـیه را بـراي فرمـول       �𝑦حال فرض کنیم  𝜙(𝑥̅,𝑦�)𝑑𝑦� 
تـک موضـعی     �𝑥̅,𝑦برسانیم. بدون کاستن از کلیت می توان فـرض کـرد کـه     اثبات به

,xهستند و با  y   نشانشان می دهیم. هر𝑦 ∈ 𝑁  بصورت[𝑦𝑖]   قابل نمایش است که بـراي
𝑖هر  ∈ 𝐼  اي𝑦𝑖 ∈ 𝑀𝑖:تعریف کنید . 

𝐴: = {[𝑎𝑖] ∈ 𝑁:∫ (𝑙𝑖𝑚𝒟 𝜙𝑀𝑖(𝑎𝑖 ,𝑦𝑖))𝑑𝑦𝑁 ≠ 𝑙𝑖𝑚𝒟 ∫ 𝜙𝑀𝑖(𝑎𝑖 ,𝑦)𝑑𝑦𝑀𝑖
}.  

[𝑥𝑖]با فرض استقرا می توان دید که براي تقریبا همه  ∈ 𝑁   ها دو تـابع𝜙𝑁([𝑥𝑖], [𝑦𝑖]) 
𝑙𝑖𝑚𝒟و  𝜙

𝑀𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)  براي تقریبا همه[𝑦𝑖] ∈ 𝑁  ویند. بنابراین تنها کافیسـت  ها با هم مسا
ــان ــیم  نش 𝜈(𝐴)ده = ــه  0 ــد ک ــف کنی ــرض خل :𝛿. ف = 𝜈(𝐴) > ــد 0 ــف کنی . تعری

𝜃: = 𝑏𝜙. (4
𝛿

)
1
𝑝𝜙چنـــــین بـــــراي هـــــر  . هـــــم𝑖 ∈ 𝐼  اي تعریـــــف کنیـــــد

𝐶𝑖 = {𝑎 ∈ 𝑀𝑖: ||𝜙𝑀𝑖(𝑎, 𝑦)||𝑝𝜙
> 𝜃} بـراي هـر   "(گزاره کلیـدي)  6گزاره ". با کمک ،

[𝑎𝑖] ∈ 𝐴   داریـم𝑙𝑖𝑚𝒟(||𝜙𝑀𝑖(𝑎𝑖, 𝑦)||
𝑝𝜙

) = [𝑎𝑖]. بنـابراین  ∞ ∈ [𝐶𝑖]  پـس .𝐴 ⊆ [𝐶𝑖]  و
𝜈([𝐶𝑖]) ⩾ 𝛿 نتیجه می شود که .𝑘 ∈ 𝐼 است بـه گونـه اي کـه     اي موجود𝜇𝑘(𝐶𝑘) >

𝛿

2
 .

 داشت: فصل قبل خواهیم 5حال با کمک مشاهده 

(||𝜙𝑀𝑘(𝑥,𝑦)||𝑝𝜙)𝑝𝜙 ⩾ � (∫ |𝜙𝑀𝑘(𝑥,𝑦)|𝑝𝜙𝑑𝑦𝑀𝑘
)𝑑𝑥

𝐶𝑘
=

� (||𝜙𝑀𝑘(𝑥,𝑦)||𝑝𝜙)𝑝𝜙𝑑𝑥
𝐶𝑘

⩾ 𝜃𝑝𝜙 .𝜇(𝐶𝑘) > 𝑏𝜙
𝑝𝜙  

  ■بنیادي فراضرب به اتمام می رسد.که یک تناقض است. به این ترتیب اثبات قضیه 
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(نتیجـه زیـر) از    : حال با اثبات قضیه بنیادي فراضرب در بالا، قضیه فشردگی 8نکته 
 (Bagheri-Pourmahdian, 2009)طور طبیعی و روتین و بـا همـان روش مقالـه    ه روي آن ب

 ) و مشابه روش کلاسیک بدست می آید.4,7 (قضیه
 یر ارضـاپذیر ورژن بیکران): هـر تئـوري متناهیـا ارضـاپذ     -(قضیه فشردگی 9نتیجه 

 باشد. می
 

 گیري . نتیجه5

 ـ   هـاي  یهمنطق با نظر یقتلف يبرا یمهم یمنطق انتگرال بستر منطق  یانـدازه و احتمـال م
کـه   یـد گرد یاز منطق انتگرال معرف شده یتو تقو یافته یمتعم یمقاله، ورژن ینباشد. در ا
باشـند   یستندکه لزوما کراندار هم ن L^pيدر فضاها یتوانند توابع یروابط م یردر آن تعب

 یکهـاي بـا تکن  ییو اثباتهـا  یترقـو  یبا فرم یزن یفراضرب و فشردگ يدیابن یايقضا یزو ن
 ـ ینبرقرار باشند. با ا یدجد  یـز و ن L^pيمنطـق بـا فضـاها    یشـتر امکـان تعامـل ب   یمتعم
و احتمـالات   یزاز آنال یمهم ينه لزوما کراندار در احتمال که بخشها یتصادف یرهايمتغ

منطـق   یککه در ورژن کلاس حدودیتهاییاز م یاريبس یمتعم ین. اگردد یهستند فراهم م
وجـود   یاضـیاتی ر يساختارها و تعامل با سـاختارها  يبند اصل یان،ب  انتگرال در قدرت

 ـ یجادکند و امکان ا یداشت را رفع م و  یتـابع  يفضـاها  يدر تئـور  یشـتر ب ياکاربرده
 طقـی بسـتر من  یـن ا يکاربردهـا  یشترهر چه ب یافتن. یدنما یاحتمالات را فراهم م یهنظر
مطالعـات   يمـورد توجـه بـرا    یلتواند از مسا یم یاضیاتمختلف ر يدر بخشها یدجد

 باشد. ینهزم یندر ا یندهآ
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