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 استاديار بخش حسابداری دانشگاه زنجان
 

 (13۹8بهمن  16: رشيپذ خي؛ تار13۹8مهر  13: افتيدر خي)تار

ی هااستفادهی مختلف دانش بشری هاحوزهدر خصوص استفاده از مباحث مربوط به فرآيندهای تصادفی در 
قرار  موردمطالعهفرآيندهای بسیار مهمی که در فرآيندهای تصادفی  ازجملهاست.  آمدهعملبهگوناگونی 

ايه و مهندسی جهت درک ی علوم پهاشاخه. مطالعه اين نوع فرآيند در باشدیم، فرآيند مارکوف ردیگیم
ی اين نوع فرآيند تنها محدود ریکارگبه. اما باشدیمی از اهمیت بالايی برخوردار سازمدلو  هادهيپدرفتار 

ی سازمدل منظوربهی مختلف علوم انسانی هاحوزهاز آن در  توانیمبه علوم پايه و مهندسی نبوده و 
آينده و يا در ی هانسلی جمعیت نیبشیپی برای شناستیجمع، در حوزه مثالعنوانبهاستفاده نمود. 

باشد. با توجه به اينکه  کنندهکمک تواندیمی رفتار افراد فرآيند مارکوف نیبشیپزمینه روانشناسی برای 
ی و المللنیبطرح مفاهیم فرآيندهای تصادفی در حوزه حسابداری در سطح مقالات و تحقیقات  حالتابه

داخلی بسیار محدود بوده است، در اين مقاله سعی گرديده است تا مفاهیم نظری مربوط به فرآيندهای 
 .ی مارکوف و نمونه کاربردهای آن اشاره نمايیمهارهیزنجو سپس به بیان  شدهانیبتصادفی 
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 مقدمه

ی از اطلاعات بسیار قوی درآمده است که از توجهی زياد امجموعه صورتبهنظريه احتمال در حال حاضر 

مالی  ازجملهی مختلفی هانهیزمدر رياضیات و از اهمیتی کاربردی برخوردار است. اين نظريه معمولاً در 

ی در خصوص اينکه چه ریگمیتصمی آينده و نیبشیپو حسابداری برای استنتاج درست مطالب آماری، 

. در اينجا هدف آن است که به ديآیمسیاستی بايستی دنبال شود، کاربرد دارد و ابزاری ضروری به شمار 

ی احتمالی را هادهيپدی تصادفی بتوانیم برخی از سازمدلکمک مباحث مطرح در حوزه نظريه احتمال و 

کمک  تواندیماين راستا، استفاده از مباحث مطرح در فرايندهای تصادفی  ی نمايیم. درنیبشیپتبیین و 

و سپس به  شدهیمعرفشايانی به تحقق اين هدف نمايد. بنابراين، در اين تحقیق ابتدا فرايندهای تصادفی 

. لازم ميپردازیم، باشدیمی مارکوف که خود نوع خاصی از فرايندهای تصادفی هارهیزنجبحث در خصوص 

ی مارکوف در اينجا بحث خود را محدود به هارهیزنجذکر است که به دلیل گسترگی مباحث مربوط به  به

 .ميینمایمی خاصی از آن هاحوزه

 مفهوم فرایندهای تصادفی 

 Xتوان گفت که متغیر تصادفی است. در تعريف می 2بسط مفیدی از متغیرهای تصادفی 1فرايند تصادفی

 X(ω)مقدار  Ωی انمونهواقع در فضای  ωتابعی است که به هر برآمد  Eبا مقاديری واقع در مجموعه 

« خط»و « شیر»سکه، دو برآمد ممکن  بارک، در آزمايش پرتاب يمثالعنوانبه. دهدیمرا نسبت  Eدر 

Ωی انمونهفضای  صورت نيادر  که هستند = {H. T}  خواهد بود. حال فرض کنیمX صورتبه 

X(H) = X(T)و  1 = يک متغیر تصادفی است که مقادير  X صورت نياباشد. در  شدهفيتعر 1−

Eخود را از مجموعه  = . شودیمگفته  3در اصطلاح فضای حالت E. به مجموعه کندیماختیار  {1−.1}

از نوع پیوسته و يا گسسته باشد. در مثال پرتاب سکه، فضای  تواندیملازم به ذکر است که فضای حالت 

اختیار نمايد، نوع فضای  (∞.∞−)فضای حالت مقداری در  کهیدرصورت. باشدیماز نوع گسسته  حالت

tی دلخواه و به ازای هر امجموعه T میکنیمحالت پیوسته خواهد بود. حال فرض  ∈ T  ،Xt  متغیری

Eتصادفی و  ⊂ R  مجموعه ثابتی باشد و مقادير متغیرهای تصادفیXt  در داخل اين مجموعه باشد. يک

:Xt}، گردايه Eفرايند تصادفی با فضای حالت  t ∈ T}  از متغیرهای تصادفیXt  است که بر يک فضای

را فضای پارامتر  T. مجموعه کنندیماختیار  Eو مقادير خود را در مجموعه اندشدهفيتعراحتمال 

A. اگر نديگویم ⊂ E  يا (x ∈ E و )Xt ∈ A  يا (Xt = x) فرايند در زمان )يا مرحله(  ميیگویمt  در

Tاگر  خصوصبهی شمارا و امجموعه T( قرار دارد. اگر x)يا در حالت  Aمجموعه  = N = {0.1.… } 

باشد  (∞.∞−)يا  (∞.0) صورتبهی امجموعهگسسته( و اگر  بازمان) 4زمان -باشد، فرايند را گسسته

                                                           
1 Stochastic Process 
2 Random Variables 
3 State Space 
4 Discrete Time 
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 2گسسته را يک زنجیره باحالت. معمولاً يک فرايند تصادفی ميیگویمپیوسته  بازمان) 1زمان -آن را پیوسته

:Xt(ω)}ی مجموعه انمونهاز فضای  ω. برای هر نامندیم t ∈ T}  ی از ارمجموعهيزرا کهE  ،است

يا « حالت» Xt بیترتنيابه. رندیگیمرا زمان  t. معمولاً انديس ميیگویمفرايند  3یانمونهتحقق يا مسیر 

 است. tفرايند در زمان « وضعیت»

که در آن وضعیت سودآوری  میکنیمزمان به مثالی اشاره -در خصوص فرايند تصادفی از نوع گسسته

Ω صورتبهی انمونه. برای اين شرکت فضای باشدیمی انمونهفضای  دهندهلیتشکشرکت  = {P. L} 

وضعیت زيان برای شرکت  دهندهنشان Lوضعیت سود و برآمد  دهندهنشان Pاست که در آن برآمد 

n. برای اين شرکت متغیرهای تصادفی باشدیم = 1.2.3. … . ،Xn  میکنیمزير تعريف  صورتبهرا: 

Xn = {
اگر سالn ام سود ده باشد        1

اگر سالn ام زيان ده باشد        0
 

:Xn}در اين صورت  n ≥ Eزمان است که فضای حالت آن  -فرايند تصادفی گسسته {1 = و  {0.1}

ω صورتبه سالهدهشمارا است. اگر نتیجه عملیات اين شرکت برای يک دوره  = LLPPPPLPPL  بوده

 باشد، آنگاه خواهیم داشت:
X1(ω) = X2(ω) = X7(ω) = X10(ω) = 0 
X3(ω) = X4(ω) = X5(ω) = X6(ω) = X8(ω) = X9(ω) = 1 

ی هاسالدر حالت زيان و در  10و  7،  2، 1ی اهسال( در  X(ω)در اين مثال، وضعیت شرکت )يعنی 

 :باشدیمزير  صورتبهی انمونهنمودار اين مسیر در حالت سود بوده است.  ۹و  8، 6، 5، 4، 3

 
ی آنها ریگاندازهکه نحوه  شودیمدر بیشتر مباحث حوزه حسابداری از متغیرهايی استفاده  ازآنجاکه

متغیر تصادفی تشکیل  عنوانبهو فضای حالتی که اين متغیرها نوعاً  ردیگیمسالانه صورت  صورتبه

                                                           
1 Continuous Time 
2 Chain 
3 Sample Path 
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-شمارا تعريف شوند، بنابراين، بحث خود را محدود به فرايندهای تصادفی از نوع گسسته توانندیم، دهندیم

. باشدیم موردمطالعه، در حسابداری، سود حسابداری يکی از متغیرهای مثالعنوانبه. ميینمایمزمان 

فضای حالت شمارا برای  توانیمو  شودیمی و ارائه ریگاندازهسالانه  صورتبهاين متغیر معمولاً  جاکهازآن

 زمان آنها را بررسی نمود. -از ديدگاه فرايندهای تصادفی از نوع گسسته توانیمآن تعريف نمود، 

 قانون فرایند تصادفی

، فرض کنیم مثالعنوانبهی است. نیبشیپ، باشدیميکی از مباحث اصلی که در فرايندهای تصادفی مطرح 

ام باشد. در اين حالت فرايند تصادفی از نوع گسسته زمان است.  nنوع عملکرد شرکت در سال  Xnکه 

حال، اطلاعات مربوط به عملکرد شرکت تا زمان حاضر در دست بوده و بر اساس اين اطلاعات قصد داريم 

. باشدیمی در فرايندهای تصادفی نیبشیپنوعی  مسئلهد نمايیم. اين تا عملکرد دوره آتی شرکت را برآور

:Xt}مجموعه  صورتبه sبه عبارت دقیق، مجموعه اطلاعات تا زمان  t ≤ s}  ،میخواهیمدر دست است 

tبه ازای  ≥ s ،Xt  .برای اين منظور، فرض کنید را برآورد کنیم{Xn: n = 0.1.2.… فرايندی  {

Eت شمارای گسسته و فضای حال بازمانتصادفی  = {a0. a1. … باشد. حال قصد داريم تا عمل  {

مشاهده است و با اين مشاهدات مقدار  mی را انجام دهیم، بدين معنی که فرايند مثلاً تا زمان نیبشیپ

Xn (nمتغیر  ≥ m با معلوم بودن مقدار متغیرهای گريدعبارتبه. گرددیم( برآورد ،Xm. … . X1. X0 

 :در اصل منظور محاسبه مقدار احتمال زير است را به دست آوريم. يعنی Xnتوزيع  میخواهیم
P(Xn = y|X0 = x0. … . Xm = xn) 

احتمالاتی  ازنظری دارد که ارابطهتوزيع شرطی فوق تا حد زيادی بستگی به نوع  افتنيدرمیزان موفقیت ما 

… ، اگر متغیرهای تصادفی مثالعنوانبهبین متغیرها برقرار است.  . X1. X0 برابر باشند، يعنی با هم

 X1 = X2 = . زيرا در اين حالت فقط با مشاهده شودیمکامل انجام  طوربهی نیبشیپ صورت نيا، در ⋯

 X0 = x0 ،يعنی به ازای هر شودیممقدار تمام متغیرها معلوم  درنگیب ، n ≥ 1 ، Xn = x0 .

X0 ها مستقل باشند آنگاه اطلاعات Xn بالعکس، اگر  = x0. … . Xm = xmافتنيدرکمکی  گونهچیه 

 توزيع شرطی بالا نخواهند کرد. 

يی وجود دارند که مدل فرايند آنها نه از بستگی کامل مثال اول و نه از عدم وابستگی هاستمیس نیبنيدرا

هستند.  مؤثر. بلکه اطلاعات گذشته تا حدودی و به صورتی در رفتار آينده کنندیمکامل مثال دوم پیروی 

 . ميپردازیم، ويژگی مارکوف است که در ادامه به مطالعه آن هایوابستگ اين نيترساده ازجمله

 معرفی فرایندهای مارکوف

t0 کهیطوربه میکنیممشاهده   tkتا زمان t0فرض کنید وضعیت يک فرايند را از زمان  ≤ t1 ≤

000 ≤ tk−1 ≤ tk علاوه بر اين فرض کنید مقدار .xk  در زمانtk «اين فرايند و « حالت فعلی
{x0. x1. 000. xk−1} «آنگاهفرايند باشد. « یگذشتهی سابقه {xk+1. xk+2. ی هازمانبرای  {000

tk+1 ≤ tk+2 ≤ است که ناشناخته هستند. در فرايندهای مستقل، آينده کاملاً « زمان آينده» 000

ی گذشته در حالت سابقه، کل گريدعبارتبهمستقل از گذشته است و فقط به حالت فعلی بستگی دارد. 
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ی احتمال نیبشیپ، زيرا برای نامندیم 1. اين ويژگی را ويژگی بدون حافظه بودنشودیملاصه جاری خ

ی گذشته نیاز نداريم بلکه فقط به حالت جاری نیاز داريم. فرايند تصادفی را در صورتی سابقهآينده، به 

t0که به ازای  ميیگویمفرايند مارکوف  ≤ t1 ≤ 000 ≤ tk ≤ tk+1  :داشته باشیم 
P((X(tk+1) ≤ Xk+1|X(tk) = xk. X(tk−1) = xk−1. … . X(t0) = x0))

= P((X(tk+1) ≤ Xk+1|X(tk) = xk)) 
حافظه بودن دارای دو  بدون. خاصیت نامندیماين ويژگی بدون حافظه بودن را خاصیت مارکوفی نیز 

ی که فرايند در حالت جاری زمانمدت( 2از اطلاعات گذشته نیاز نداريم و  کدامچیه( به 1: باشدیمجنبه 

 ی ندارد. بوده است، تأثیر

، يعنی زمان و فضای رنديپذیمگسسته، زمان و حالت سیستم مقادير گسسته را  بازماندر زنجیره مارکوف 

ی مارکوف رهیزنجگفت که  توانیمگسسته  بازمان مارکوفحالت گسسته است. حال در تعريف زنجیره 

:Xn}گسسته يک فرايند تصادفی  بازمان n = 0.1.2.… حالت سیستم در زمان Xn است که در آن  {

nبه ازای  کهیطوربهاست  nی گسسته ≥ .i0و به ازای هر  jو  iو به ازای هر   0 i1. … . in−1 :داريم 
P(Xn+1 = y|X0 = x0. X1 = x1. … . Xn−1 = xn−1. Xn = x)

= P(Xn+1 = y|Xn = x) 

. يعنی فقط اطلاع از حالت فرايند در مرحله دهدیمکاربرد خاصیت مارکوفی را نشان  درواقعاين تعريف 

n ای تعیین توزيع حالت فرايند در مرحله برn + نخواهند  مؤثرو اطلاعات قبل از آن  کندیمکفايت  1

 بود.

P(Xn+1احتمال شرطی  = y|Xn = x) ی )از امرحلهيک  2را احتمال انتقال x در مرحله n ام به y 

n در مرحله  + که از ظاهر اين احتمال شرطی پیداست، اين احتمال بستگی  طورهمان. مینامیمام( 1

ی مارکوفی خواهیم پرداخت که اين احتمال به هارهیزنجدارد. در اين بحث، تنها به نوع n و x ، y به 

 n و  نديگویم 3ی مارکوفی را در اصطلاح زنجیره مارکوف همگنهارهیزنجبستگی نداشته باشد. چنین

 :گرددیمزير تعريف  صورتبه دهندیمنشان Pxy که با ی انتقال را هااحتمال
Pxy = P(Xn+1 = y|Xn = x).     n ≥ 0. x. y ∈ E 

ی عملیاتی هاتیفعالی نقدی حاصل از هاانيجرتبیین مقدار احتمال فوق، فرض کنید در خصوص  منظوربه

 باشد: شدهفيتعرزير  صورتبه  Xمتغیر تصادفی 

Xn = {
اگر سالn ام جريان های نقدی عملیاتی مثبت باشد        1

اگر سالn ام جريان های نقدی عملیاتی منفی باشد        0
 

رود که های نقدی عملیاتی شرکت مثبت بوده است و انتظار میام(، جريانn در يک سال مشخص )سال 

n های نقدی عملیاتی شرکت )سال جريان 15/0با احتمال  +  15/0احتمال  مقدارام( منفی گردد. به 1

                                                           
1 Memory Less 
2 Transition Probability 
3 Homogeneous Markov Chain 
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طی يک مرحله )در اين مورد يک سال( گفته  0به وضعیت  1در اصطلاح احتمال انتقال از وضعیت 

 دهیم:صورت زير نشان میشود و آن را بهمی
P01 = P(Xn+1 = 0|Xn = 1) = 0/15 

های مارکوف ادامه دهیم نیاز است تا بردارهای احتمال و قبل از اينکه بحث خود را در زمینه زنجیره

 ای )ماتريس تصادفی( تبیین گردد. ماتريس احتمال انتقال يک مرحله

 بردارهای احتمال

uبردار  = (u1. u2. … . un) وده ی آن اعداد نامنفی بهامؤلفهاگر تمام  شودیمخوانده  1بردار احتمال

 :باشدیم، بردار زير يک بردار احتمال مثالعنوانبهگردد.  1و مجموع آنها برابر با 

u = (
1

4
.
1

4
. 0.

1

2
) 

ی نامنفی هامؤلفهبا  uنکته مهمی که بايد در محاسبات به آن توجه داشت اين است که اگر يک بردار 

را چنان انتخاب کرد  λمقدار ثابت  توانیمباشد،  1از  تربزرگمجموع آنها  کهیطوربهوجود داشته باشد، 

 زير باشد: صورتبه u، اگر بردار مثالعنوانبهيک بردار احتمال گردد.  λuکه بردار 
u = (2.3.4.0.1) 

λ . بنابراين، اگرگرددیم 10ی اين بردار برابر هامؤلفهمجموع  =
1

10
ک بردار ي λuبردار  انتخاب شود 

 داريم: احتمال خواهد بود و
λu = (0/2.0/3.0/4.0.0/1) 

ی سود ده و زيان ده در يک سال معین هاشرکتتعداد  کهیدرصورت مثالعنوانبهبرای فهم بیشتر موضوع، 

uشرکت بوده باشد بردار  50شرکت و  200به ترتیب  = λو با در نظر گرفتن  (200.50) =
1

250
 

λu صورتبهبردار احتمال  =  .  گرددیم (0/8.0/2)

 (3ای )ماتریس تصادفییک مرحله 2انتقالماتریس احتمال 

Pماتريس مربعی  = [pij]  هر سطر آن از يک بردار احتمال  کهیدرصورترا ماتريس تصادفی گويند

 1باشد، يعنی هر عنصر اين ماتريس عددی نامنفی بوده و مجموع عناصر هر سطر آن برابر  شدهلیتشک

در انتقال بعدی  jبه حالت  iی احتمال انتقال از حالت فعلی دهندهنشان pij مؤلفهباشد. در اين ماتريس 

 ی انتقال دارای دو ويژگی زير هستند:هااحتمالگفت که در هر ماتريس تصادفی  توانیماست. بنابراين، 

pxy)الف( به ازای هر  ≥ 0        ، x. y ∈ E  

∑)ب( به ازای هر  pxyy∈E = 1     ، x ∈ E 

Eدر حالت کلی، اگر  = {0.1.2. …  زير خواهد بود: صورتبه Pباشد،  {

                                                           
1 Probability Vector 
2 Transition Matrix 
3 Stochastic Matrix 
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P =

[
 
 
 
 
p00 p01 p02 …
p10 p11 p12 …
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

pi0 pi1 pi2 …
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ]

 
 
 
 

 

ی زنجیره در يک مرحله است. هاحالتبه يکی از  xی رفتن از هااحتمالام اين ماتريس  xسطر 

E، ماتريس زير با فضای حالت مثالعنوانبه =  :باشدیميک ماتريس تصادفی  {0,1,2}

P =

[
 
 
 
 
0 1 0
1

2

1

6

1

3
1

3

2

3
0]
 
 
 
 

 

ی هر سطر نامنفی بوده و حاصل هامؤلفه، حاصل جمع شودیمکه در ماتريس فوق مشاهده  طورهمانزيرا 

p12 مؤلفه. در اين ماتريس باشدیمجمع آنها نیز برابر با يک  =
1

3
که احتمال انتقال از  دهدیمنشان  

طی يک مرحله برابر با  2به وضعیت  1وضعیت 
1

3
 ین بیان نمود:چن توانیماست و طبق ويژگی مارکوفی  

P12 = P(Xn+1 = 2|Xn = 1) =
1

3
 

ی هاتیفعالی نقدی حاصل از هاانيجريک مثال کاربردی در حوزه حسابداری، احتمال تغییر  عنوانبه

Eدر شکل يک ماتريس تصادفی با فضای حالت  توانیمی يک شرکت نمونه را گذارهيسرما = {I. O} 

زير بیان  صورتبهی نقدی خروجی( هاانيجرگويای  Oی نقدی ورودی و هاانيجرگويای  Iوضعیت )

 نمود:

P = [
0/85 0/15
0/55 0/45

] 

. باشدیم 1ی هر رديف نیز برابر با هامؤلفهنامنفی بوده و حاصل جمع  مؤلفهدر ماتريس فوق مقدار هر 

احتمال  دهندهنشان 0/85. در اين ماتريس، مقدار باشدیم، ماتريس فوق يک ماتريس تصادفی جهیدرنت

ی نقدی هاانيجراست، بدين معنی که احتمال اينکه در سال آينده  Iبه وضعیت  Iانتقال از وضعیت 

خواهد بود و مقدار  0/85ی دوباره حالت ورودی داشته باشد برابر با گذارهيسرمای هاتیفعالحاصل از 

در سال  0/15با احتمال گويای اين مطلب است که  0/15. عدد میدهیمنمايش  PIIاين احتمال را با 

در  کهیدرصورتی حالت خروجی خواهد داشت، گذارهيسرمای هاتیفعالی نقدی حاصل از هاانيجرآينده 

ی حالت ورودی داشته باشد. اين مقدار گذارهيسرمای هاتیفعالی نقدی حاصل از هاانيجرسال جاری 

ی هاانيجراحتمال تغییر وضعیت  کنندهانیب 0/55. مقدار احتمال میدهیمنشان  PIOاحتمال را با 

و مقدار احتمال  POIی از حالت خروجی به ورودی است که با نماد گذارهيسرمای هاتیفعالنقدی حاصل از 

ی از حالت خروجی به گذارهيسرمای هاتیفعالی نقدی حاصل از هاانيجراحتمال تغییر وضعیت  0/45

ی هاتیفعالی نقدی حاصل از هاانيجر. بدين معنی که اگر میدهیمنشان  POOخروجی است که با نماد 

 نیز در سال آينده منفی خواهد بود.  0/45 احتمالبهی در سال جاری منفی باشد گذارهيسرما
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 نمودار انتقال

حالت های موجود در يک زنجیره مارکوف و احتمال های انتقال میان آنها را می توان بوسیله نموداری به 

 pijبوسیله کمانی به هم وصل شده اند و  Ajو  Aiنشان داد که در آن حالت های  1انتقال نام نمودار

را نشان می دهد. بعنوان مثال، يک سیستم می تواند تنها در   Ajبه حالت  Aiاحتمال رفتن از حالت 

تغییر  قرار گرفته و طبق زنجیره مارکوف همگن از حالتی به حالت ديگر A3و  A1  ،A2يکی از سه حالت 

 حالت دهد. احتمال انتقال ها بوسیله ماتريس زير نشان داده شده است:

P = [

0/2 0/5 0/3
0/1 0 0/9
0/4 0/25 0/35

] 

 نمودار انتقال اين سیستم بصورت زير خواهد بود:

 
 

 در خصوص شرکت نمونه نیز می توان نمودار انتقال را بصورت زير ترسیم نمود:

 

 
                                                           
1 Transition Diagram 
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لازم به ذکر است که در تحلیل سیستم های مارکوفی رسم نمودار انتقال می تواند کمک شايانی درتجزيه 

 و تحلیل سیستم نمايد. 

 ایماتریس احتمال انتقال چندمرحله

:Xn}فرض کنیم  n = 0.1.2.… Pو ماتريس احتمال  Eيک زنجیره مارکوف با فضای حالت  { =

[pxy]  باشد. به ازایn ≥  ای:، احتمال ه mو  1
P(Xn+m = y|Xm = x)               x. y ∈ E 

pxyو با علامت  ميیگویمی امرحله nی انتقال هااحتمالرا 
(n)  را  هااحتمال. ماتريس اين میدهیمنشان

pxy. در خصوص میدهیمنشان  pnو با علامت  ميیگویمی امرحله nماتريس احتمال انتقال 
(n)  شرايط

 زير همواره برقرار است:

pxy)الف( به ازای هر 
(n)

≥ 0        ، x. y ∈ E  

∑)ب( به ازای هر  pxy
(n)

y∈E = 1     ، x ∈ E 

ی به مثال شرکت نمونه دقت کنید. لازم به ذکر است اچندمرحلهبرای نشان دادن مفهوم احتمال انتقال 

ی امرحلهدارد. يعنی زمانی که در مورد احتمال انتقال يک « سال»اشاره به « مراحل»که در اين مثال واژه 

. به همین صورت، زمانی که صحبت از باشدیممنظور ما احتمال انتقال طی يک سال  میکنیمصحبت 

ام محاسبه نمايیم. در مثال  nاست قصد داريم تا احتمال انتقال را در سال ی در میان امرحله nانتقال 

ی هاتیفعالی نقدی حاصل از هاانيجرتغییر ی امرحلهشرکت نمونه، ماتريس احتمال انتقال يک 

 زير بود: صورتبهی گذارهيسرما

P = [
0/85 0/15
0/55 0/45

] 

ی هاتیفعالی نقدی خروجی حاصل از هاانيجرحال فرض کنید قصد داشته باشیم تا احتمال انتقال از 

ی را طی دو سال محاسبه گذارهيسرمای هاتیفعالی نقدی ورودی حاصل از هاانيجرسرمايه گذری به 

احتمال اينکه جريان خروجی طی دو سال به جريان ورودی تبديل شود،  میخواهیم، گريدعبارتبهنمايیم. 

و سال دوم را مرحله  1اری را مرحله صفر، سال اول را مرحله آوريم. برای اين منظور سال ج دست بهرا 

 بايستی مقدار احتمال شرطی زير محاسبه گردد: درواقع. از ديدگاه آماری، ميریگیمدوم در نظر 
P(X2 = I|X0 = O) 

ی نقدی هاانيجر. اگر میکنیممفهومی آن را تبیین  صورتبهبرای محاسبه اين احتمال شرطی، ابتدا 

ی سال جاری )مرحله صفر( حالت خروجی داشته باشد، ممکن است در گذارهيسرمای هاتیفعالحاصل از 

ما مقدار احتمال  1( حالت ورودی و يا خروجی به خود بگیرد. بنابراين، در مرحله 1سال آينده )مرحله 

pOO = pOIو  0/45 = ( به سال دوم 1را بايد در نظر بگیريم. در انتقال از سال اول )مرحله  0/55

ی از حالت ورودی به ورودی گذارهيسرمای هاتیفعالی نقدی حاصل از هاانيجر( ممکن است 2حله )مر

pIIی هااحتمالو يا از حالت خروجی به ورودی مبدل شود. در اين حالت مقدار  = pOIو  0/85 =

 :دشویمزير نشان داده  صورتبهنموداری، مفاهیم فوق  ازلحاظبايستی در محاسبات لحاظ گردد.  0/55



 37 شماره ،1400 بهار ،یحسابرس و یحسابدار مطالعات                                        .50

 

 

 

 

 

 

 

 

 :گرددیمزير محاسبه  صورتبهحال، مقدار احتمال شرطی 

POI
(2)

= P(X2 = I|X0 = O)

= P(X1 = I|X0 = O)P(X2 = I|X1 = I)
+ P(X1 = O|X0 = O)P(X1 = I|X1 = O)
= pOI. pII + pOO. pOI = (0/55)(0/85) + (0/45)(0/55)
= 0/715 

ی گذارهيسرمای هاتیفعالی نقدی خروجی حاصل از هاانيجراحتمال اينکه  دهدیممحاسبات فوق نشان 

ی در سال دوم گذارهيسرمای هاتیفعالی نقدی ورودی حاصل از هاانيجرسال جاری )مرحله صفر( به 

 % خواهد گرديد.  5/71و يا  715/0)مرحله دوم( تبديل شود برابر با 

به مقدار احتمال انتقال از وضعیت نکته مهمی که در اينجا بايستی به آن اشاره گردد آن است که محاس

x  به وضعیتy  طیm  مرحله با استفاده از نمودار درختی برایm  کار سخت و  تواندیمهای بزرگ

مرحله کافی است  mطی  هاتیوضعی، برای محاسبه مقدار احتمال انتقال طورکلبهی باشد. اکنندهخسته

مقدار احتمال  Pmماتريس  pij مؤلفهرا محاسبه نمايیم که در اين صورت  Pام ماتريس تصادفی   mتوان 

مرحله نشان خواهد داد. در مورد مثال شرکت نمونه، عناصر  mرا طی  jبه وضعیت  iاز وضعیت انتقال 

 مرحله نشان می دهد: 2را طی  jبه وضعیت  iاز وضعیت مقدار احتمال انتقال  P2ماتريس 

P2 = [
0/805 0/195
0/715 0/285

] 

رديف دوم و ستون اول، با مقدار  مؤلفه، يعنی  pOI مؤلفه، دیکنیمکه در ماتريس فوق مشاهده  طورهمان

)وضعیت  I)وضعیت خروجی وجه نقد( به وضعیت  Oاحتمال انتقال از وضعیت  دهندهنشان 715/0احتمال 

ی هر رديف هامؤلفه، زيرا باشدیمماتريس تصادفی  P2ماتريس . باشدیمورودی وجه نقد( طی دو مرحله 

گفت که تمامی  توانیمبنابراين، در حالت کلی  .باشدیمغیر منفی بوده و مجموع آنها نیز برابر با يک 

 ی تصادفی خواهند بود. هاسيماترنیز  Pی ماتريس هاتوان

 توزیع احتمال وضعیت ها

است. اين احتمال را  πiباشد، برابر  Aiدلخواه احتمال اينکه سیستمی در حالت  لحظهکفرض کنید در ي

πبردار احتمال  لهیوسبه = (π1. π2. … . πk)  توزيع احتمال در آن لحظه است، نشان  دهندهنشانکه

π(0). توزيع احتمال میدهیم = (π1
(0). π2

(0). … . πk
را توزيع احتمال اولیه و توزيع احتمال  ((0)

π(n) = (π1
(n). π2

(n). … . πk
(n))  را توزيع احتمال بعد ازn  .فرض کنید در مورد مرحله گويیم

(O)خروجی وجه نقد 
(I)ورودی وجه نقد 

(O)خروجی وجه نقد 
(I)ورودی وجه نقد 

 2مرحله  1مرحله  مرحله صفر
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ی نقدی ورودی حاصل از هاانيجريی که در وضعیت فعلی دارای هاشرکتمثال شرکت نمونه تعداد 

ی نقدی هاانيجريی که دارای هاشرکتشرکت و تعداد  80برابر با  اندبودهی گذارهيسرمای هاتیفعال

شرکت بوده باشد. در اين حالت، بردار  20رابر با ب اندبودهی گذارهيسرمای هاتیفعالخروجی حاصل از 

π(0) صورتبهدرصد  برحسبتوزيع اولیه  =  خواهد بود.  (0/8.0/2)

ام کافی است تا بردار توزيع احتمال اولیه را در توان  nدر مرحله  هاتیوضعبرای محاسبه توزيع احتمال 

 ام ماتريس احتمال انتقال ضرب نمايیم، يعنی: nمرتبه 

π(n) = π(0)Pn 
زير محاسبه خواهد  صورتبهدر مرحله اول  هاتیوضع، در مورد شرکت نمونه توزيع احتمال مثالعنوانبه

 گرديد:

π(1) = π(0)P1 = [0/8 0/2] [
0/85 0/15
0/55 0/45

] = [0/79 0/21] 

دارای جريان ورودی حاصل از  هاشرکتاز  %7۹که تعداد  دهدیمبردار توزيع احتمال مرحله اول نشان 

ی خواهند گذارهيسرمای هاتیفعالنیز دارای جريان خروجی حاصل از  %21ی و گذارهياسرمی هاتیفعال

 :میکنیمزير عمل  صورتبهدر مرحله دوم نیز  هاتیوضعبود. برای محاسبه توزيع احتمال 

π(2) = π(0)P2 = [0/8 0/2] [
0/805 0/195
0/715 0/285

] = [0/787 0/213] 

دارای جريان ورودی حاصل  هاشرکتاز  %7/78که تعداد  دهدیمبردار توزيع احتمال مرحله دوم نیز نشان 

ی خواهند گذارهيسرمای هاتیفعالدارای جريان خروجی حاصل از  %3/21ی و گذارهيسرمای هاتیفعالاز 

 . میکنیمبود. برای ساير مراحل نیز به همین صورت عمل 

 های مارکوفبینی در بلندمدت با استفاده از زنجیرهپیش

ل با در اختیار داشتن توزيع احتمال اولیه و ماتريس احتمال انتقال توانستیم توزيع احتمال در قسمت قب

در مراحل بعدی  هاتیوضعبا محاسبه توزيع احتمال  درواقعرا در مراحل بعدی محاسبه نمايیم.  هاتیوضع

. در اين بخش به بحث ميآورعمل بهی موجود در زنجیره هاتیوضعی در خصوص نیبشیپنوعی  میتوانیم

ی زنجیره مارکوف در بلندمدت با استفاده از نوع خاصی از هاتیوضعی توزيع احتمال نیبشیپدر خصوص 

ی در بلندمدت با استفاده نیبشیپو  ميپردازیمی احتمال انتقال، يعنی ماتريس تصادفی منظم، هاسيماتر

. در اين راستا، ابتدا ماتريس تصادفی منظم میکنیمی احتمال انتقال را به بعد موکول هاسيماتراز ساير 

 .  میدهیمی قرار موردبررسی توزيع احتمال در بلندمدت را نیبشیپو سپس  شدهیمعرف

 1ماتریس تصادفی منظم

مثبت  Pی ماتريس هاتوانی حداقل يکی از هامؤلفهتمام  هرگاه نديگویمرا منظم  Pماتريس تصادفی 

 را در نظر بگیريد: P1، ماتريس تصادفی مثالعنوانبه باشد )صفر نباشد(.

                                                           
1 Regular Stochastic Matrix 
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P1 = [
0 1
1

2

1

2

] 

 برای اين ماتريس داريم:

P1
2 = [

1

2

1

2
1

4

3

4

] 

P1ی ماتريس هامؤلفهچون تمام 
يک ماتريس تصادفی منظم  P1، پس ماتريس باشندیممثبت  2

 زير باشد: صورتبه P2.حال، فرض کنید ماتريس تصادفی باشدیم

P2 = [
1 0
1

2

1

2

] 

 ماتريس نیز داريم:در خصوص اين 

P2
2 = [

1 0
3

4

1

4

] 

P2
3 = [

1 0
7

8

1

8
] 

P2
4 = [

1 0
15

16

1

16

] 

مانند  P2چنان است که سطر اول هر ماتريس  P2، ساختمان ماتريس دیکنیمکه مشاهده  طورهمان

P2
m و بنابراين ماتريس  ديآیدرم (1.0) صورتبهP2 .منظم نیست  

. زيرا تمام باشدیمدر خصوص مثال شرکت نمونه، ماتريس احتمال انتقال از نوع ماتريس تصادفی منظم 

 . باشدیممثبت  Pی ماتريس هاتوانی حداقل يکی از هامؤلفه

 ها در بلندمدتتوزيع احتمال وضعیت

 :صورت نيايک ماتريس تصادفی منظم باشد. در  Pفرض کنید، ماتريس 

 صفر نیستند(، کيچیهمثبت هستند ) tی هامؤلفهبوده و تمام  tرای بردار احتمال ثابت دا Pالف( ماتريس 

.P3ب( دنباله ماتريسی … P. P2.  به سمت ماتريسT  که تمام سطرهای آن بردار ثابت  کندیممیلt 

 هستند،

.π(0)Pدنباله برداری  صورت نيايک بردار احتمال دلخواه باشد، در  Pپ( اگر  π(0)P2.  سمت به …

 . کندیممیل  tبردار ثابت 
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. در مثال شرکت نمونه ماتريس احتمال ردیگیمی قرار موردبررسموارد فوق از طريق مثال شرکت نمونه 

 صورتبهی مرتبه دوم، سوم، چهارم، پنجم و ششم ماتريس احتمال انتقال هاتوانی و امرحلهانتقال يک 

 :باشدیمزير 

P = [
0/85 0/15
0/55 0/45

] 

P2 = [
0/805 0/195
0/715 0/285

] 

P3 = [
0/7915 0/2085
0/7645 0/2355

] 

P4 = [
0/7862 0/2138
0/7838 0/2162

] 

P5 = [
0/7857 0/2143
0/7857 0/2143

] 

P6 = [
0/7857 0/2143
0/7857 0/2143

] 

P5که از دنباله ماتريسی فوق مشهود است از توان مرتبه پنجم به بعد رابطه   طورهمان = P6 =

 P7 = T. يعنی اين دنباله ماتريسی به سمت ماتريس باشدیمبرقرار  ⋯ = [
0/7857 0/2143
0/7857 0/2143

] 

t. هر يک از سطرهای اين ماتريس يک بردار ثابت به شکل کندیممیل  = (0/7857.0/2143) 

ی زنجیره را در مراحل مختلف را تشکیل دهیم، هاتیوضع. حال اگر دنباله برداری توزيع احتمال باشندیم

 خواهیم داشت:

π(0) = [0/8 0/2] 

π(1) = [0/8 0/2] [
0/85 0/15
0/55 0/45

] = [0/79 0/21] 

π(2) = [0/8 0/2] [
0/805 0/195
0/715 0/285

] = [0/787 0/213] 

π(3) = [0/8 0/2] [
0/7915 0/2085
0/7645 0/2355

] = [0/7861 0/2139] 

π(4) = [0/8 0/2] [
0/7862 0/2138
0/7838 0/2162

] = [0/7857 0/2143] 

π(5) = [0/8 0/2] [
0/7857 0/2143
0/7857 0/2143

] = [0/7857 0/2143] 

π(6) = [0/8 0/2] [
0/7857 0/2143
0/7857 0/2143

] = [0/7857 0/2143] 

π(4)با يکديگر برابر بوده و داريم  هاتیوضعدر دنباله فوق، از مرحله چهارم به بعد توزيع احتمال  =

π(5) = π(6) = tبه بردار ماتريس ثابت  هاتیوضع. بنابراين، توزيع احتمال ⋯ = (0/7857.0/

P. با توجه به محاسبات صورت گرفته، ماتريس کندیممیل  (2143 = [
0/85 0/15
0/55 0/45

دارای بردار  [
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tثابت به شکل  = تقريباً  بلندمدت . تفسیر نتايج حاصل آن است که درباشدیم (0/7857.0/2143)

نیز  %43/21ی و گذارهيسرمای هاتیفعالی ورودی حاصل از هاانيجر هاشرکتاز  %57/78معادل 

 اهند نمود. ی را تجربه خوگذارهيسرمای هاتیفعالی خروجی حاصل از هاانيجر

ی تصادفی منظم هاسيماترنکته مهمی که بايستی در اينجا به آن اشاره نمايیم اين است که در خصوص 

ندارد. بدين معنی که اگر توزيع اولیه  هاتیوضعتأثیری بر توزيع نهايی  هاتیوضعتوزيع احتمال اولیه 

π(0)ی جابه هاتیوضع = [0/8 π(0)به شکل  [0/2 = [0/65 باشد، توزيع احتمال  [0/35

tنهايی همان بردار ثابت  = خواهد بود. اين موضوع با انجام محاسبات زير  (0/7857.0/2143)

 است: شدهدادهنشان 

π(0) = [0/65 0/35] 

π(1) = [0/65 0/35] [
0/85 0/15
0/55 0/45

] = [0/7535 0/2265] 

π(2) = [0/65 0/35] [
0/805 0/195
0/715 0/285

] = [0/7821 0/2179] 

π(3) = [0/65 0/35] [
0/7915 0/2085
0/7645 0/2355

] = [0/7854 0/2146] 

π(4) = [0/65 0/35] [
0/7862 0/2138
0/7838 0/2162

] = [0/7857 0/2143] 

π(5) = [0/65 0/35] [
0/7857 0/2143
0/7857 0/2143

] = [0/7857 0/2143] 

π(6) = [0/65 0/35] [
0/7857 0/2143
0/7857 0/2143

] = [0/7857 0/2143] 

تأثیری بر توزيع احتمال  هاتیوضعکه نوع توزيع احتمال اولیه  دينمایممحاسبات فوق اين مطلب را تأيید 

tبه  هاتیوضعنهايی آنها ندارد و بردار احتمال  =  . کندیممیل  (0/7857.0/2143)

 1بردار ثابت

ی به بعد حالت ايستا و امرحلهدر زنجیره مارکوف از  هاتیوضعکه تشريح گرديد، بردار احتمال  طورهمان

 شودیمی که مطرح سؤال. اما شودیم. به اين بردار احتمال در اصطلاح بردار ثابت گفته ردیگیممانا به خود 

ی امؤلفه nگفت که اگر بردار توانیماين بردار را تعیین نمود. در پاسخ  توانیمآن است که به چه روشی 

t  و ماتريسn × n  ،P  چنان باشند که رابطهtP = t  بردار صورت نيابرقرار گردد، در ،t (t ≠ 0) ،

روشن شود به مثال شرکت نمونه  موردنظر. برای اينکه بحث شودیمگفته  Pبردار ثابت ماتريس 

 زير بود: صورتبه. در مورد شرکت نمونه ماتريس احتمال انتقال ميگردیبازم

P = [
0/85 0/15
0/55 0/45

] 

 نمايیم:ی ماتريس ثابت را مشخص هامؤلفه میتوانیمحال با تشکیل رابطه زير و حل آن 

                                                           
1 Fixed Vector 
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uP = u → [u1 u2] [
0/85 0/15
0/55 0/45

] = [u1 u2]

→ {
0/85u1 + 0/55u2 = u1

0/15u1 + 0/45u2 = u2

→ {
0/15u1 = 0/55u2

0/15u1 = 0/55u2
→ u1 =

0/55

0/15
u2 

 1ی آن برابر با هامؤلفهيک ماتريس تصادفی بوده و جمع  uحل دستگاه فوق با علم به اينکه ماتريس 

 . يعنی:شودیم، کامل باشدیم

{
u1 =

0/55

0/15
u2

u1 + u2 = 1

→ u1 = 0/7858 , u2 = 0/2143 

 . میافتيدست، نتايج همان است که در بخش قبل به آن گرددیمکه مشاهده  طورهمان

 های مارکوفکارگیری زنجیرهارائه مثالی در خصوص به

ی سازمدلکه با استفاده از  شودیمی واقعی متعددی يافت هانمونهدر حوزه تحقیقات و کاربرد حسابداری 

ی انمونهی مناسب را در خصوص آنها انجام داد. در ادامه مباحث، به هاینیبشیپ توانیموفی مارکزنجیره 

. فرض میکنیمی در خصوص برآورد ذخیره مطالبات مشکوک الوصول اشاره سازمدلکاربردی از اين نوع 

ی دريافتنی به برآورد ذخیره مطالبات مشکوک الوصول هاحسابکنید شرکتی بر اساس تجزيه سنی 

برآورد ذخیره مطالبات  منظوربهی دريافتنی خود را بر اساس جدول زير هاحساب. اين شرکت پردازدیم

 :دينمایممشکوک الوصول تجزيه 

 است ماندهیباقبدهکارانی که کمتر از دو ماه به سررسید بدهی آنها  گروه اول:

 ماندهیباقاز دو ماه و کمتر از چهار ماه به سررسید بدهی آنها  ترشیببدهکارانی که  گروه دوم:

 است

از چهار ماه و کمتر از شش ماه به سررسید بدهی آنها  ترشیببدهکارانی که  گروه سوم:

 است ماندهیباق

از شش ماه و کمتر از هشت ماه به سررسید بدهی آنها  ترشیببدهکارانی که  گروه چهارم:

 است ماندهیباق

ی صورت گرفته بندگروهی قبل، جدول تغییر بدهکاران بر اساس هادورهدر يک بررسی بر اساس تجربه 

 به شکل زير تدوين گرديد:

  گروه اول گروه دوم گروه سوم گروه چهارم

 گروه اول 150 80 20 50

 گروه دوم 75 15 5 25

 گروه سوم 50 30 20 10

 گروه چهارم 20 10 5 5
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تعداد بدهکارانی است که گروه آنها  دهندهنشان 150عدد  مثالعنوانبهتعبیر جدول فوق آن است که 

، اندشدهمنتقلتعداد بدهکارانی است که از گروه اول به گروه دوم  کنندهانیب 80تغییر ننموده است. عدد 

است. يا در خصوص عدد  افتهيشيافزای قبل هادورهبدهی آنها نسبت به  دیسررسبدين معنی که مدت 

ی قبل مدت سررسید هادورهبدهکار از بدهکاران شرکت که در  20چنین گفت که تعداد  توانیم 20

بدين معنی که جزو بدهکاران  اندشدهمنتقلبدهی آنها بین شش تا هشت ماه بود، به گروه اول 

 ارائه نمود.  توانیمبهی ی جدول تفسیرهای مشاهامؤلفه. در خصوص ساير اندشدهمنظور  حسابخوش

ی مختلف را تعیین هاگروهی تمرکز مطالبات در هانرخبا توجه به جدول تغییرات فوق، حال قصد داريم تا 

 :میدهیمی را تشکیل امرحلهنمايیم. برای اين منظور ابتدا ماتريس احتمال انتقال يک 

P = [

0/5 0/27 0/07 0/16
0/63 0/13 0/04 0/2
0/45 0/27 0/18 0/1
0/5 0/25 0/13 0/12

] 

و بدون توجه  باشدیميک ماتريس تصادفی منظم  Pصادفی که در فوق مشهود است، ماتريس ت طورهمان

را تعیین نمود.  هاتیوضعبردار ثابت توزيع احتمال  توانیم هاتیوضعبه شکل بردار توزيع احتمال اولیه 

tPرابطه با تشکیل  = t را مشخص کنیم. با حل رابطه  هاتیوضعبردار ثابت توزيع احتمال  میتوانیم

tP = t  صل گرديد:به اين صورت حا هاتیوضع، بردار ثابت توزيع احتمال 
t = (0/53.0/23.0/08.0/16) 

آن است که در آينده بیش از نیمی از  دهندهنشان هاتیوضعنتايج حاصل از بردار ثابت توزيع احتمال 

. به همین ترتیب، باشدیممطالبات شرکت در گروهی قرار خواهد گرفت که سررسید آنها کمتر از دو ماه 

از نتايج حاصله  توانیمکمترين میزان مطالبات شرکت در گروه سوم قرار خواهد گرفت. استدلالی که نیز 

ت اين شرکت در آينده نسبتاً پايین خواهد بود و مديريت داشت آن است که ريسک عدم وصول مطالبا

 ی خود استفاده نمايد. هایزيربرنامهاز اين اطلاعات در  تواندیم

 گیرینتیجه

که تاکنون  باشدیمی احتمالی هادهيپدی سازمدلی مارکوف يکی از ابزارهای توانمند برای هارهیزنجروش 

به  توانیمی مارکوف هارهیزنجکارکردهای  ازجملهاست.  شدهاستفادهی مختلف علمی از آن هانهیزمدر 

. در اين متن، باشدیمی بازرگانی اشاره نمود که حوزه حسابداری يکی از آنها هانهیزماستفاده آن در 

ارتباطی بین مفهوم فرايندهای تصادفی و کاربست آن در حوزه حسابداری برقرار نموديم، به امید اينکه 

ی بود امقدمهی از آن استفاده نمايیم. اين نوشتار اگونهبهی عملی و علمی حسابداری هاحوزهبتوانیم در 

 ندهای مارکوف به آن خواهیم پرداخت.تفصیلی در خصوص فراي طوربهدر گفتارهای بعدی  آنچهبر 
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Various uses have been made in the use of the discussion of stochastic processes in 

different areas of human knowledge. One of the most important processes involved in 

stochastic processes is the Markov process. It is important to study this type of process 

in the branches of basic science and engineering to understand the behavior of 

phenomena and modeling. But the use of this type of process is not limited to basic 

science and engineering, and can be used in various fields of human sciences for 

modeling. For example, in the field of demography, Markov chains can be helpful to 

predict the population of future generations or in the field of psychology to predict the 

behavior of individuals. Considering that the concept of stochastic processes in the 

field of accounting at the level of international and internal papers and studies has 

been very limited, this paper attempts to present theoretical concepts related to 

stochastic processes and then to indicate the Markov chains and the examples of their 

applications. 
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