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 (06/08/1395، پذیرش:08/04/1395)دریافت: 
 

 چکیده
است. اقلیدس این « روش افنا»اقلیدس، اساس  اصولدهم  ۀاول مقال ۀضیق

( بنا بر هجری 4سدۀ کند. ابن هیثم )قضیه را برای نسبت متغیر ثابت می
، پی برده بود که حکمی که اقلیدس مطرح حل شکوکفی ادعای خود در 

کند جزئی است و حکم کلی را برای نسبت ثابت برای اولین بار در این می
( ق672-597خواجه نصیر الدین طوسی )کتاب مطرح و اثبات کرده است. 

ابن صلاح  .کندمی تکرار را هیثم ابن نظر همان ،اقلیدس اصول تحریر در
قول فی ای در نقد نظر ابن هیثم با عنوان ق( رساله548درگذشته در همدانی )

دارد که در آن سه ایراد به ابن  إیضاح غلط أبی علی بن الهیثم فی الشکل الأول
 المقالة شرح ۀرسال در( ق1047محمد باقر یزدی )زنده در د. کنهیثم وارد می

الت کلی که طوسی حدر نظر گرفتن  باکه  گویدمی طوسی نظر نقد در العاشره
دو حالت در شود و قضیه را دهم مختل می ۀدوم مقال ۀ، برهان قضیآورده است

کند. در این مقاله سیر تاریخی بررسی میجداگانه  ،نسبت ثابت و متغیر
 پرداختن به این قضیه بررسی شده است.

 .اصولاقلیدس، روش افنا، مقالۀ دهم  اصول: هاژهکلیدوا
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 مقدمه
اند که یکی از اصول بسیار مهم ریاضیات باستان، اریخ علم نشان دادهت پژوهشگران

)موضوعی مادی و هندسی( از یکدیگر « مقدار»و « عدد»جدا کردن کامل دو مفهوم 
در فلسفۀ یونانی، به صورتی که در آثار ارسطو آمده است و تأثیر آن در آثار  بوده است.

ها به شود، کمیتدانان یونانی چون اقلیدس، ارشمیدس و آپولونیوس دیده میریاضی
اعداد، که منظور از آن اعداد طبیعی است؛  -1شوند: دو دستۀ کاملاً متمایز تقسیم می

بندی، و سطح و حجم( و زمانند. در این تقسیممقادیر، که کمیات هندسی )طول  -2
)شامل اعداد گویا و گنگ( وجود ندارد. اعداد گویا « عدد حقیقی»مفهوم کلی 

کردند و موجوداتی هایی میان اعداد طبیعی تعریف می«نسبت»)کسرها( را به صورت 
یان با نسبت م آنهاخط و نسبت میان شوند، با پارهکه امروزه عدد گُنگ نامیده می

(. به طوری که در کتاب 467شود )معصومی همدانی، صها نمایش داده میخطپاره
اصول اقلیدس، نظریۀ اعداد و نظریۀ مقادیر در دو مقالۀ جداگانه )به ترتیب در 

 شوند.( بررسی می5و مقالۀ  9و  7های مقاله

ساب های گنگ برای یونانیان، بیش از آن که بخشی از حاز این رو موضوع کمیت
شد چرا که راهی برای نوشتن و نمایش به شمار آید، بخشی از هندسه در نظر گرفته می

های وجود نداشت و تنها ممکن بود با یک خط راست یا ترکیبی از خط هادادن آن
های راست گنگ هستند و تمام ها، همیشه خطد. این کمیتنراست نشان داده شو

اوت بین هندسه )علم مربوط به مقادیر پیوسته( بحث در این باره جنبۀ هندسی دارد. تف
های گسسته( باعث یکی از مشکلات اساسی منطقی و حساب )علم مربوط به کمیت

ها با آن مواجه بودند. این مشکل اساسی، فقط با یکی باستان، قرن اندانشد که ریاضی
قی و تر یعنی اعداد حقیدر قالب یک ایدۀ کلی« مقدار»و « عدد»کردن مفاهیم 

 (.254ص 1مَتویوسکایا،) خصوصاً اعداد گنگ، قابل برطرف شدن بود

شامل دهد، های گنگ را مورد بررسی قرار میکه کمیتاقلیدس  اصولمقالۀ دهم 
های قضیه در تحریر طوسی( و سه بخش تعریف است. در تعریف 109قضیه ) 115

های و کمیتپذیر های اندازه، کمیتآمده استبخش اول که در اول مقاله 
های بخش دوم که بعد و در تعریف اند، تعریف شدهناپذیر، مقادیر گویا و گنگاندازه

و اول تا ششم  مرکب ذوالاسمینگنگ د، به تعریف خطوط نشومطرح می 47از قضیۀ 
                                              

1. Matvievskaya 
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به تعریف خطوط مرکب  ،اندآمده 84که بعد از قضیۀ  ،های بخش سومدر تعریف
 شود.میاول تا ششم پرداخته  منفصل

و نیز تألیفاتی که در خصوص  اصولبا بررسی شروح دورۀ اسلامی بر مقالۀ دهم 
شود که مشخص می ،انددر دورۀ اسلامی تدوین شده اصولمطالب مقالۀ دهم 

و چنین مفهومی  بیفزایندریاضیات  بهاند تا اعداد گنگ را دانشمندان اسلامی کوشیده
نه پرداختن به بدنۀ این مقاله بلکه بحث در  هدف ما در این مقاله را تحقق بخشند.

  بارۀ نخستین قضیۀ آن است.

است که بعداً اقلیدس در مقالۀ دوازدهم  1«روش افنا»اساس  قضیۀ اول مقالۀ دهم،
توسط ارشمیدس )به همین صورت یا قضیه جا که این . از آنکنداستفاده میاز آن 

به اصل  ،گرفتهطوح و احجام مورد استفاده قرار صورتی معادل آن( برای محاسبۀ س
 (. 422ص 3،«اقلیدس» 2توماس،-)بالمر موضوع ارشمیدس معروف است

با  Βو  Aدو مقدار اقلیدس چنین است:  اصولصورت قضیۀ اول از مقالۀ دهم 
Aشرط  Β  مفروضند، اگر ازA تر از نصف آن را کم کنیم و از مقداری بزرگ

مانده را کم کنیم و این عمل را مرتباً تر از نصف باقیمانده، مقداری بزرگباقی
 تر است.کوچک Βماند که از تکرار کنیم، سرانجام مقداری باقی می

 
A، با شرط Bو  Aدو کمیت نامساوی  اثبات: B  .داده شده استB  را چند

)امکان این عمل را تعریف چهارم از مقالۀ پنجم  تر شودبزرگ Aکنیم تا از برابر می
را سه برابر کنیم تا  Bد تا یآمیلازم  هرچند در اثبات اقلیدس. کند(تضمین می اصول

ghتر شود، یعنی بزرگ Aاز  abطوری که داریم:. به ، اما استدلال او کلیت دارد  

                                              
1. “method of exhaustion” 

2. Bulmer-Thomas 

3. Euclid 

    

A 

B 

     

    
B 
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gi ij jh  B 

acکنیم )میجدا  acتر از نصف آن مثل مقداری بزرگ abحال از  ab
1
2

( و 

  کنیمجدا می cdتر از نصف آن مثل مقداری بزرگ cbمانده یعنی از از باقی

(cd cb
1
2

برابر  abهای خط کنیم تا تعداد بخشقدر تکرار می( و این عمل را آن

جا لازم است این عمل را دو بار که در این باشد ghدر خط  Bتعداد واحدهای 

 ghدر خط  B)به همان تعداد واحدهای  ac ،cd ،dbتکرار کنیم تا سه بخش 

خواهیم ثابت کنیم مقدار ایجاد شود. می abبر روی خط ( gi ،ij ،jhیعنی 

است. برای  Bتر اولیه یعنی تر از مقدار کوچکهمواره کوچک dbمانده یعنی باقی
 این منظور داریم:

db کنیم )همان تعداد برابری که را سه برابر میB  را آن تعداد برابر کردیم تا از
ab تر شود( تا بزرگkl  حاصل شود. واضح است کهkl ab:پس داریم ، 

km db

mn cd
kl gh

nl ac

ab gh

 



 






 

 آنگاه داریم:

: :: : :: : : :: :km gi mn ij nl jh kl gh km gi

kl gh km db gi



     B
 

)پایان  است. Bتر اولیه یعنی تر از مقدار کوچککوچک dbماندۀ پس مقدار باقی
 .اثبات(
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کمیت  Aفرض کنیم  توان این قضیه را چنین توضیح داد:به زبان امروزی، می

pتر باشد. حال اگر از این مقدار، نسبتبزرگ

q
A1

1

pرا با فرض  

q
 1

1

1 1
2

کم کنیم  

pمانده یعنی و از باقی

q
A A1

1

pتر از نصف آن مثل نسبتی بزرگ 

q

2

2

کم کنیم و این  

کند ماندۀ آخر به سمت صفر میل میروند را ادامه دهیم، باید ثابت کنیم که جملۀ باقی
 تر است:، کوچکیاشدهدادهماند که از هر مقدار یعنی مقداری باقی می

( )

( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )( )

.

.

.

( )( )( )...( ) , , , ,...,

p

n i
n

n i

k

p p

q q

p pp p p

q q q q q

p p p p pp p p

q q q q q q q q

p pp p p
i n

q q q q q



   

      

         

      

A B

A A A A

A A A A

A A A A

A A

1 1
1

1 1

2 21 1 1
2

1 2 1 1 2

2 3 2 2 31 1 1
3

1 2 3 1 2 1 2 3

2 31

1 2 3

1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

11 1 1 1 1 2 3
2

( )( )( )...( ) ( )

lim ( )

i k i

k i k i

nn k
n

n k

nk k

n
k k

n n

p p p

q q q q

p pp p p

q q q q q

p p

q q

   
       

   

      

    

   

A A A

A

A A

2 31

1 2 3

1 1

1 1 1 1 1

10 1 0
2
0 0

 دانان دوران اسلامی، برای تعمیم این قضیه یاپردازیم که ریاضیاکنون به قضایایی می
 اند.جانشین کردن آن عرضه کرده
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 ابن هیثم
حل شکوک کتاب ( در کتاب هجری 5شهرت در نیمۀ نخست سدۀ ابن هیثم )

به این  حل شکوککند که قبل از نوشتن ، ادعا میالأصول وشرح معانیه فیأقلیدس 
، به این معنی که کند جزئی استحقیقت پی برده بود که حکمی که اقلیدس مطرح می

pاین قضیه نه تنها برای مقادیر 

q

1
2

 نسبت ثابتبلکه برای هر  
p

q
 برقرار است  1

pبه عبارت دیگر ابن هیثم شرط  .(335-332 )ابن هیثم، ص

q

1
2

p)مقدار 

q
 ،

ثابت نیست( را  داریم لزوماًماندۀ مرحلۀ قبل برمیمرحله از باقی ریعنی مقداری که در ه
 ابن هیثمبرای اثبات این ادعای کند. با شرط ثابت بودن این نسبت جایگزین می

 داریم:

 

,

( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

lim

n

n

n
n

p
p q N

q

p p

q q

p p p p p p

q q q q q q

p p p p p p

q q q q q q

p

q

p

q 

   

   

        

        

 

  

A A A A

A A A A A

A A A A A

A A

A

1

2
2

2 2 2 3
3

1

1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1

1 0

 

 طوسیخواجه نصیرالدین 
تحریر  ق646در سال اقلیدس را  اصول ق(672-597طوسی )خواجه نصیرالدین 

 ۀمشتمل است بر خلاصتحریر خواجه  .اقلیدس مشهور شد تحریر اصولکرد که به 
به همراه بیش از دویست یادداشت در توضیح متن که  اصولهای قضایای اثبات

این رساله منضم شده  ۀقضی 180شود و به حدود آغاز می« اَقُولُ»معمولاً با عبارت 
. (623، ص1380 دیونگ،) ها را مسلّماً خود طوسی نوشته استاست. این یادداشت
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اب خود ها شامل مباحث یا براهین اضافی است که اقلیدس در کتاین یادداشت
نیاورده است؛ بحث در منطق درونی متن اقلیدس، پیشنهادهایی برای ترکیب یک 

 تر، اسامی قضایاهای فلسفی کلیجفت قضیه برای ایجاد یک قضیۀ واحد، یادداشت
های ویرایشی در باب ، یادداشتنامد(می« قضیۀ عروس»مقالۀ اول را  47)مثلاً قضیۀ 

هایی دربارۀ نظر ثابت بن قره در مورد گزارشهای حجاج و اسحاق و تفاوت ترجمه
ها )بیش از رابطۀ متن عربی با نسخۀ یونانی. پربسامدترین موضوع را در این یادداشت

نود مورد( براهین جایگزین برای قضایای اقلیدس، یا ساختارهای جایگزین برای 
 .(329، ص1390دیونگ، دهد )قضایا تشکیل می

تحریر اصول اقلیدس نظر خود را دربارۀ این قضیه در  طوسیخواجه نصیر الدین 
 دهد:این چنین توضیح می

این حکم را برای مورد خاص  اصولگوید، اقلیدس در مقالۀ دوازدهم طوسی می
p

q

1
2

نظر او را در  2بدون اینکه نامی از ابن هیثم ببردگاه آن 1،نیز به کار برده است 

p: این قضیه به شرطی که نسبت مورد این قضیه این چنین تکرار میکند

q
ثابت باشد،  

pبرای حالت 

q
 pهمواره برقرار است و حکم قضیه برای دو مورد  1

q

1
2

)البته  

1تر از زرگاقلیدس نسبت را برای حالتی که ب
2

pباشد، ثابت نگرفته است( و  

q

1
2

 ،

 جزئی است.

                                              

 خوانیم:می با فرض اولیۀ  [XII.16] برهان قضیۀبخشی از  در، به عنوان مثال .1
دست خواهیم  تر از و نصف کردن نصف آن و ادامۀ این عمل، به کمانی کوچک با نصف کردن کمان »

 (244، ص3، ج1956هیث، :  )نکـ «یافت.
ابن هیثم ز نظرات ببرد، در بسیاری موارد ااقلیدس بدون اینکه نامی از ابن هیثم  اصولطوسی در تحریر خود از  .2

 بهره برده است. فی حل شکوکدر کتاب 

BAD AD

BADAD



 1393، بهار و تابستان 1، شمارۀ 12، دورۀ تاریخ علم/ 8

 
uv:با توجه به شکل، نسبت مفروض را، نسبت  :طوسی اثبات vw گیریم و خطمی 

ls تر ازرا که بزرگ abکنیم که باتوجه به شکل داشته است طوری انتخاب می
 باشیم:

: :: : :: : :: :

ns

lm ls mn ms ng ns uv uw

 B
 

uv:به نسبت ab از خط uw باشیم:کنیم، به طوری که داشته مقادیری جدا می 

: :: : :: :ac ab cd cb de db 

 گاه داریم:آن

: :: : : :: :

: :: : : :: :

: :: : : :: :

: :: : : :: :

ab ac ls lm ab cb ls ms

cb cd ms mn cb db ms ns

db de ns ng db eb ns gs

ab eb ls gs eb ab gs ls



 

 

 

 

 داریم: اصولاز مقالۀ پنج  12تعریف با توجه به تعریف ابدال نسبت در  حال

: :: : : :: : ,

, ,

eb ab gs ls eb gs ab ls ab ls

eb gs gs ns ns gs eb

  

       B B B 
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 ق(548درگذشته در ابن صلاح همدانی )
بن محمد بن سری بن صلاح الدین( ابوالفتوح احمد الدین )یا کمالگرچه از نجم

همدانی به عنوان پزشک نیز یاد شده ولی شهرت عمدۀ او و نیز معروفیت آثارش بیشتر 
دانان پیشین به خوبی آشنا بود و چون در ریاضیات است. ابن صلاح با آثار ریاضی

کرد. آثار او را نانی مراجعه مییوت، به ترجمۀ سریانی آثار ریاضی دانسزبان سریانی می
ستور و ویراسته و شرح و حواشی انتقادیش را بر کتب دیگران با ارزش و سودمند ا

ای دربارۀ )رساله کیفیة تسطیح الکری فیتوان به آثار می ۀ ایناند. از جملدانسته
چگونگی تصویر کره بر روی صفحه که امروزه به تصویر کنجنگاری موسوم است(، 

جداول المقالتین السابعة والثامنة من کتاب  فیسبب الخطأ والتصحیف العارضین  فی
)این رساله دربارۀ تصحیح وتصحیح ما امکن تصحیحه من ذلک  یالمجسط

های هفتم و هشتم مجسطی است که ابن صلاح در آن اشتباهات جداول مقاله
خطاهایی را که در تعیین مختصات ستارگان روی داده و خطاهای دیگری که به 

کتاب مجسطی حادث شده، اصلاح کرده است. وی همچنین واسطۀ استنساخ متعدد 
مقایسه بدان سبب که در تدوین این رساله، مآخذ معتبر و اصلی کار را شناسایی و 

انی، ابوریحان بیرونی و دیگران با روش کاملاً علمی تبکرده، از ابوالحسن صوفی، 
کرد  یگر اشارهو چندین اثر د دو مسألۀ هندسیانتقادهایی به عمل آورده است.( و 

در مورد  ای در نقد نظر ابن هیثمرساله (. او همچنین118-117 )جعفری نائینی، ص
علی بن الهیثم  یإیضاح غلط أب فیقول با عنوان  اقلیدساصول قضیۀ اول مقالۀ دهم 

دارد که در آن سه  الأصول فیالشکل الأول من المقالة العاشرة من کتاب أقلیدس  فی
 کند:وارد می ایراد به ابن هیثم

p ثابت گرفتن نسبتالف: ابن هیثم با 

q
 فقط حالت خاص را در نظر گرفته  1

 است.

کار برده است هب 12از مقالۀ  11و  10، 5، 2ب: اقلیدس این قضیه را در قضایای 
 درنمی آید. درستگوید در این قضایا صورتی که ابن هیثم میبه  کاربرد آن و
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مساحة القطع  فیرسالة ارشمیدس و  مساحة الدایرة فیقدما مثل  بدر کتج: 
نیز قضیه به همان صورتی که اقلیدس بیان می کند، بن ثابت ابراهیم بن سنان  فیالمکا

  (.510-507ص 1)راشد، مطرح شده است

کند، قبول در واقع ابن صلاح همدانی قضیه را به همان صورتی که اقلیدس بیان می
ر مورد ایراد اول باید گفت همدانی نظر درستی دارد چرا که اقلیدس در بیان د دارد.

کند و حکم را برای هر نسبتی که مفصول با این قضیه صحبتی از نسبت ثابت نمی
 کند.مفصول منه داشته باشد بیان می

م دبه برخی از قضایایی که ابن صلاح به عنوان دلیلی بر عبرای درک ایراد دوم، 
پردازیم. به آنها اشاره کرده میان ابن هیثم از قضیۀ اول مقالۀ دوازدهم کفایت بی

 کنیم:را بررسی می اصول 12بخشی از اثبات قضیۀ دوم مقالۀ نخست 

 به یکدیگر است. آنهانسبت دو دایره به یکدیگر مثل نسبت مربع قطرهای 

گیریم. با در نظر گرفتن قطرهای این دو را در نظر می 1Cو  Cبرای اثبات دو دایرۀ 
خواهیم ثابت کنیم نسبت این دو دایره به یکدیگر مثل نسبت می 1Dو  Dدایره یعنی 

Cزیر است: D

C D


2

2
1 1

 

نسبت فوق برقرار نباشد پس نسبت مربع قطرهای دو کنیم برای اثبات، فرض می
تر تر یا بزرگکوچکاست که  Sمانند به مساحتی  C ایرۀدایره به یکدیگر مثل نسبت د

Dکنیمابتدا فرض می است. 1Cاز دایرۀ  C

D C


2

2
1 1

 پس خواهیم داشت: 

D C
S C

D S
  

2

12
1

 

 ضلع داریم: i2با  1Cمحاط در دایرۀ  iSهای منتظم با در نظر گرفتن چند ضلعی

                                              
1. Rashed 
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( )

...

( )

m m m

m

m m m m m m

S C A C S C

S S A A C S A S S A C

S S A

A C S A S S A C

 



   

    

           

 

        

2 1 1 1 2 1

2
3 2 1 2 1 3 1 3 2 1 1

1 2

1
1 1 2 1 2 1

1 1
2 2

1 1 1
2 2 2

1
2

1 1
2 2

 

nA :توان گفتمی اصولحال با در نظر گرفتن قضیۀ اول مقالۀ دهم    یا
n nA S C  nS؛ پس 1 S (.502-500: راشد، ص )نیز نک 

بینیم که نسبت های جدا شده در هر مرحله برای اثبات قضیه میبا بررسی نسبت
 تی نیست:فوق نسبت ثاب

( )

( )

S

C

S S

C S

S S

C S




 


  

  


  

2

1

3 2

1 2

4 3

1 3

2

2 1 2
2

2 2 2 2 2
2 2

 

مساحت هر »گوید: ارشمیدس در اثبات قضیۀ اول که می 1،مساحة الدایرة فیدر 
ای است که اضلاع زاویۀ قائمۀ آن محیط و الزاویهای برابر با مساحت مثلث قائمدایره

بدون  اصولاز قضیۀ اول مقالۀ دهم  (.93-91، ص1912)هیث،  «شعاع دایره باشند
 در نظر گرفتن نسبتی ثابت بهره برده است.

 بن ثابت داریم:ابراهیم بن سنان  فیمساحة القطع المکا فیدر قضیۀ دوم 

نسبت دو سهمی به یکدیگر مثل نسبت دو مثلث به یکدیگر است که در قاعده و »
 «رأس با این دو سهمی مشترک هستند.

                                              
1. Measurement of a circle 
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را به همان اصول در اثبات این قضیه نیز، ابراهیم بن سنان قضیۀ اول مقالۀ دهم 
 (.62-59ص بن سنان، ن کرده، بکار برده است )ابراهیم ای که اقلیدس بیاشیوه

 محمد باقر یزدی
عباس  دانان دورۀ صفویه و معاصر با شاهملا محمد باقر زین العابدین یزدی از ریاضی

ق( و شاه 1052تا  1038شاه صفی )سلطنت از  ق( و1037تا  996اول )سلطنت از 
ق( بوده است. اطلاعات دربارۀ زندگانی این 1077تا  1052عباس دوم )سلطنت از 

بوده  ق زنده1047دانیم که در در منابع بسیار ناچیز است. تنها می ایرانیدانشمند 
ترین اثر . مهم(436ص قربانی،ق از دنیا رفته است )1069است و کمی پیش از سال 

غیاث الدین  مفتاح الحساباست که ظاهراً به تقلید از  عیون الحسابریاضی او 
  ق( نوشته است.832درگذشته در جمشید کاشانی )

 شرح المقالة العاشرةاقلیدس با عنوان اصول  در شرحی که بر مقالۀ دهمیزدی 
گیرد گوید: با حالت کلی که طوسی در نظر میدر نقد نظر طوسی میتألیف کرده است، 

p)برقراری حکم قضیه برای نسبت ثابتِ 

q
  اصولمقالۀ دهم ( برهان قضیۀ دوم 1

 :آوریمرا می دوم مقالۀ دهمقضیۀ اثبات . برای اثبات این ادعا، شودمختل می

abبا فرض  cdو  abدو مقدار نامساوی  cd اند. اگر داده شدهab  ًمتوالیا
وقت کمیت قبل از خود را مانده هیچکم شود و مقدار باقی cdیکی پس از دیگری از 

 ناپذیرند.اندازه cdو  abیم دو کمیت گوینشمارد، می

 
داشته  qبا  pاین حکم به هر نسبتی که »گوید: یزدی این نظر طوسی را که می

کند که اگر قضیه به نقد می طور، این «باشد، با رعایت مدام این نسبت برقرار است
با بیان شود. زیرا شود، برهان قضیۀ دوم مختل می بیانکند که طوسی بیان می صورتی

 لزومی ندارد این نسبت همواره ثابت باشد. 2در قضیۀ کنیم که مثال عددی ثابت می
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 کنیم:تر بیان میطلب را روشبا ذکر یک مثال عددی م

Β ناپذیر ودو مقدار اندازه Βو  A ،2فرض کنیم طبق قضیۀ  A  وΒ و  2
A کم  Aرا از  Βترین مضرب صحیح ابتدا بزرگ 2باشند. طبق قضیۀ  12

 شود؛ برای این منظور داریم: Aتر از مانده کوچککنیم تا باقیمی

n n   A Β A 8 
 حال داریم:

C Cn    A Β 812 2 

2/با توجه به مقدار تقریبی  1 0/مقدار تقریبی  Cتوان برای ، می4 در  8
 Bرا از  Cترین مضرب صحیح نظر گرفت. حال به همان روش مرحلۀ قبل، بزرگ

 شود؛ یعنی: Bتر از مانده کوچککنیم تا باقیکم می

Cn Β Β 
توان در نظر گرفت. حال برای محاسبۀ نسبت را می 1مقدار صحیح  nکه برای 

 شود، داریم:مقدار جدا شده در دو مرحله به کمیتی که این مقدار از آن جدا می

 

 
 C

n

n

 

 
 

Β
A

Β

12 3

12

8 2 2 21

12 8 2 6 2 82
 

برای حل این مشکل، یزدی  بینید این دو نسبت مساوی نیستند.طور که میهمان
 کند:قضیه را به صورت زیر مطرح می

کنیم، نسبت ثابت است، اما برای برای حالتی که هر بار نصف مقدار را جدا می
کنیم، برای این که نده را از آن جدا میماتر از نصف باقیحالتی که هر بار مقداری کم

به زبان امروزی حد دنباله به سمت صفر میلی کند، نیز لازم است که نسبت ثابت باشد. 

pپس برای این دو حالت نسبت ثابتِ 

q

1
2

بیان شد؛  آنهارا خواهیم داشت که اثبات  
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pکه  فقط شرط اثبات قضیه را به جای این

q
 pبگیریم،  1

q

1
2

خواهیم گرفت.  

طور که دیدیم، لازم نیست این نسبت ثابت باشد تر از نصف، همانبرای حالت بزرگ

iهای متغیر و حکم برای نسبت

i

p

q

1
2

 به قوت خود باقی است. 
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