
  ، پژوهشگاه علوم انساني و مطالعات فرهنگيپژوهي منطق
  120 –89، 1398ـ پژوهشي)، سال دهم، شمارة اول، بهار و تابستان  نامة علمي (مقالة علمي دوفصل

  منطق پيوسته

  *سيد محمد امين خاتمي
  **مسعود پورمهديان

  چكيده
نهايـت   درستي بي منطق پيوسته تعميمي از منطق كلاسيك به يك منطق با مجموعه مقادير

مقداري است. بسياري از نتايج منطق كلاسيك و نظريه مدلِ آن به منطق پيوسته تعميم داده 
اند. منطق پيوسته نه تنها در بررسي و تحليل خواص ساختارهاي مباحث آناليز رياضي  شده

هاي جديدي در نظريه مدل منطق  كاربردهاي فراواني دارد، بلكه باعث بوجود آمدن نگرش
كلاسيك نيز شده است.در مقاله حاضر مروري خواهيم داشـت بـر سـير تكـاملي منطـق      

ِ چندمقداريِ لوكاسيويچ. سپس بعضـي از مهمتـرين خـواص اوليـه      پيوسته از روي منطق
كنيم. در انتها با توجه به تحليلي كه از مفهوم پيوسـتگي در منطـق    منطق پيوسته را بيان مي

 بـر  مبتنـي  كـه  پيوسـته  منطـق  از دير درستي داريم، نـوعي پيوسته با توجه به مجموعه مقا
 هـاي  منطـق  معرفـي  بـه  موضـوع  ايـن . كرد خواهيم معرفي را است پيوسته مثلثي هاي نرم

 بررسـي  به انتها در. انجامد مي ضربي حاصل و گودل منطق مثل هايي منطق بر مبتني  پيوسته
  .پرداخت مخواهي فشردگي خاصيت جمله از ها منطق اين خواص از بعضي

  چندمقداري، منطق فازي، منطق پيوسته  منطق رياضي، منطق ها: كليدواژه
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  مقدمه. 1
 دهنـد  هاي ارسطو در مورد صدق يا كذبِ جملاتي كه در مـورد آينـده اطلاعـي مـي     بحث

)problem of future contingents(هاي تخطي  ، باعث شد در اواسط دوره رنسانس اولين ايده
) شكل بگيرند. اين مسئله البته تـا اوايـل   principle of bivalence» (بودن دو ارزشي«از اصل 

 )G.W.Leibniz( قرن بيستم ميلادي،  بيشتر با مباحث فلسفي، توسط افرادي همچون لايبنيتز
  مورد بررسي قرار گرفت. )A.Meinong( و ميننُگ

شـكل  » شي بـودن اصل دو ارز«هاي منسجم تخطي از  در اوايل قرن بيستم، اولين انگاره
دان اسكاتلندي، آمريكايي و روسـي بـه    منطق سه 1912و  1909، 1898هاي  گرفتند.در سال

ــام ــك  ن ــاي م ــال  ه ــرس)H.MacColl(ك ــيليو )C.S.Peirce( ، پي ــا  )N.A.Vasil'ev( و واس ب
ــد.    ــوع پرداختن ــن موض ــه اي ــف ب ــاي مختل ــال رويكرده ــيويچ 1920در س ــان لوكاس  ج

)J.Lukasiewicz( و اميل پست )E.L.Post( منطقي   دو مقاله كاملاً مستقل در مورد دو سيستم
هاي چندمقداري منتشر كردند. اين دو مقاله اولين كارهاي با بنيه رياضـي قـوي در    از منطق
  شوند. هاي چندمقداري محسوب مي طقمورد من

شده توسط لوكاسيويچ به لحاظ مجموعه مقادير درستي، سه مقـداري بـود    منطقِ معرفي
اين منطق با مجموعه مقادير درستي نامتناهي مقداري نيـز   1930خيلي سريع و تا سال  ولي

توسط خود لوكاسيويچ مورد بررسي قرار گرفت. تفاوت اصلي منطق لوكاسـيويچ و منطـق   
پست با منطق كلاسيك در مجموعه مقادير درستي بود ولي به لحاظ عملكرد روابط منطقي، 

منطق كلاسيك هر رابط منطقي داراي يك تابع درسـتي بـود.    ها شبيه در هر دوي اين منطق
هاي اتميك، را بتوان به يك  كرد كه يك ارزيابي روي مجموعه گزاره اين موضوع ايجاب مي

ها تعميم داد. نتيجه اين شباهت اين شد كـه منطقيـون    تابع ارزش روي مجموعه همه گزاره
كه شبيه سيسـتم اثبـات منطـق كلاسـيك     ها طراحي كنند  هاي اثباتي براي اين منطق سيستم

هاي اثبات، به اين معني كـه هـر گـزاره درسـتي      باشد. در عين حال كامل بودن اين سيستم
يـافتني   توسط آنها قابل اثبات باشد، در خيلي از موارد قابل حصول نبود و براي موارد دست

  شبيه منطق لوكاسيويچ نيز تا سالها معطل ماند.
ر در مورد منطق لوكاسيويچ اين بـود كـه ايـن منطـق بـه لحـاظ       نكته حائز اهميت ديگ

هـاي چندمقـداري    عملكرد روابط منطقي، بـر خـلاف منطـق پسـت و يـا خيلـي از منطـق       
ديگر،دقيقاً تعميمي از منطق كلاسـيك بـود. حتـي بعـد از معرفـي شـكلِ محمـولي منطـق         

سـورها در منطـق   لوكاسيويچ مشاهده شد كه رفتار سورها نيـز شـباهت زيـادي بـه رفتـار      
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كلاسيك دارند. اين شباهت عملكـرد روابـط منطقـي و سـورها باعـث شـد تـا بـا تعمـيم          
  هاي اثباتي براي منطق لوكاسيويچ بدست آيند. هاي اثبات منطق كلاسيك، سيستم سيستم

هاي اثبات منطق كلاسيك  هايي كه براي اثبات كامل بودن سيستم بعلاوه بعضي از روش
هاي چندمقداري نيز مورد توجه قرار گرفتند.به عنوان مثـال   ند در منطقشد به كار گرفته مي
هاي معادل بود و در  ارزيِ گزاره هاي هم بائومِ يك تئوري كه شامل كلاس تشكيل جبر ليندن

بائوم براي منطق كلاسيك معرفي شده بـود، در بررسـي    توسط تارسكي و ليندن 1935سال 
وكاسيويچ به كار گرفته شد. اين موضوع باعث معرفـي  هاي اثبات منطق ل كامل بودن سيستم

در مقابـل   1957در سـال   )C.C.Chang( توسـط چانـگ   )MV-algebras( ها جبر- MVمفهوم
با نمـايش   1958در منطق كلاسيك شد. چانگ در سال  )Boolean algebras( هاي بولي جبر
توانست كامل  جبر به كمك قسمتي محدود از عناصر مثبت يك گروه آبلي مرتب،- MVيك

). البته اين Chang, 1959: 74اي را ثابت كند ( هاي اثبات منطق لوكاسيويچ گزاره بودن سيستم
) و با روشـي  J.B.Rosser) و روزر (A.Roseو بطور جدگانه توسط رز ( 1956  مهم در سال

  ).Rose and Rosser, 1958: 1رياضيگونه نيز انجام شد (
سيستم اثبات براي منطق لوكاسيويچ مرتبه اول،نكته كليدي اما در مورد اثبات كامل بودن 

كه باعث به سرانجام رسيدن اين مهم شد، پيوسـتگي تـابع درسـتي روابـط منطقـيِ منطـق       
در نظـر   ଶ[0,1]و نيـز   [0,1]لوكاسيويچ بود. در واقع چنانچه توپولـوژي اقليدسـي را روي   

طـق لوكاسـيويچ پيوسـته خواهنـد بـود.      بگيريم، آنگاه تابع درستي همه روابط منطقي در من
توانستند با استفاده از ايـن واقعيـت، كامـل     1963) در سال L. P. Belluceچانگ و بلونس (

 ,Belluce and Changبودن سيستم اثبات براي منطق لوكاسيويچ مرتبه اول را نيز ثابت كند (

ام گـرفتن از خـواص منطـق    ) و با الهJ.Keisler). در ادامه چانگ به همراه كيسلر (43 :1963
لوكاسيويچ سه سال بعد منطقي چندمقداري به نام منطق پيوسته را معرفي كردند كـه در آن  

، مجموعه مقادير درستي يـك فضـاي توپولوژيـك    [0,1]به جاي استفاده از بازه يكه واحد 
 Continuousهاسدورف در نظر گرفته شده بود و روابط منطقي نيز توابعي پيوسـته بودنـد (  

Model Theory, 1966.(  
ــي  ــد ايران ــي  دانشــمند فقي ــي L.A.Zadehعســكرزاه  الاصــل، زاده (لطف ــد از معرف ) بع

منطق فازي را معرفي كرد كه بـه بررسـي    1970، در دهه 1965هاي فازي در سال  مجموعه
هـاي   پرداخت. بـا توجـه بـه ماهيـت منطـق      ) در مفاهيم منطقي ميvaguenessمفهوم ابهام (
منطقيون خيلي سريع به مطالعه مفهوم ابهام در غالب اصطلاحاتي مثـل درجـه    چندارزشي،
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سازگاري و ... پرداختند. همانطور كـه كاربردهـاي ديـدگاه    - Kپذيري،  درستي، درجه اثبات
هـاي   فازي در ساير علوم به سرعت مورد استقبال واقـع شـد، در بسـياري از انـواع منطـق     

» منطـق فـازي  «قرار گرفت و حتي خيلي اوقـات واژه  چندمقداري اين ديدگاه مورد مطالعه 
براي  )J.Pavelka( پاولكا 1979مورد استفاده قرار گرفت. در سال » منطق چندمقداري«بجاي 

پـذيري بـا افـزودن ثوابـت منطقـي صـفر        بررسي مفاهيم فازيِ درجه درستي و درجه اثبات
:rҧ}موضعي  r ∈ پيوستگي توابع درستيِ روابط به مجموعه روابط منطقي و استفاده از  {(0,1)

ها rҧپذيري در منطق لوكاسيويچ مجهز شده با  منطقي، نشان داد درجه درستي و درجه اثبات
 1998). در سـال  Pavelka, 1979: 45كه به منطق پاولكا مشهور شد، بـا هـم برابـر هسـتند (    

هـاي   دان فقيـد مجارسـتاني در كتـاب مشـهورش در مـورد منطـق       ) منطقP. Hájekهايك (
) basic logic)، منطق اساسـي ( Metamathematics of fuzzy logicچندمقداري ومنطق فازي (

) بـود را  continuous t-normهاي چندمقداري مبتني بر نرم مثلثي پيوسـته (  كه نوعي از منطق
هـاي چندمقـداري از    معرفي كرد. منطق پايه به نوعي در بر گيرنده طيف وسـيعي از منطـق  

) product logicضـربي (  ) و منطق حاصلGödel logicكاسيويچ، منطق گودل (جمله منطق لو
بود. هايك در كتاب مذكور به شكل قابل توجهي همه نتايج بدسـت آمـده تـا آن زمـان در     

  آوري كرد. هاي چندمقداري را با جزئيات جمع مورد اين منطق
مـيلادي   1990شروع مباحث جدي در منطق پيوسته را شايد بتـوان بـه كارهـاي دهـه     

) در نظريـه  I. Ben-Yaacovياكف ( و برخي از همكارانش مانند بن )C.W. Henson( هنسون
مدل ساختارهاي آناليز رياضي منسوب كرد. با الهام گـرفتن از كارهـاي چانـگ و البتـه بـا      

ياكف و هنسون طي يك كارسوق علمي، منطق  بن 2006هاي پاولكا، در سال  نگاهي به ايده
تـرين مراجـع حاصـل از ايـن      به شكل جديد آن معرفـي كردنـد. يكـي از كامـل    پيوسته را 
ها در مورد معرفـي منطـق پيوسـته بخشـي از يـك مجموعـه مقـالات اسـت كـه           همكاري

) آن را به رشته A. Usvyatsov)، هنسون و اسوياتسوف (A. Berensteinياكوف، برنشتاين ( بن
). در Ben-Yaacov, Berenstein, Henson and Usvyatsov, 2008: 315انـد (  تحريـر درآورده 

ياكف و همكارانش، نه تنها مباحث مربوط بـه نظريـه    ي معرفي شده توسط بن منطق پيوسته
آمدنـد، بلكـه    مدل تا حدودي از توسيع مباحث نظريه مدل منطق كلاسيك بـه دسـت مـي   

هـايي   با دشواريمطالعه ساختارهايي از آناليز رياضي كه قبلاً در نظريه مدل منطق كلاسيك 
آمدند. شايد بتوان مطالعـه نظريـه مـدل سـاختارهاي      تر مي همراه بود، در اينجا به نظر ساده
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متريك را يكي از مهمترين كاربردهاي منطق پيوسته دانسـت كـه در حـال حاضـر توسـط      
  باشد. ياكوف و همكارانش در حال توسعه مي بن

تواند  ) ميContinuous Model Theory, 1966نگاهي ديگر به كار كليدي چانگ و كيسلر (
معرف نوعي ديگر از منطق پيوسته باشد كه براي مطالعه ساختارهاي متريك خاص ممكـن  

يـاكف و همكـارانش    است مناسبت بيشتري نسبت به منطق پيوسته معرفي شده توسط بـن 
 ଶ[0,1]و  [0,1]داشته باشد. در واقع چنانچه خود را محدود بـه توپولـوژي اقليدسـي روي    

هـاي پايـه    كنيم كه توابع درستيِ همه روابط منطقيِ بعضي از منطق نكنيم، آنگاه مشاهده مي
ضربي نيز ممكن است پيوسته باشند كه اين منجـر بـه ظهـور     مانند منطق گودل و يا حاصل

هاي پيوسته خواهد شد. اين كار در واقع توسط نويسندگان مقاله حاضر  نوعي ديگر از منطق
 ,Khatamiانجـام شـده اسـت (    2014خـانم توانـا بـراي منطـق گـودل در سـال        به همراه

Pourmahdian and Tavana: 2016, 1743      بعـلاوه در حـال حاضـر نويسـنده اول در حـال .(
باشد.  نظريه مدل مربوط به  ضربي و نيز منطق پايه مي توسيع اين موضوع براي منطق حاصل
ياكف، قابليت توسعه به  نظريه مدل منطق پيوسته بن اين نوعِ از منطق پيوسته نيز شايد شبيه

  هر دو لحاظ منطقي و كاربردي را داشته باشد.
در سه بخش بعدي مقاله سير تكاملي منطق پيوسته از روي منطـق لوكاسـيويچ را بيـان    
خواهيم كرد. در بخش پنجم بعضي از اولين قضايايي كه براي توسـعه نظريـه مـدل منطـق     

كنيم. بالاخره در بخش آخر به معرفي نوعي از منطق پيوسـته   را بيان مي پيوسته لازم هستند
ضـربي اسـت    هـاي چندمقـداري ماننـد منطـق گـودل و يـا حاصـل        كه مبتني سـاير منطـق  

مربوط به تابع درستيِ روابط منطقـي، بـه جـاي اسـتفاده از تصـاوير      پردازيم.در تصاوير  مي
يه بر تغيير رنگ نقاط براي بعد سوم استفاده بعدي، از تصاوير دوبعدي ولي با تك معمولِ سه

درسـتي  «هاي بين سفيد و سياه كه به ترتيـب نشـان دهنـده     ايم. در واقع طيفي از رنگ كرده
باشـند، نشـان دهنـده عملكـرد تـابع درسـتي در ازاي        مـي » غلط بودن محـض «و » محض
منطقي را نسـبت بـه   باشند. اين تصاوير علاوه بر اينكه تعبيرِ روابط  هاي مختلف مي ورودي

دهند، برخي از خواص توابعِ درستيِ روابـط منطقـي ماننـد     بعدي، بهتر نشان مي تصاوير سه
  دهند. پيوستگيِ آنها را نيز خيلي خوب نمايش مي
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  لوكاسيويچ منطقي سيستم .2
توسط لوكاسيويچ معرفي شـد، مجموعـه    1920مقداري كه در سال  3در منطق لوكاسيويچ 

بود. بـه  » د،ن}=ممكن«{و » ن}=نادرست«{، »د}=درست«{امل سه مقدار مقادير درستي ش
هايي كه در زمان آينده هسـتند در نظـر    را براي ارزش گزاره» ممكن«لحاظ فلسفي او مقدار 

گرفته بود. در اين منطق دو رابط منطقيِ تناقض و استلزام به عنوان روابط منطقيِ پايه هستند 
  توان تعريف نمود. مك اين دو رابط منطقي ميكه ساير روابط منطقي را به ك

، »ممكن«كند كه تاثير روابط منطقي روي مقدار درستي  ، ايجاب مي»ممكن«ي  منطقِ واژه
هاي اتميك آن  بطور تابعي بسته نباشند و مقدار درستي يك گزاره بسيط كه بعضي از گزاره

اي اتميك تشـكيل دهنـده آن   ه را دارند، از روي مقدار درستي گزاره» ممكن«مقدار درستي 
اي يافته بـود،   قابل محاسبه نباشد. اما حساب احتمالات كه در آن زمان توسعه قابل ملاحظه

با چنين توابعي سروكار داشت. بنابراين لوكاسيويچ براي اينكه منطـق جديـدي بـراي كـار     
باشـند و  كردن با مقادير مبهم ابداع كند، فرض كرد كه روابط منطقـي داراي تـابع درسـتي    

هاي اتميك آن و با توجـه بـه توابـع درسـتي روابـط       هاي بسيط از روي گزاره ارزش گزاره
منطقي قابل محاسبه باشد. در واقع وي فرض كرد كه دو اصل مهـم زيـر از اصـول منطـق     

  كلاسيك در منطق لوكاسيويچ هم برقرار هستند:
وجـه بـه توابـع درسـتي     هاي اتميك آن و با ت ارزش درستي هر گزاره از روي گزاره. 1

 آيد. به عبارت ديگر عملكرد همه رابط منطقي كاملاً معلوم است، روابط منطقي به دست مي

A، اگر ارزش گـزاره مركـب   ∗به ازاي هر رابط منطقي . 2 ∗ B     مشـخص باشـد، آنگـاه
قـرار دهـيم، ارزش گـزاره     Bو Aارزش با خود  دو گزاره ديگر و هم Bو Aچنانچه به جاي 

Aزش جديد با ار ∗ B .برابر است 

هاي بعـد ابـداع    هاي چندمقداري كه در سال اين دو اصلِ لوكاسيويچ در خيلي از منطق
هايي اطلاق    شدند، مفروض بودند. در واقع در حال حاضر واژه منطق چندمقداري به منطق

ها بيشتر از دو مقدار درستي داشـته باشـند و بعـلاوه     شود كه مجموعه مقادير درستي آن مي
  مه روابط منطقي داراي تابع درستي باشند.ه

بـه   ψو  φبه عنوان مثال، لوكاسيويچ تابع درستي رابط منطقي استلزام را براي دو گزاره 
  شكل زير تعريف كرد:
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ــي ارزش  ـ ــر  ψوقت ــت«براب ــا ارزش » درس ــر  φو ي ــت«براب ــاً  » نادرس ــت حتم اس
φارزش → ψ ،برابر درست خواهد بود 

و تالي » ممكن«باشد و نيز وقتي مقدم » ممكن«لي تالي و» درست«بعلاوه وقتي مقدم  ـ
φباشد ارزش گزاره » نادرست« → ψ  تعريف شد،» ممكن«برابر 

داشته باشند با توجه به اين واقعيـت كـه در   » ممكن«ارزش  ψو  φاگر هر دو گزاره  ـ
Aمنطق كلاسيك گزاره  → A  يك همانگو است، ارزشφ → ψ  در نظـر  » درست«را

 گرفت ،

را بـراي  » نادرسـت «، نتيجـه  »نادرسـت «و تالي » درست«كلاسيك مقدم شبيه منطق  ـ
φارزش  → ψ دهد، مي 

  است: 1به صورت شكل » استلزام«بنابراين جدول درستي رابط منطقي 

  
࣐رابط منطقي  .1شكل →  ࣒

ده كرد. براي نمايش مقادير درستي استفا[0,1]لوكاسيويچ در ادامه از اعداد بازه يكه واحد
ൠد൝൜مقداري به جاي استفاده از مجموعه 3مثلاً براي حالت  ، ൜نൠ ، ൜د،نൠൡ  از مجموعه مقادير

ଷࣱدرستي = مقـداري مجموعـه    mاستفاده كرد. بطور كلي در منطق لوكاسيويچ  {0,0.5,1}
୫ࣱ  مقادير درستي عبارت است از = ൜ km − 1 : 0 ≤ k ≤ m − 1ൠ 

∞ࣱبازه يكه واحد  نهايت مقداري اين مجموعه، و در حالت بي = باشد. تـابع   مي[0,1]
درســتيِ رابــط منطقــي اســتلزام بــراي منطــق لوكاســيويچ ســه مقــداري، پــنج مقــداري و  

  شود: مقداري به صورت زير تعريف مي بينهايت
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࣐ .2شكل →  براي منطق لوكاسيويچ ࣒

  رابـط منطقـي اسـتلزام در منطـق    اي، تابع درستي مربوط به تابع درستيِ  به لحاظ ضابطه
x  لوكاسيويچ به صورت → y = min (1 + y − x, 1) 

اي منطق لوكاسيويچ  هاي پايه است.رابط منطقي ديگري كه در كنار استلزام به عنوان رابط
x¬است كه با تابع درستي » تناقض«شود،  شناخته مي = 1 − x شود. از روي اين  معرفي مي

توان تعريف كرد. به عنوان مثال تركيب فصـلي و   ميدو رابط منطقي، ساير روابط منطقي را 
,¬}عطفي چنانچه شبيه منطق كلاسيك با كمك  =  تعريف شوند، داريم: {→ min(1, x + y) ≔ ¬x → y x ⊕ y = max (0, x + y − 1) ≔ ¬(¬x ⊕ ¬y) x & y 

نامنـد در   مـي » و قوي«و » يا قوي«تصوير توابع درستي اين دو روابط منطقي كه آنها را 
  يت مقداري به صورت زير است.نها حالت بي

  
 »ضعيف يا« و »قوي يا« .3شكل
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,⊕}در اينجا علاوه بر دو رابط منطقي معرفي شده  ، روابط منطقي ديگـري نيـز كـه    {&
=  عملكردي شبيه فاصل و عاطف داشته باشند، وجود دارند. به عنوان مثال max(x, y) ≔ (x → y) → y x ∨ y »ضعيف» يا  = min(x, y) ≔ x &(x → y) x ∧ y »ضعيف» و  

  نهايت مقداري به صورت زير است: كه تصوير تابعِ درستي آنها در حالت بي

  
 »ضعيفو «و » و قوي« .4شكل

گيرانه دارد و چنانچـه ارزش يكـي از دو    دانيم، تركيب فصلي دو گزاره ماهيتي سهل مي
 3گزاره درست باشد، ارزش تركيب فصلي آنها درست است. در اينجا همانطور كـه شـكل   

تر از تركيب فصليِ ضـعيف   گيرانه سهل ψو  φدهد، تركيب فصليِ قوي دو گزاره  نشان مي
xآنها است، و لذا به لحاظ ماهيتي،  ⊕ y تر از  قويx ∨ y    است و نقاطي كـه ارزش تركيـب

باشد، بيشتر از نقاطي هستند كه ارزش تركيب فصلي ضعيف  مي» تقريباً درست«فصلي قوي 
  است.» تقريباً درست«

x  نيز شبيه منطق كلاسيك به صورت» يمعادل بودن منطق«يا » اگر و فقط اگر«بط منطقي را ↔ y ≔ (x → y)&(y → x) 

دهـد كـه تـابع درسـتي ايـن رابـط منطقـي         اي ساده نشان مـي  شود. محاسبه تعريف مي 1 − |x − y| رود، وقتي ارزش دو گـزاره   است. همانطور كه انتظار ميφ  وψ    نزديـك هـم
φباشد، ارزش  ↔ ψ تر اسـت. لـذا ارزش    ت نزديكبه درسφ ↔ ψ     بنـوعي تعيـين كننـده

بـه هـم    ψو  φتر باشد، ارزش دو گزاره  ها است و وقتي ارزش آن درست فاصله بين گزاره
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xعملكرد  5تر بوده است. شكل  نزديك ↔ y  مقداري و بينهايت مقداري  6را در دو حالت
  كشد. به تصوير مي

  
 )منطقي بودن دلمعا( اگر و فقط اگر منطقي رابط . 5شكل

اصـل   4يك سيستم اصـل موضـوعي شـامل     )M. Wajsberg( وايسبرگ 1931در سال 
مقداري معرفـي كـرد. در عـين     3موضوع به همراه قاعده وضع مقدم براي منطق لوكاسييچ 

هاي درسـت توسـط آن قابـل اثبـات باشـند       سيستم اثباتي كه همه گزاره 1950حال تا دهه 
اصـل   5موفق شدند يك سيستم اثبات كامل شـامل   1958سال معرفي نشد. رز و روزر در 

نهايـت مقـداري    اي بـي  موضوع به همراه قاعده وضع مقدم را براي منطق لوكاسيويچ گزاره
اصل موضوع به شرح ذيل هستند كه البتـه   5). اين Rose and Rosser, 1958: 1معرفي كنند (

يسبرگ معرفي كرده بـود. البتـه بعـداً    اي بودند كه وا تا اصل اول از همان اصول موضوعه 3
φ  باشد و از روي بقيه اصول قابل اثبات است. نيز نمي L5معلوم شد كه نيازي به اصل  → (ψ → φ) L1) (φ → ψ) → [(ψ → χ) → (φ → χ)] L2) (¬ψ → ¬φ) → (φ → ψ) L3) [(φ → ψ) → ψ] → [(ψ → φ) → φ] L4) [(φ → ψ) → (ψ → φ)] → (ψ → φ) L5) 

بعد از رز و روزر و البتـه در همـان سـال     گونه داشت. اثبات رز و روزر ماهيتي رياضي
حل جبري براي حل اين مسئله بيابد كه بدليل شباهت آن با يكي از  چانگ توانست يك راه

هاي اثبات كامل بودن سيستم اثبات در منطق كلاسيك، بيشتر مورد استقبال منطقيـون   روش
  ).Chang, 1959: 74بود (
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نهايت  گزاره درستي در منطق لوكاسيويچ بي طرح اثبات چانگ براي اينكه نشان دهد هر
به كمك اصول فوق و قاعـده وضـع مقـدم     [0,1]مقداريِ مبتني بر مجموعه مقادير درستي 

  قابل اثبات است، به صورت زير بود:
 با توجه به اينكه رابطه ـ

߮ قابل اثبات باشد« ↔ ߮اگر و فقط اگر                        ߰ ∼ ߰«  

ارزي آن، يعني  هاي هم ها است، مجموعه كلاس وي مجموعه گزارهارزي ر يك رابطه هم
جبـر تبـديل   - MVتوان به يـك   هاي زير مي را با تعريف {φ گزاره است      :[φ]}مجموعه 

0 [⊥]  كرد: ≔ [φ ⊕  ψ] [φ] + [ψ] ≔ [¬φ] −[φ] ≔ 

,A)جبر ساختاري جبري است مثل - MVيك  ـ +,  –يك عملگر دوتايي و  +كه  (0,−
اسـت كـه در خـواص زيـر      Aيكي از عناصـر   0و  Aوضعي روي م يك عملگر تك

(a−)− كنند: صدق مي = a a + (b + c) = (a + b) + c a + (−0) = −0 a + b = b + a −(−(x) + y) + y = −(−(y) + x) + x a + 0 = a 

xبا دو عمل  [0,1]مثلاً  ⊞ y = min (1, x + y)  و⊟ x = 1 − x  يكMV - جبر است
  نامند. جبر استاندارد مي- MVكه آن را 

,A)جبر - MVروي هر  ـ +, رابطه ترتيبي جزئي به صـورت زيـر قابـل تعريـف      (0,−
a است: ≤ b             اگر و فقط اگر             (−a) + b = −0                           

  جبر مرتب خطي است.- MVضرب مستقيم چند  جبري، زيرجبرِ حاصل- MVبعلاوه هر 
فقط اگر جبر استاندارد درست است اگر و - MVجبرها، در - MVهر تساوي در زبان  ـ

جبرهاي مرتب خطي درست باشد. (بخش اصلي مقالـه چانـگ بـراي    - MVدر همه 
اثبات همين موضوع اختصاص يافته بود. او براي اثبات اين موضوع ابتدا نشان داد كه 
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توان به كمك قسمتي محدود از عناصر مثبـت يـك    جبر مرتب خطي را مي- MVهر 
 گروه آبلي مرتب خطي نمايش داد)

هاي درست در منطق لوكاسيويچِ مبتني بـر مجموعـه مقـادير     بين گزاره اكنون ارتباط ـ
 دهد. جبرها، حكم را نتيجه مي- MVها در  با تساوي [0,1]درستي 

در عين اينكه سيستم اثبات منطق لوكاسيويچ كامل است، اما بر خلاف منطق كلاسـيك،  
رت ديگـر اگـر يـك    تماميت قوي در اين منطق با سيستم اثبات فوق برقرار نيست. بـه عبـا  

مفروض باشند، آنگـاه   φنامند) و يك گزاره  ها را تئوري مي (هر مجموعه از گزاره T تئوري
Tاست ( φمستلزم  Tتوان از اينكه  مي Tفقط در صورت متناهي بودن  ⊨ φ نتيجه گرفت ،(

Tقابل اثبات است ( Tاز روي  φكه  ⊢ φ      در عين حـال يكـي از نتـايجِ تماميـت قـوي در.(
يك كه خاصيت فشردگي است، در منطق لوكاسيويچ به كمك پيوستگي روابـط  منطق كلاس

منطقي (و نه از روي تماميت قوي) قابل اثبات است. براي بيان خاصيت فشردگي نيـاز بـه   
  چند تعريف داريم.

:vيك گزاره را سازگار گويند هرگاه تابع ارزشـي مثـل   ـ ൜هاي گزاره اتميك ൠ → [0,1] 
v(φ)موجود باشد بطوريكه  = 1. 

تـوان تعريـف    هاي چندمقداري را به صورت فازي نيز مي مفهوم سازگاري در منطق ـ
خواننـد   سـازگار مـي  - Kرا  φباشد، انگـاه گـزاره    [0,1]يك زيرمجموعه  Kكرد. اگر 

:vهرگاه تابع ارزشي مثل  ൜هاي گزاره اتميك ൠ → v(φ)موجود باشد كه [0,1] ∈ K. 

سازگار) - Kر گزاره آن سازگار (نامند هرگاه ه سازگار) مي- Kيك تئوري را سازگار ( ـ
 باشد.

نامند هرگاه هر زيرمجموعه متناهي آن  سازگار) مي- Kيك تئوري را متناهياً سازگار ( ـ
 سازگار) باشد.- Kسازگار (

كند هرگاه هر تئوري متناهياً  فشردگي) صدق مي- Kيك منطق در خاصيت فشردگي ( ـ
 سازگار) باشد.- Kسازگار) آن، سازگار (- Kسازگار (

و با توجه به پيوستگيِ تابع درستي روابط منطقـي   1963ت فشردگي حدود سال خاصي
- Kاي) اثبات شـد. مفهـوم    براي منطق لوكاسيويچ مرتبه اول (و لذا منطق لوكاسيويچ گزاره

- K 1995ميلادي مورد توجه محققين قرار گرفـت و در سـال    1990فشردگي حدود دهه 
) و در سال P. Cintula and M. Navara, 2004: 59اي ( فشردگي براي منطق لوكاسيويچ گزاره

 ,Tavana, Pourmahdian and Didevarبراي منطق لوكاسيويچ مرتبه اول اثبات گرديد ( 2012
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استفاده از مفهوم اثبات «هاي مختلفي مانند  اي البته اثبات با روش گزاره ). در منطق254 :2011
اسـتفاده از  «و » و پيوسـتگي روابـط منطقـي   استفاده از قضيه تيخونـوف  «، »و قضيه تماميت
انجام شده است. در مورد حالت مرتبه اول منطق لوكاسيويچ، اثبات كمـي  » مفهوم ابرضرب

 Tavana, Pourmahdian andتر است. در آخرين اثباتي كه بـراي ايـن موضـوع در (    تكنيكي

Didevar, 2011: 254ارائه شده است، با استفاده از تكنيك هنكين ( )Henkin method(   بـراي
، فشردگي )ultraproduct construction( منطق كلاسيك، و سپس استفاده از ساختار ابرضرب

  اند. فشردگي منطق لوكاسيويچ مرتبه اول ثابت شده- Kو 
  

  كيسلر و چانگ پيوسته منطق .3
توسـط   1963كامل بودن سيستم اثبات منطق لوكاسيويچ مرتبه اول براي اولين بار در سـال  

هاي كيسلر ثابت شد. يكي از نكات كليدي در اين  چانگ و بلوس و با كمك گرفتن از ايده
اثبات، پيوستگي تابع درستي همه روابط منطقي در منطق پيوسته بود. بعد از اين كار، چانگ 
و كيسلر كاري مشترك را براي توسعه منطق كلاسيك به يك نوع منطـق جديـد مبتنـي بـر     

 1966 آنها بعد از چند سخنراني و انتشار چنـد مقالـه، در سـال   . دندتوابع پيوسته شروع كر
  .منطق پيوسته را معرفي كردند

 Xدرمنطق پيوسته مجموعه مقادير درستي يك فضاهاي توپولوژيك فشرده هاسـدورف  
هـاي   با در نظر گرفتن يك زبـان مرتبـه اول كـه فقـط شـامل نمـاد        .شود در نظر گرفته مي

هـاي منطقـي و    اي از رابـط  باشـد و مجموعـه   اد تابعي يا ثابت مـي محمولي است و فاقد نم
از همه جملات به صـورت اسـتقرايي شـبيه منطـق كلاسـيك بدسـت        Σسورها، مجموعه 

  شناسي: به لحاظ معني .آيد مي
:fΔ، تابعي پيوسته مثـل  Δتعبير هر رابط منطقي  ـ X୬ → X    اسـت كـهn    نشـان دهنـده

 كنند، م ارتباط پيدا ميبا ه Δهايي است كه توسط  گزاره

:fΘ، تابعي است مثل Θتعبير هر سور  ـ P(X) → X، 

Lبه ازاي زبان محمولي  ـ = {P୧}୧∈I يك ،L -    ِساختار يا به اختصـار يـك سـاختارℳ ،
:Pℳهمراه با توابعي پيوسته مثل  Mاي ناتهي است مثل  مجموعه M୬ → X  به ازاي هر

Pنماد محمولي  ∈ L. 
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φتعبير هر گزاره  ـ ∈ Σ  در ساختارℳ = (M, Piℳ)    بـه صـورت اسـتقرايي از روي ،
 شود: ساخته مي φنحوه ساخته شدن گزاره 

Δ ،φموضعي  nاگر به ازاي رابط منطقي  ـ = Δ(ψଵ, … , ψ୬)آنگاه ، φℳ = fΔ(ψଵℳ, … , ψ୬ℳ)،                      
Θ ،φاگر به ازاي سور  ـ = Θ x ψ(x) آنگاه ،φℳ = fΘ({ψℳ(a): a ∈ M}). 

,φ(xଵمتغييره  nدر واقع در اينجا تعبير يك فرمول  … , x୬)  تابعي پيوسته است مثل φℳ: M୬ → X  و تعبير هر گزاره عنصري است ازM چانگ و كيسلر توانستند قضيه .
اي براي شروع مباحث نظريه مدل است، براي منطق  فشردگي را كه در واقع دريچه

  برسانند. طرح اثبات اين موضوع به صورت زير بود: پيوسته به اثبات

 ضربي فشرده و هاسدورف است، با توپولوژي حاصل XΣبا توجه به قضيه تيخونوف،  ـ

:Hكلاس همه ساختارها باشد و فرض كنيد  ैفرض كنيد  ـ ै → XΣ   تابعي باشـد
Hℳ:Σتحـت آن، تـابع    ℳكه تصوير هر ساختار  → X    بـا ضـابطهHℳ(φ) = φℳ 

 است،

پيوسـته اسـت را توپولـوژي     Hكه تحت آن تـابع   ैترين توپولوژي روي  ضعيف ـ
 ناميم. مي ैمقدماتي روي 

، مفهـوم ابرضـرب سـاختارها قابـل تعريـف      Xبا توجه به فشرده و هاسدورف بودن  ـ
 ैتوان نشان داد كـه توپولـوژي مقـدماتي روي     است. با كمك مفهوم ابرضرب مي

 دهد. يت فشردگي براي منطق پيوسته را نتيجه ميفشرده است كه فوراً خاص

، [0,1]نهايت مقداري مبتني بر مجموعه مقـادير درسـتي    منطق لوكاسيويچ مرتبه اول بي
حالت خاصي از منطق پيوسته است. گرچه منطق پيوسته معرفي شده توسط چانگ و كيسلر 

روي مجموعـه مقـادير    براي مطالعه برخي از ساختارهاي آناليز رياضي مفيد بود، اما چـون 
فقط ساختاري توپولوژيكي (و فاقد ترتيب) در نظر گرفته شـده بـود، لـذا  همـه      Xدرستي 

  شد توسط اين منطق مورد بررسي قرار داد. خواص ساختارها را نمي
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  پاولكا منطق .4
پذيري را  پاولكا، سعي كرد كه مفاهيم فازي مانند درجه درستي و درجه اثبات 1979در سال 

منطق لوكاسيويچ تعريف كند. او براي اين منظور تعدادي رابـط منطقـي صـفر موضـعي     در 
اي روابـط   ديگر را به مجموعه روابط منطقي افزود. در واقع از آنجـايي كـه مجموعـه پايـه    

,¬}اي، مجموعـه   منطقي در منطق لوكاسـيويچ گـزاره   →, صـفر   ⊥باشـد كـه در آن    مـي  {⊥
باشد، در منطق پاولكا مجموعه روابط منطقي  دو موضعي مي →تك موضعي و  ¬موضعي،  {¬, →, ⊥} ∪ {rҧ}୰∈(଴,ଵ) شناسي تعبير رابط صـفر موضـعي    باشد كه به لحاظ معني ميrҧ   عـدد

تـوان   مـي  ⊤و  ⊥به جاي  1തو  0തاست. البته براي بهتر شدن نمادگذاري از دو نماد  rحقيقي 
، حداقل دو اصل جديد در مـورد رفتـار   استفاده كرد. به لحاظ سيستم اثبات در منطق پاولكا

  را بايد به مجموعه اصول قبلي افزود: rҧمنطقي روابط صفر موضعي
rҧ¬ ـ ↔ 1 − rതതതതതതത، 

rبراي  ـ ≤ s  ،rҧ → sҧ ↔ 1 + s − rതതതതതതതതതതതത  و برايr > s ،rҧ → sҧ ↔ 1ത. 

پذيري يـك گـزاره را بـه صـورت زيـر       پاولكا بعد از معرفي سيستم اثبات، درجه اثبات
φ|T|  تعريف كرد: = sup{r: T ⊢  rҧ → φ}. 

شوند كه  پيوستگي روابط منطقي و همچنين همبند بودن بازه بسته يكه واحد  باعث مي
  به راحتي بتوان به نتايج زير رسيد:

:sup{r ـ T ⊢ rҧ → φ} = inf{r: T ⊢ φ → rҧ}، 

φ|T¬| ـ = 1 − |φ|T، 

ــه  ـ φ|T|چنانچـ ≤ |ψ|T  ،|φ → ψ|T = 1 + |ψ|T − |φ|T  ــراي φ|T|و بـ > |ψ|T ، |φ → ψ|T = 1. 

توان به آن رسـيد، نـوعي كامـل بـودن بـراي       اما نكته قابل توجهي كه از نتايج فوق مي
تـر   سيستم اثبات منطق پاولكا است كه از كامل بودن سيستم اثبات منطق لوكاسـيويچ قـوي  

ԡφԡTاست. اگر  = inf  {v(φ): v ⊨ T}  درجه درستي يك گزاره تحت يك تئوريT   ،باشـد
توان انواع كامل بـودن (يـا تماميـت) را بـه صـورت زيـر        جديد، مي با توجه به اين مفهوم

  بندي كرد: تقسيم
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درست باشد، قابل اثبات هم خواهد بود، به عبارت ديگر، اگر  φتماميت ضعيف: اگر  ـ ⊨ φ  آنگاه⊢ φ، 

قابل اثبات هم خواهـد   Tدرست باشد، توسط  Tاز ديد تئوري  φتماميت قوي: اگر  ـ
Tبود، به عبارت ديگر اگر  ⊨ φ  آنگاهT ⊢ φ، 

پذيري و درجه درستي يك تئوري با هـم برابـر هسـتند،     تماميت پاولكا: درجه اثبات ـ
φ|T|يعني  = ԡφԡT. 

پاولكا نشان داد علاوه بر تماميت ضعيف، تماميت پاولكا نيز در منطق لوكاسيويچِ مجهز 
منطـق لوكاسـيويچ،   برقـرار اسـت.البته ماننـد     ୰∈(଴,ଵ){rҧ}شده با روابط منطقي صفر موضـعي 

قرار است. بطـور كلـي در هـر    هاي متناهي نيز در منطق پاولكا بر تماميت قوي براي تئوري
  منطقي:
 د،ده تماميت قوي دو نوع تماميت ديگر را نتيجه مي ـ

دهد، اما تماميت قـوي را هميشـه نتيجـه     تماميت پاولكا تماميت ضعيف را نتيجه مي ـ
 دهد، نمي

  شود. كدام از دو نوعِ ديگر تماميت نتيجه نمي ف هيچدر حالت كلي از تماميت ضعي ـ
تر و فقط با تجهيز منطـق لوكاسـيويچ بـه     البته منطق پاولكا را به صورتي ضعيف هايك

به ازاي اعداد گوياي بازه يكه واحد مورد بررسي قـرار داد و   rҧروابط منطقيِ صفر موضعي 
). او علاوه بر اين نشان داد براي Hájek, 1998: 123همان نتايج پاولكا را براي آن اثبات كرد (

ԡφԡTاگر  Tتئوري متناهي  = r  آنگاهT ⊢ rҧ → φ.  هايك با توسعه مطالعات پاولكا به منطق
 مرتبه اول گوياي پاولكا، علاوه بر اثبات تماميت پاولكا براي منطق مرتبه اول گوياي پاولكا،

ن زمان و نيز مهمترين مسائل باز اين حوزه اي به همه نتايج قابل توجه دانسته شده تا آ اشاره
  دارد. دو مورد قابل توجه از اين احكام عبارتند از:

در منطق مرتبه اول لوكاسيويچ و يا منطق مرتبـه اول   φو گزاره  Tبه ازاي هر تئوري ـ
Tگويـــاي پاولكـــا، اگـــر  ⊨ φ  آنگـــاه بـــه ازاي هـــرn ≥ 1 ،T ⊢ φ ⊕ φ୬  كـــه φ୬ = φ&φ& … &φᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ

 ،୬ بار

در منطـق مرتبـه اول    φگزاره در منطق مرتبه اول لوكاسيويچ باشد، آنگاه يك  φاگر  ـ
لوكاسيويچ قابل اثبات است اگر و فقط اگر در منطق مرتبه اول گوياي پاولكـا قابـل   

 اثبات باشد.
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 منطق پيوسته .5
به بعد، منطق پيوسته در شكل جديدي كه در واقع توسـيعي از همـان    2000از حدود سال 
باشد، توسط هنسـون   مي [0,1]ويچ مرتبه اول مبتني بر مجموعه مقادير درستي منطق لوكاسي

ياكوف مورد مطالعه قرار گرفت. در اين شكل جديد منطق پيوسته، بـه لحـاظ وجـود     و بن
ساختار مرتبي كه روي بازه يكه واحد است، قرائتي از مفاهيم تقريبي و فازي نيز در بررسي 

ن امر در كنار شباهت خيلي از نتايج نظريه مدل منطق پيوسته با ساختارها، قابل مداقه بود. اي
ــد.     ــد منطــق پيوســته گردي ــين از شــكل جدي ــتقبال محقق منطــق كلاســيك، موجــب اس

هـايي در   الخصوص مطالعه ساختارهاي آناليز رياضي توسط اين منطق باعث پيشـرفت  علي
  نظريه مدل اين منطق شد.

:fسته در منطق پيوسته، به ازاي هر تابع پيو [0,1]୬ → وجود  Δ୤رابطي منطقي مثل  [0,1]
باشد. در عين حال  دارد. لذا تعداد روابط منطقي به اندازه تعداد همه توابع پيوسته مذكور مي

يكي از خواص جالب نحوي منطق پيوسته، شباهت آن به نحوِ منطـق كلاسـيك بـه لحـاظ     
دانيم در منطق كلاسيك، بعضي از  اي كامل از روابط منطقي است. مي امكان معرفي مجموعه

,¬}، {∧,¬}، {∨,¬}روابط منطقي مثل هاي  مجموعه ,→}و  {→ كامل هستند و قادرند هر  {⊥
نوع رابط منطقي ديگر با هر نوع تعبيري را توليد كنند. در منطق پيوسته البته اين موضوع به 

هايي از روابط منطقي وجود دارند كه تعابير آنها قادرند تعبير  اين صورت است كه مجموعه
,¬}تقريب بزنند. مثلاً  ساير روابط منطقي را  →, ⊥} ∪ {rҧ}୰∈(଴,ଵ)∩ℚ ،{¬, →, ⊥, .ଶ}  كه).ଶ  تك

vموضعي است و  ቀ .ଶ φቁ = ୴(஦)ଶ  ،({→, ⊥, ⊤, .ଶ}  و{&, →, ⊥, .ଶ} ) كامل هستندBen Yaacov 

and Usvyatsov, 2010: 5213.(  
موعـه مقـادير   هاي چندمقداري مبتني بر مج كلاسيك و نيز منطق  شناسي منطق در معني

بـه   1و در مقابـل،   ⊥، معمولاً صفر به عنوان غلط محض و تعبير رابط منطقي [0,1]درستي 
شود. اما در منطق پيوسـته، از   در نظر گرفته مي ⊤عنوان درست محض و تعبير رابط منطقي 

هـاي آنـاليز رياضـي و     آنجايي كه هدف اصلي آن بررسـي خـواص نظريـه مـدلي سـاختار     
به معني غلط محض و  1ي متريك است، بدلايلي كه بعداً خواهيد ديد، بخصوص ساختارها

شناسي در  صفر به معني درست محض در نظر گرفته شدند. اين موضوع موجب تغيير معني
xشود. به عنوان مثال در تعبير  ساير روابط منطقي نيز مي ∧ y  چون درستي آن (صفر بـودن ،
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xباشـد، لـذا    هـا) مـي   ن آن(صفر بود yو  xآن) به معني درستي همزمان  ∧ y = max{x, y} .
  تعبير ساير روابط منطقي نيز به شكل مشابه، دوگان تعابير قبلي خواهد بود:

x  ـ ∨ y = min{x, y}، x & y = min{x + y, 1}،x → y = max{y − x, 0}، 

x  ـ ⊕ y = max{x + y − 1,0}، x ↔ y = |y − x|،¬x = 1 − x ،.ଶ x = ୶ଶ 

اره خـواهيم داشـت،   شناسـي را بـه دليلـي كـه در بخـش بعـد بـه آن اش ـ        ما اين معنـي 
ها  شناسي متريك بعضي از اقسام گزاره ناميم. توجه كنيد كه در معني شناسي متريك مي معني
  به معني آنها تعريف خواهيم كرد. با توجه nرا به ازاي عدد طبيعي  nφيا  φ୬مثل 

هاي ديگري كه بيشتر شبيه تعبيـر روابـط    ياكوف، حتي از نماد بعضي از محققين مثل بن
كنند (كه البته ما بـا توجـه بـه پيشـينه      نطقي هستند، براي نمايش روابط منطقي استفاده ميم

ياكوف از  كنيم). مثلاً بن بحث در منطق لوكاسيويچ اين نمايشِ روابط منطقي را استفاده نمي x ∔ y  وy ∸ x  به ترتيب بجايx & y  وx → y كند. همچنين از آنجايي كـه در   استفاده مي
به معني كوچكترين كران بالا است، او از اين نماد به منظور همين معني  ∨يك مشبكه نماد 

  »).ياي قوي«كند (و نه  استفاده مي» و قوي«براي رابط منطقي  ∨كند و در واقع از استفاده مي
اي بـه تعبيـر سـورها و نـوع آنهـا در منطـق        در مورد تعابير سورها، گرچه قـبلاً اشـاره  

م، ولي بدليل اهميت موضوع در اينجا بايد نگاهي به ايـن مهـم   لوكاسيويچ مرتبه اول نداشتي
هاي مورد استفاده در منطق پيوسته مرتبه اول شبيه منطق كلاسيك فقط  نيز داشته باشيم. سور

هاي محمولي نيز فقط همـين دو   دو سور عمومي و وجودي هستند ( و البته در بيشتر منطق
ورها در منطق پيوسته، شبيه تعابير روابط منطقـي،  شوند). تعبير اين س سور در نظر گرفته مي

 ℳدر ساختار  x φ(x)∀دوگان تعبير آنها در منطق لوكاسيويچ مرتبه اول است. در واقع اگر 
 φ(a)بايد  ℳاز جهان سخن ساختار  aدرست باشد (صفر باشد)، آنگاه به ازاي هر عنصرِ 

൫∀x φ(x)൯ℳدرســت باشــد (صــفر باشــد). پــس     = supୟ∈M φℳ(a)  بطــور مشــابه . ൫∃x φ(x)൯ℳ = infୟ∈M φℳ(a).  
هاي مرتبه اول، محمول تسـاوي   ها در زبان در منطق كلاسيك يكي از مهمترين محمول

شود اين محمول در هر زبان مرتبه اولي وجود دارد. محمول تسـاوي   باشد كه فرض مي مي
  كند: در اصول موضوعه زير صدق مي

E1. ∀x x = x، 

E2. ∀x ∀y x = y → y = x، 
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E3. ∀x∀y∀z [x = y ∧ y = z] → x = z.  

در  dدر منطق پيوسته، فرض كنيـد محمـول دو موضـعي     سازي اين محمولبراي پياده 
  بايد در اصول زير صدق كند. يعني dنقش تساوي باشد. پس 

d1. ∀x d(x, x)، 

d2. ∀x ∀y d(x, y) → d(y, x)، 

d3. ∀x∀y∀z [d(x, y)& d(y, z)] → d(x, z).  

 ℳشناسي منطق پيوسته، اگر ساختار  ع معنياكنون با توجه به تعابير روابط منطقي و نو
  خواص زير را خواهد داشت: dدر اصول فوق صدق كند، آنگاه تعبير

a∀ ـ ∈ M, dℳ(a, a) = 0، 

,a ∀b dℳ(a∀ ـ b) = dℳ(b, a)، 

,a ∀b ∀c dℳ(a∀ ـ c) ≤ dℳ(a, b) + dℳ(b, c). 

عني غلط به م 1شناسي دوگان كه صفر به معني درست محض و  در واقع الان دليل معني
شناسي موجب تعبيرِ محمول تساوي به يك  فهميم. اين نوع معني باشد را بهتر مي محض مي

شود كه يكـي از مهمتـرين ابزارهـاي مـورد نيـاز در منطـق پيوسـته بـراي بررسـي           متر مي
  ساختارهاي متريك است.

در منطــق پيوســته بعضــي از خــواص ماننــد فشــردگي بــه كمــك مفــاهيم موجــود در 
قابل اثبات هستند. مثلاً شبيه منطق پيوسته چانـگ و كيسـلر، اثبـات خاصـيت      شناسي معني

شـود. در   فشردگي با استفاده از مفهوم ابرضرب و پيوستگي تعابير روابط منطقي ممكن مـي 
هستند كه در » اثبات«عين حال حقايق بسيارِ ديگري هستند كه نيازمند وجود مفهوم بنيادين 

ندان توجهي بـه آن نشـده بـود. در حالـت منطـق پيوسـته       منطق پيوسته چانگ و كيسلر چ
اي  اي، يكي از سيستمهاي اثبات پيشنهادي، از تجهيز اصول منطـق لوكاسـيويچ گـزاره    گزاره

) آيد. ) با دو اصل زير و قاعده استنتاج بدست ميL4 تا  L1(اصول موضوعه  .2 φ → φ) → .2 φ C1) ( .2 φ → φ) → .2 φ C2) 
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شـود نـوعي تماميـت     توجهي كه از اصول موضوعه جديد منـتج مـي   اولين نتيجه قابل
تقريبي براي سيستم اثبات منطق پيوسته است. اگرچه در منطق لوكاسـيويچ و همچنـين در   

باشد، اما در منطق پيوسته  هاي متناهي برقرار مي منطق پيوسته تماميت قوي فقط براي تئوري
هاي  تماميت قويِ منحصر به تئوري«بت به تر نس نوعي تماميت تقريبي كه صورتي كاربردي

  دارد، به شكل زير برقرار است.» متناهي
درسـت باشـد،    Tاز ديـد تئـوري    φاي، اگر  تماميت تقريبي: در منطق پيوسته گزاره ـ

Tبه شكل تقريبي قابل اثبات خواهد بود، در واقع اگر  Tتوسط  ⊨ φ    آنگـاه بـه ازاي
n ،Tهر عدد طبيعي  ⊢ 2ି୬ → φ  2ିكه୬ ≔ .ଶ .ଶ … .ଶᇣᇤᇥ

୬      بار ⊥. 

اثبات اين موضوع البته از حوصله اين متن خارج است، ولي در عين حال طـرح اثبـات   
  توان در غالب چند ادعاي زير بيان نمود: آن را مي

,nاي داراي مدل نباشد، آنگاه  در منطق لوكاسيويچ گزاره T: اگر تئوري 1ادعاي  m ∈ ℕ 
  وجود دارند كه Tاز تئوري  ୧ழ୫{φ୧}و زيرمجموعه 

.⊨ nφ୫ିଵ → (nφ୫ିଶ → (nφ୫ିଷ → ⋯ (nφଵ → ⊤) … )) 

ــا  0φ(در اينج → ψ ≔ ψ  وnφ → ψ ≔ φ → [(n − 1)φ → ψ]   ــدي در ــات كلي .نك
  و پيوستگي تعابير روابط منطقي است. [0,1]اثبات ادعاي فوق، فشرده بوده بازه يكه واحد 

  است.) اي نيز صادق لذا اين مطلب در منطق پيوسته گزاره
Tيك تئوري سازگار است (يعني  Tاي، : در منطق لوكاسيويچ گزاره2ادعاي  )، اگر و ⊥⊬

  فقط اگر داراي مدل باشد.
و سپس به كار بردن خاصيت تماميت ضـعيف بـه    1(اثبات براحتي با استفاده از ادعاي 

  رسد) انجام مي
ط اگـر داراي مـدل   سازگار است اگر و فق Tاي، تئوري : در منطق پيوسته گزاره3ادعاي 

  باشد.
ايِ تشـكيل شـده از روي    هاي منطق پيوسـته گـزاره   همه گزاره  مجموعه C(فرض كنيد 

اي  هـاي منطـق لوكاسـيويچ گـزاره     مجموعه همه گـزاره  Lباشد و  ୧∈I{p୧}هاي اتميك  گزاره
′Σباشد. با معرفـي يـك  تئـوري     ஦∈C{p஦}هاي اتميك  تشكيل شده از روي گزاره ⊆ L   بـه

Σازاي هر تئوري  ∈ C و سپس با معرفي يك مدل ،v   براي تئـوريΣ    در منطـق پيوسـته از
  رسد.) ، اثبات به فرجام مي2در منطق لوكاسيويچ و استفاده از ادعاي  ′Σبراي  ′vروي مدل 
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 φيك تئوري و  Tاي، اگر  اي يا منطق پيوسته گزاره : در منطق لوكاسيويچ گزاره4ادعاي 
  گزاره باشند، آنگاه:دو  ψو 

⊣ ـ (n(φ → ψ) →⊥) → (ψ → φ)    نمادگذاري)nα → β  معرفي شد) 1در ادعاي 

Tاگر  ـ ∪ {φ → ψ} T، آنگاه ⊥⊣ ⊢ ψ → φ  
(مورد اول از روي قواعد اثبات و يا با استفاده از خاصيت تماميت ضعيف براحتي ثابت 

Tتئـوري   3و 2شود. در مورد دوم، چون با توجـه بـه ادعـاي     مي ∪ {φ → ψ}   داراي مـدل
طــوري موجــود باشــد كــه  nكنــد كــه عــدد طبيعــي  ايجــاب مــي 1ت، لــذا ادعــاي نيســ T ⊢ n(φ → ψ) و لذا از قسمت اول همين ادعـا و قاعـده اسـتنتاج مطلـوب بدسـت       ⊥→
  آيد.) مي

Tتوان به اين صورت ثابت كرد: اگر  اكنون تماميت تقريبي را مي ⊨ φ آنگاه به ازاي هر ،
Tتئوري  nعدد طبيعي  ∪ {φ → 2ି୬} ناسازگار  3نيست و لذا با توجه به ادعاي  داراي مدل

، nايجــاب خواهــد كــرد كــه بــراي هــر عــدد طبيعــي  4اســت. لــذا قســمت دوم ادعــاي  T ⊢ 2ି୬ → φ.  
اي است. يعني در  يكي از نتايج تماميت تقريبي، تماميت پاولكا براي منطق پيوسته گزاره

پذيري  با درجه اثبات Tئوري ، درجه درستي تTاي نيز به ازاي هر تئوري  منطق پيوسته گزاره
 Ben Yaacov andاي، ( آن برابر است. علاوه بر همه نتايج اخير در مورد منطق پيوسته گزاره

Pedersen, 2010: 168 با تعميم سيستم اثبات منطق لوكاسيويچ مرتبه اول، تماميت تقريبي و (
  ضوعه عبارتند از:نيز تماميت پاولكا را براي اين منطق ثابت كرده است. اين اصول مو

 اصول موضوعه منطق لوكاسيويچ مرتبه اول ـ

  C2و  C1دو اصل  ـ

 )E3تا  E1اصول مربوط به محول تساوي يا همان متر (اصول  ـ

دو اصل شماتيك مصداقيت در مورد محمول تساوي (يا همـان متـر)، كـه مصـداق      ـ
محمـول   كنند. با توجه بـه اينكـه در منطـق پيوسـته تعبيـر      تساوي عناصر را بيان مي

شود، لذا زماني كه دو عنصـر از عـالم سـخن فاصـله      تساوي يك متر (يا فاصله) مي
اند، انتظار داريم خـواص بيرونـي آنهـا نيـز تقريبـاً       كمي از هم دارند و تقريباً مساوي

كنند كه مصداق تسـاوي و   مشابه هم باشد. به عبارت ديگر اصول مصداقيت بيان مي
باشد. اصل مصداقيت تساوي در مـورد   آنها نيز مي يا شباهت عناصر، خواص بيروني
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كند كه هر چقدر كه دو عنصرِ عالم سخن شبيه هم باشند،  ها) بيان مي توابع (محمول
) به ازاي آن دو عنصر نيز بايـد شـبيه   P(مثل  fتعابير يك نماد تابعي (محمولي) مثل 

ن دو عنصـر بـه هـم    هم باشند و بعلاوه ميزان اين شباهت، تابعي از ميزان شـباهت آ 
است. البته بيان اين دو اصل به زبان منطق پيوسته مستلزم اين است كه براي هر نماد 

در يك زبان مرتبه اول، توابعِ ميزان شباهت را كه با  Pو نيز هر نماد محموليِ  fتابعيِ  δ୤  وδP ي نمـاد  دهيم، از ابتدا در زبان زمينه بگنجانيم. اين دو اصل را بـرا  نمايش مي
x∀y∀ توان به صورت زير بيان كرد: مي Pو محموليِ يك متغييره  fتابعيِ يك متغييره  ቂ൫d(x, y) → δ୤(n)തതതതതതത൯ ∨ ቀnିଵതതതതത → d൫f(x), f(y)൯ቁቃ ∀x∀y ቂ൫d(x, y) → δP(n)തതതതതതത൯ ∨ ቀnିଵതതതതത → ൫P(x) ↔ P(y)൯ቁቃ 

نكته قابل توجه اين است كه معني اصول مصداقيت، پيوستگي تعابير نمادهاي تـابعي و  
حمولي است. لذا در منطق پيوسته مرتبه اول، براي استفاده از خواص خوبي مانند تماميت م

هاي آنها، توابعي پيوسته باشند و  تقريبي، ساختارهاي متريكي قابل بررسي هستند كه عملگر
البته اكثر ساختارهاي مورد علاقه اهـالي آنـاليز، ايـن خصوصـيت را دارنـد. بـه خصـوص        

ضاهاي هيلبرت و باناخ و فضاهاي انتگرالي بعضاً توسط منطـق پيوسـته   ساختارهايي مانند ف
  اند. مورد مطالعه قرار گرفته

  
 ضربي منطق پيوسته مبتني بر منطق گودل و منطق حاصل. 6

پيوستگي تعابير روابط منطقي در منطق لوكاسيويچ يكي از مهمترين نكات كليدي در توسعه 
البته عدم پيوستگي تعابير روابـط منطقـي در سـاير     اين منطق و پيدايش منطق پيوسته است.

كنند، مانع توسعه آنها نشده  صدق مي MV2و  MV1هاي چندمقداري كه در دو اصل  منطق
است و تحقيقات زيادي در مورد آنها انجام شـده و يـا در حـال انجـام اسـت، امـا ميـزان        

هاي حاصـل   ليل پيچيدگيها و عمومي بودن نتايج، بد پيشرفتهاي موجود در مورد اين منطق
 از عدم پيوستگي تعابير روابط منطقي، نسبت به منطق لوكاسيويچ، خيلي كمتر است.

ضـربي كـه تعبيـر     در اين بخش قصد داريم نشان دهيم در منطق گودل و منطق حاصـل 
رابط منطقي استلزام پيوسته نيست، با در نظر گرفتن يك توپولوژيِ متفـاوت بـا توپولـوژي    

شـوند و لـذا بعضـي از     بازه يكه واحد، تعابير همه روابط منطقي پيوسته مـي  اقليدسي روي
كنند. براي اين  ها قابليت تعميم پيدا مي نتايج منطق پيوسته و منطق لوكاسيويچ، در اين منطق
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ضـربي   منظور ابتدا منطق اساسي كه تعميمي از هر سه منطق لوكاسـيويچ، گـودل و حاصـل   
  كنيم. است را معرفي مي

  
 منطق اساسي 1.6

، منطق اساسي را معرفي 1998همانطور كه در مقدمه اشاره كرديم، اولين بار هايك در سال 
,&}كــرد. در منطــق اساســي مجموعــه روابــط منطقــي پايــه عبارتنــد از  →, . بــه لحــاظ {⊥

اسـت. از يـك   » و قـوي «يا همـان  » تركيب عطفي«به منظور رساندن معني  &شناسي،  معني
رود كـه اولاً: تحديـد آن بـه مجموعـه مقـادير درسـتي منطـق         انتظار ميتركيب عطفي اين 

با هر » غلط محض«كلاسيك، همان تركيبي عطفي منطق كلاسيك باشد، ثانياً تركيب عطفي 
پـذيري باشـد، و    باشد، ثالثاً داراي خاصيت جابجايي و شـركت » غلط محض«مقدارِ ديگر، 

كننـد،   عي كه در همه اين خواص صدق ميبالاخره صعودي باشد. يكي از مشهورترين تواب
نـرم تـابعي اسـت مثـل     - tباشـند. يـك    هـا مـي   نـرم - tيـا   )triangular norm( هاي مثلثي نرم ∗: [0,1]ଶ →   با خواص زير: [0,1]
T1.  به ازاي هرx, y, z ،x ∗ y = y ∗ x  وx ∗ (y ∗ z) = (z ∗ y) ∗ z، 

T2.   به ازاي هرx, y, z اگر ،x ≤ y  آنگاهx ∗ z ≤ y ∗ z ، 

T3.  به ازاي هرx ،x ∗ 1 = xلبته در كنار دو خاصيت اول نتيجه ميدهد . كه ا x ∗ 0 = 0. 

نـرم  - tضـربي و گـودل در واقـع يـك نـوع       هاي لوكاسيويچ، حاصل در منطق» و قوي«
  باشد. مي

  
 ضربي و گودل هاي لوكاسيويچ، حاصل نرم- t: .6شكل
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خواهيم جمله شـرطي بـه انتفـاء مقـدم      براي معني استلزام اولاً: شبيه منطق كلاسيك مي
حاصـل   aو بـا ارزش   ψاي مثـل   ، نتيجـه xبـا ارزش   φ، ثانياً: وقتي از حكـم  درست باشد

و با  ψنيز حكمي شبيه  xو با ارزش كمتر از  φشود، آنگاه انتظار داريم از هر حكم شبيه  مي
yنتيجه شود، و لذا وقتي  aارزش حداقل  ≤ x  انتظار داريمa → y ≥ a → x ثالثاً: از آن جا ،

، لـذا   در اكثر سيستمهاي اثبات مفـروض اسـت   )Modus ponens( كه معمولاً قاعده استنتاج
φ&(φ)انتظار داريم گزاره  → ψ)) → ψ .يك همانگو باشد 

نمـايش دهـيم،    ⇒را نيز با تابع  →باشد و تعبير  ∗يك نرم مثلثي  &اكنون چنانچه تعبير 
φآنگاه اگر ارزش درستي  → ψ  حداقل به اندازهx  داريـم   ∗درست باشد، از صعودي بودن e(φ) ∗ e(φ → ψ) ≥ e(φ) ∗ xگيريم . بعلاوه از خاصيت دوم تابع استلزام نتيجه مي  

.൫e(φ) ∗ e(φ → ψ)൯ ⇒ e(ψ) ≤ (e(φ) ∗ x) ⇒ ψ 

φ&(φ)همانگو بودن  → ψ)) → ψ كند  ايجاب مي൫e(φ) ∗ e(φ → ψ)൯ ⇒ e(ψ) = 1  ،
e(φ))دهد  لذا نامساوي فوق نتيجه مي ∗ x) ⇒ ψ = . حالا از اينكه جمله شرطي به انتفاء 1

e(φ)گيريم  ميمقدم درست است نتيجه  ∗ x ≤ e(ψ).  
بـا داشـتن نـرم مثلثـي       از آنجايي كـه عكـس ايـن موضـوع نيـز درسـت اسـت، لـذا         ∗: [0,1]ଶ → :⇒توان عملگر استلزام  مي [0,1] [0,1]ଶ → را عملگري تعريف كرد كـه   [0,1]

,xداراي اين خاصيت است كه به ازاي هر  y, z،  
.z ≤ x ⇒ y            اگر فقط و اگر               x ∗ z ≤ y 

كننـد را   كه در خاصيت فوق صدق مي ⇒و  ∗خاصيت فوق را خاصيت الحاقي و توابع 
توان ثابت كرد  هاي پيوسته (و نيز پيوسته از چپ) مي نرم- tنامند. براي  يك جفت الحاقي مي

را  &كند. اگر تعبير  وجود دارد كه در خاصيت الحاقي صدق مي ⇒كه عملگر منحصر بفرد 
t -ِاي سـاده از روي خاصـيت الحـاقي نشـان      نظر بگيريم، آنگـاه محاسـبه   درلوكاسيويچ   نرم

- t، همان عملگر استلزامِ معرفي شده توسط لوكاسيويچ، است. در مورد →دهد كه تعبير  مي
  آيند: ، تعابير زير از روي تعريف فوق براي رابط منطقي استلزام بدست مي6هاي شكل  نرم
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࢞تعبير . 7شكل  →   ضربي و گودل ي لوكاسيويچ، حاصلها نرم- tبراي  ࢟

,∨,∧,¬ساير روابط منطقي مثل  ,&در منطق لوكاسيويچ از روي  ↔ →, به صورت زير  ⊥
≕  قابل تعريف هستند. ൫(φ → ψ) → ψ൯ ∧ ൫(ψ → φ) → φ൯ φ ∨ ψ , ≔ φ&(φ → ψ) φ ∧ ψ ≔ (φ → ψ)&(ψ → φ) φ ↔ ψ , ≔ φ →⊥ ¬φ 

به ازاي هر  هايك همين تعاريف را در منطق اساسي در نظر گرفت. جالب اينجاست كه
t - هميشه همـان توابـع    ∨,∧نرم پيوسته، تعبير دو رابط منطقيmax  وmin    اسـت. البتـه در

,&}اي  نرم پيوسته از چپ همواره از تركيب روابط منطقي پايه- tمورد  →, توان رابط  نمي  {⊥
  بدست آورد. minرا با تعبير  ∧منطقي 
  
 شناسي متريك منطق اساسي با معني 2.6

ن بخش ادامه بعضي از تحقيقات مولفين اين مقاله در مورد منطق گـودل پيوسـته   مطالب اي
سـازي   هـايي بـراي پيـاده    نويسنده دوم مقاله اخير، پورمهديان، ايده 2013باشد. در سال  مي

شناسي منطق پيوسته روي منطق گودل، براي بدست آوردن نوعي از منطق پيوسته بـه   معني
اي فرامتريك، را با نويسنده اول اين مقاله، خاتمي، در ميـان  منظور مطالعه نظريه مدل فضاه

 Khatami, Pourmahdian andگذاشت كه حاصل مطالعات مشترك آنهـا در ايـن مـورد در (   

Tavana, 2016: 1743) و (Khatami and Pourmahdian, 2015: 101 انتشار يافت. مطالب اين (
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به منطق اساسيِ مبتني بر نرم مثلثي پيوسته هاي اين تحقيقات  بخش در واقع تعميمي از ايده
  است.

شناسي متريك را شبيه منطق پيوسته روي منطق اساسي اعمال كنـيم،   اگر بخواهيم معني
آنگاه شبيه منطق پيوسته، تعابير روابط منطقي را بايد به صورت دوگان تعابير قبلـي در نظـر   

بازه يكـه واحـد در نظـر بگيـريم،     بگيريم. به عبارت ديگر وقتي مجموعه مقادير درستي را 
  آنگاه
 است، 1، تابع ثابت ⊥تعبير  ـ

نــرم تــابعي اســت مثــل - sنــرم اســت. يــك - sنــرم مثلثــي يــا  يــك هــم &تعبيــر  ـ ⋆: [0,1]ଶ → نرم و دوگان خاصـيت  - tاز خواص  T2و  T1كه در دو خاصيت  [0,1]
T3 پـذير و صـعودي    عملگري جابجـايي، شـركت   ⋆كند. به عبارت ديگر  صدق مي

x ،xاست و بعلاوه به ازاي هر  ⋆ 0 = x  وx ⋆ 1 = 1. 

:↣نيز تـابعي مثـل    →تعبير  ـ [0,1]2 → اسـت كـه از روي دوگـان خاصـيت      [0,1]
z آيد: الحاقي به صورت زير بدست مي ≥ x ↣ y            اگر فقط و اگر               x ⋆ z ≥ y            

x كنند كه ميدر كنار بسته بودن بازه يكه واحد ايجاب  ⋆البته پيوستگي  ↣ y = min{z ∶ z ⋆ x ≥ y} 

، را شبيه ↣و جفت الحاقي آن،  ⋆نرم پيوسته - sتوان خواص زير را در مورد  براحتي مي
  ):Hájek, 1998: 67ها اثبات كرد ( ها و جفت الحاقي آن نرم- tخواص مشابه در مورد 

,xبه ازاي هر . 1 y ∈ [0,1]  ،x ↣ y ≤ y  و چنانچهx ≥ y  آنگاهx ↣ y = 0 ، 

,xبه ازاي هر . 2 y ∈ [0,1]  ،x ⋆ y ≥ max{x, y} ، 

,xبه ازاي هر . 3 y, z ∈ [0,1]  ،x ↣ y ≥ (y ↣ z) ↣ (x ↣ z) ، 

,xبه ازاي هر . 4 y, x′, y′ ∈ [0,1]  ،(x ↣ y) ⋆ (x′ ↣ y′) ≥ (x ⋆ x′) ↣ (y ⋆ y′).  

s -ضربي و گودل و جفت الحاقي آنها عبارتند از: نرم لوكاسيويچ، حاصل  
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ر سه منطق لوكاسيويچ، گودل و شناسي متريك د و جفت الحاقي آن براي معني  نرم- s  .1جدول 
  ضربي حاصل

ضربي حاصل لوكاسيويچ min{x  گودل  + y, 1} x + y − x ൈ y max{x, y} x ⋆ y 

൜0                x ≥ yy − x        x < y ൝0                 x ≥ yy − x1 − x         x < y ൜0       x ≥ yy        x < y x ↣ y 

بنـاميم تعبيـر رابطـه    » متريـك «شناسـي را   نياما نكته جالبي كه باعث شده است اين مع
اي ساده نشان  باشد. محاسبه شناسي مي (و البته تعبير محمول تساوي) با اين معني ↔منطقي 

ضـربي بـا    در هر سه منطق لوكاسيويچ، گـودل و حاصـل   ↔دهد كه تعبير رابطه منطقي  مي
  شناسي متريك، يك متر است. معني

نـرم لوكاسـيويچ   - sتـر از   نرم پيوسته و ضـعيف - sيك  ⋆توان نشان داد اگر  در واقع مي
 ↔، تعبير رابطه منطقي ⋆نرم - sشناسي متريك با  باشد، آنگاه در منطق اساسي مبتني بر معني

هـاي   در حالـت  d஠يـا   dGيا  dLدر حالت كلي و با نماد  ⋆dيك متر است كه آن را با نماد 
  دهيم. خاص نمايش مي

  
ܠتعبير  .8شكل ↔   شناسي متريك ضربي و گودل در معني هاي لوكاسيويچ، حاصل نرم- tبراي  ܡ

 ↣نـرم لوكاسـيويچ و   - sتـر از   نرم پيوسـته و ضـعيف  - sيك  ⋆براي اثبات فرض كنيد 
,d⋆(xجفت الحاقي آن باشد. همچنين فرض كنيد  y) = (x ↣ y) ⋆ (y ↣ x).  
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x ،xبـه ازاي هـر    P1اولاً: چون با توجه به خاصـيت   ـ ↣ x = ,d⋆(x، لـذا  0 x) = 0 .
,d⋆(xبعلاوه چنانچه  y) = xو به برهان خلف فرض كنيم  0 < y آنگاه ،y ↣ x = 0 

x و لذا ↣ y = (x ↣ y) ⋆ 0 = (x ↣ y) ⋆ (y ↣ x) = d⋆(x, y) = 0 

xاكنون چون  ـ ↣ y = min{z ∶ z ⋆ x ≥ y}  0پس ∈ {z ∶ z ⋆ x ≥ y}  كه به اين معني
0است كه  ⋆ x ≥ y     كه با فرض خلف در تنـاقض اسـت. فـرضy < x    نيـز بطـور

xانجامد. لذا  مي مشابه به تناقض = y. 

,d⋆(xبوضوح  ⋆ثانياً: با توجه به خاصيت جابجايي  ـ y) = d⋆(y, x). 

,xبه ازاي هر  P3ثالثاً: از  ـ y, z ∈ xداريم  [0,1] ↣ z ≥ (z ↣ y) ↣ (x ↣ y)   لـذا ،
x)با توجه به خاصيت الحاقي  ↣ z) ⋆ (z ↣ y) ≥ (x ↣ y)تر بودن  . اكنون ضعيف x) كند كه: نرم لوكاسيويچ ايجاب مي- sاز  ⋆ ↣ y) ≤ (x ↣ z) ⋆ (z ↣ y) ≤ (x ↣ z) + (z ↣ y) ≤ d⋆(x, z) + d⋆(z, y) 

ݕ)توان نتيجه گرفت  و چون بطور مشابه مي ـ ↣ (ݔ ≤ ,ݔ)⋆݀ (ݖ + ,ݖ)⋆݀  داريم (ݕ

,ݔ)⋆݀ . (ݕ ≤ ݔ) ↣ (ݕ ⋆ ݕ) ↣ (ݔ ≤ ,ݔ)⋆݀ (ݖ + ,ݖ)⋆݀  (ݕ

شناسـي متريـك را منطـق     تري كه باعث شده است منطق گودل با معنـي  موضوع جالب
به عنوان يك فضاي متريـك و   ீ݀را با متريك  [0,1]ل پيوسته بناميم اين است كه اگر گود

,ݔ)തതതത൫ீ݀را با متريك  ଶ[0,1]همچنين  ,(ݕ ,ᇱݔ) ᇱ)൯ݕ = ,ݔ)ீ݀}ݔܽ݉ ,(ᇱݔ ,ݕ)ீ݀ به عنوان  {(ᇱݕ
قي، توابعي پيوسـته خواهنـد   يك فضاي متريك در نظر بگيريم، آنگاه تعابير همه روابط منط

ياكوف و همكارانش نيز  ). در منطق پيوسته، بنKhatami and Pourmahdian, 2015: 101بود (
,ݔ)௅തതത൫݀متريــك  ,(ݕ ,ᇱݔ) ᇱ)൯ݕ = ݔ|}ݔܽ݉ − ,|ᇱݔ ݕ| − ــه  ଶ[0,1]را روي  {|ᇱݕ در نظــر گرفت

. اما اين متريك حاصل از مـاكزيممِ دو  بودند كه البته كه معادل همان متريك اقليدسي است
دهـد.   ضربي، جواب خوبي بـه مـا نمـي    ، حداقل در مورد منطق حاصلଶ[0,1]متريك روي 

,ݔ)௅തതത൫݀نكته قابل توجه اين است كه  ,(ݕ ,ᇱݔ) در واقع معادل يك متريك ديگر، موسوم  ᇱ)൯ݕ
ݔ|رت ) به صوtaxicab metricمترِ منهتن يا مترِ تاكسي (  − |ᇱݔ + ݕ| − يك  ⋆است. اگر  |ᇱݕ

s -تر از  نرم پيوسته و ضعيفs -  و  ⋆متريـك القـايي حاصـل از     ⋆݀نرم لوكاسيويچ باشـد، و
:⋆ࢊجفت الحاقي آن باشد، آنگاه  [0,1]ଶ → ,ݔ)൫⋆ࢊ  كه به صورت [0,1] ,(ݕ ,ᇱݔ) ᇱ)൯ݕ = ,ݔ)⋆݀ (ᇱݔ ⋆ ,ݕ)⋆݀  (ᇱݕ
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اسـت. مـا فقـط نامسـاوي مثلثـي را بررسـي        ଶ[0,1]شود يك متريك روي  مي تعريف
࢞كنيم. فرض كنيد  مي = ,ݔ) ࢟، (′ݔ = ,ݕ) ࢠو  (′ݕ = ,ݖ)   . در اين صورت:(′ݖ

حاصـل   ଶ[0,1]از در نظـر گـرفتن متـرِ منهـتن روي      همانطور كه گفتيم نكته اصلي  كه
تـر   نرم پيوسته و ضعيف- sيك  ⋆شود، پيوستگي تعابير روابط منطقي است. در واقع اگر  مي
تـوابعي پيوسـته از    ↣و هـم   ⋆باشد، آنگاه هم  ⋆جفت الحاقيِ  ↣نرم لوكاسيويچ و - sاز  ([0,1]ଶ, ,[0,1])به  (⋆ࢊ ࢞يد هستند. فرض كن (⋆݀ = ,ݔ) ࢟، (′ݔ = ,ݕ)  ⋆. براي پيوستگي (′ݕ

ݔ)⋆݀دهيم  نشان مي ⋆ ,ᇱݔ ݕ ⋆ (′ݕ ≤ ,࢞)⋆ࢊ ,ܽ)⋆݀. از آنجا كـه  (࢟ ܾ) = (ܽ ↣ ܾ) ⋆ (ܾ ↣ ݔ)  كافي است نشان دهيم (ܽ ⋆ (′ݔ ↣ ݕ) ⋆ (ᇱݕ ≤ ,࢞)⋆ࢊ ݕ)و  (࢟ ⋆ (′ݕ ↣ ݔ) ⋆ (ᇱݔ ≤ ,࢞)⋆ࢊ   (࢟

  زير موضوع واضح است. كه البته با توجه به استدلال
≥  P4بدليل خاصيت  ݔ) ↣ (ݕ ⋆ ᇱݔ) ↣ ݔ) (ᇱݕ ⋆ (′ݔ ↣ ݕ) ⋆  (ᇱݕ
≥  ⋆و صعودي بودن  ⋆݀بدليل تعريف  ,ݔ)⋆݀ (ݕ ⋆ ,′ݔ)⋆݀    (ᇱݕ

 = ,ݔ)൫⋆ࢊ ,(′ݔ ,ݕ)    ᇱ)൯ݕ
 = ,࢞)⋆ࢊ    (࢟

ݔ)دهـيم   نيـز فقـط بطـور مشـابه نشـان مـي       ↣براي پيوسـتگي   ⋆ (′ݔ ↣ ݕ) ⋆ (ᇱݕ ≤ ,࢞)⋆ࢊ ݕ، P3. با توجه به خاصيت (࢟ ↣ ݔ ≥ ݔ) ↣ (′ݔ ↣ ݕ) ↣ كـه بـا توجـه بـه      (′ݔ
  خاصيت الحاقي خواهيم داشت:

ݕ). ↣ (ݔ ⋆ ݔ) ↣ (′ݔ ≥ ݕ) ↣  (′ݔ

ݕداريم  P3از طرفي مجدداً با توجه به خاصيت  ↣ ′ݔ ≥ ′ݔ) ↣ (′ݕ ↣ ݕ) ↣ كه  (′ݕ
  دهد: در كنار نامساوي فوق نتيجه مي

ݕ). ↣ (ݔ ⋆ ݔ) ↣ (′ݔ ≥ ′ݔ) ↣ (′ݕ ↣ ݕ) ↣  (′ݕ

= ,ݔ)൫⋆ࢊ ,(′ݔ ,ݕ) ,࢞)⋆ࢊ ᇱ)൯ݕ = (࢟ ,ݔ)⋆݀ (ݕ ⋆ ,′ݔ)⋆݀ ≥   (ᇱݕ ,ݔ)⋆݀ (ݖ ⋆ ,ݖ)⋆݀ (ݕ ⋆ ,′ݔ)⋆݀ (ᇱݖ ⋆ ,′ݖ)⋆݀ =   (ᇱݕ ,ݔ)⋆݀ (ݖ ⋆ ,′ݔ)⋆݀ (′ݖ ⋆ ,ݖ)⋆݀ (ݕ ⋆ ,′ݖ)⋆݀ =   (ᇱݕ ,ݔ)൫⋆ࢊ ,(′ݔ ,ݖ) ᇱ)൯ݖ ⋆ ,ݖ)൫⋆ࢊ ,(′ݖ ,ݕ) =   ᇱ)൯ݕ ,࢞)⋆ࢊ (ࢠ ⋆ ,ࢠ)⋆ࢊ =   (࢟ ,࢞)⋆ࢊ (ࢠ + ,ࢠ)⋆ࢊ    (࢟
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ݕ)كنـد   مجدداً خاصيت الحاقي ايجاب مـي  ↣ (ݔ ⋆ ݔ) ↣ (′ݔ ⋆ ′ݔ) ↣ (′ݕ ≥ ݕ) ↣ ݕ)دهنـد   نتيجه مـي  ⋆. خواص (′ݕ ↣ (ݔ ⋆ ′ݔ) ↣ (′ݕ ⋆ ݔ) ↣ (′ݔ ≥ ݕ) ↣ كـه بـا    (′ݕ
ݕ)استفاده از خاصيت الحاقي خواهيم داشت  ↣ (ݔ ⋆ ′ݔ) ↣ (′ݕ ≥ ݔ) ↣ (′ݔ ↣ ݕ) ↣ ≥  كار تمام است: ⋆݀تعريف متريك . بالاخره با توجه به (′ݕ ݕ) ↣ (ݔ ⋆ ′ݔ) ↣ ݔ) (′ݕ ↣ (′ݔ ↣ ݕ) ↣ ≥ (′ݕ ,ݔ)⋆݀ (ݕ ⋆ ,′ݔ)⋆݀ =   (ᇱݕ ,ݔ)൫⋆ࢊ ,(′ݔ ,ݕ) =   ᇱ)൯ݕ ,࢞)⋆ࢊ   (࢟

 ⋆فشردگي را ثابت كرد. در واقع اگـر  - ܭتوان براي هر منطق اساسي خاصيت  اكنون مي
يـك زيرمجموعـه فشـرده و     ܭنرم لوكاسيويچ باشد و - sتر از  نرم پيوسته و ضعيف- sيك 

,[0,1])هاسدورف   ⋆نـرم  - sشناسي متريك بـا   باشد، آنگاه منطق اساسيِ مبتني بر معني (⋆݀
  تواند به صورت زير باشد: فشردگي است. طرح اثبات مي- ܭداراي خاصيت 

ها  آنگاه هر تابع ارزش روي گزاره باشد، ௜∈ூ{௜݌}هاي اتميك  اگر مجموعه همه گزاره ـ
:ݒمثــل  { ها گزاره } → ــه خاصــيت   [0,1] ــا توجــه ب ــابع  MV -1ب از توســيع يــك ت :ݒ ௜∈ூ{௜݌} → در واقع معرف همـه توابـع    ூ[0,1]آيد. پس مجموعه  بدست مي [0,1]

 ارزش است.

، تـابعي  ߮ كند كه به ازاي هر گـزاره  پيوسته بودن تعبير همه روابط منطقي ايجاب مي ـ
ො߮پيوسته مثل  : [0,1]I → (ݒ)ො߮با ضابطه  [0,1] =  داشته باشيم. (φ)ݒ

଴ܶسازگارباشد، آنگاه به ازاي هر زير مجموعه متناهي - ܭمتناهياً  ܶاگر تئوري  ـ ⊆ ܶ ، ځ ො߮ ିଵ(ܭ) ≠ ∅ఝ∈ బ் . 

كنند كه مجموعـه   يايجاب م ො߮و پيوستگي تابع  ܭ، فشرده بودن ߮به ازاي هر گزاره  ـ ො߮ ିଵ(ܭ) هاي  نيز فشرده باشد. لذا با عنايت به خاصيت اشتراك متناهي براي مجموعه
ځفشرده، داريم  ො߮ ିଵ(ܭ) ≠ ∅ఝ∈T  سازگار است. - ܭ، ܶو اين يعني تئوري  

تـوان حكـم مشـابه را نتيجـه      يدر حالت مرتبه اول نيز با استفاده از روش ابرضـرب م ـ 
  گرفت.
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بخش اول مقاله، مروري داشتيم بر توسعه منطق پيوسته از روي منطق لوكاسـيويچ. در   5در 

ِ اساسي، منطق پيوسته را به سـاير   شناسي متريك روي منطق بخش آخر بعد از معرفي معني
نرم پيوسته تعميم داديم و قضيه فشردگي را براي اين نوع - sهاي چندمقداريِ مبتني بر  منطق

ز منطق پيوسته اثبات كرديم. در عين حال بايد توجه داشت كه نتايجي مثل تماميت تقريبي ا
و يا وجود يك مجموعه كامل از روابط منطقي، آنچنان كه براي منطـق پيوسـته حاصـل از    

ِ اساسـي   باشد، در حالت كلي منطق پيوسـته بـراي منطـق    تعميم منطق لوكاسيويچ برقرار مي
ته بر قرار نيست. مطالعه اين موضوع كه چه نوعي از تماميـت تقريبـي   نرم پيوس- sمبتني بر 

نرم اتخاذ شده حاصل شود، و يا اينكـه چـه انـواعي از قضـاياي     - sممكن است با توجه به 
هاي ادامه دهنده اين  تواند يكي از اولين جنبه تماميت ممكن است در اينجا برقرار باشند، مي

بررسي نتايجي شبيه قضيه تماميت تقريبي، لازم اسـت كـه   مقاله باشد. توجه داريد كه براي 
روابط منطقي صفر موضعي را به مجموعـه روابـط منطقـي بيـافزائيم. امـا در صـورتي كـه        

فشردگي در كنار افزودن روابط منطقي صفر موضعي بهره ببريم بايستي تعبير - ܭبخواهيم از 
شود كه تنوع روابط  ضوع باعث ميقرار بگيرند. اين مو ܭاين روابط منطقي صفر موضعي در

تـري بدسـت آينـد.     منطقي صفر موضعي افزوده شده كم شود و لذا نتايجِ تقريبـي محـدود  
ها به روابط منطقي ديگـر و نيـز در    همچنين كامل بودن روابط منطقي و يا تجهيز اين منطق

ه قـرار بگيـرد.   تواند مورد مطالع ـ مي [0,1]تر از  هاي مقادير درستيِ غني نظر گرفتن مجموعه
ها كه در نهايت منجـر بـه    ها و توسعه نظريه مدل آن مداقه روي حالت مرتبه اول اين منطق

ها گردد نيز از مباحث جـذاب بـراي مطالعـه     مطالعه ساختارهاي متريك با كمك اين منطق
  است.
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