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  I شهودي منطق ةشناسان دلالت تحليل

  *برزويه بگلري

  چكيده
در  ،Iي منطق شهودي تحليل دلالت شناسانهي سوئل كريپكي با عنوان  از زمان انتشار مقاله

شناسي منطق شهودي نگاشته شده بود، تفسير  از آن در دلالت  ، تمام آنچه پيش1965سال 
هـاي بـث تحـت     ، تفسـير توپولوژيـك و مـدل   (BHK)كولمـوگروف ــ   هيتينـگ  ـѧ برآوئر
رار گرفت و دلالت شناسي استاندارد بـراي منطـق شـهودي    اش ق تنقيح و پالودگي ي  سايه
هيتينگ قلمداد شد. تا به امروز جهت تفسير، مقابله و بهِ فهمي، ادبيات و مطالعات - برآوئر

است. كريپكي اين مقاله را در پايان قريب به يـك دهـه    كلاني حول اين مقاله شكل گرفته
آن و انتشـار تحقيقـاتش مشـتمل بـر     تفكر بارور راجع به منطق موجهات، دلالت شناسي 

مقاله، نوشت و منتشـر كـرد و در    6شناسي منطق موجهات در  روشي خلاقانه براي دلالت
شناسي منطق شهودي از تحقيقـات خـودش در منطـق     آن براي طراحي تفسيري از دلالت

  موجهات و اخذ مفهوم فورسينگ از رياضيدان آمريكايي پل كوئن سود جست.
ي كريپكـي در ادبيـات    فنـّي مقالـه  ــ   از بررسـي جايگـاه تـاريخي    دراين نوشته پس

  است. ي وي آمده شهودگرايي، ترجمه مقاله
منطق شهودي، دلالت شناسـي، سـوئل كريپكـي، آرنـد هيتينـگ، اخبرتـوس        :ها واژهكليد
  برآوئر.  يان

 

  كريپكي و شهودگراييمقدمه: . 1
نتـايج يـك دهـه      ميلادي طي شـش مقالـه   70ي  تا اواسط دهه 60ي  كريپكي از اواخر دهه

هاي ممكـن   اي بر مبناي جهان شناسي خلاقانه مطالعه روي منطق موجهات و طراحي دلالت
تحليـل دلالـت   تحـت عنـوان   ي ا مقالـه  1965 پايـان ايـن دوره در سـال    در را منتشر كرد.
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 و جـان كرازلـي   )Michael Dummett( با ويراستاري مايكل دامت Iي منطق شهودي شناسانه
)John Newsome Crossley(  هـاي صـوري و توابـع بازگشـتي     سيستمدر كتاب (Dummett, 

Crossley,1965)   طبع كرد و در آن با طرح روشي نو به تفسير دلالت شناسي منطق شـهودي
ي  تا اين حد به نظريهتفسير وي از دلالت شناسي منطق شهودي  كه پرداخت. عجيب نيست

اي از وي منتشر  هيچ نوشته 1965از تا دو سال بعد طق موجهات شبيه باشد. اش در من قرينه
مطلبـي منتشـر   منطـق شـهودي    و شود و پس از آن تا به امروز راجع به دلالت شناسي نمي

ي مطالعات كريپكي روي منطـق   گانه از سه يكي شماره  بوده مقاله اين مقاله بنا است. نكرده
) موكول IIكريپكي توضيح برخي موارد را به شماره دوم ( شناسي آن باشد. شهودي و دلالت

شان  اي از وجود نشانهجز عنوان و   ي دوم و سوم تاكنون منتشر نشده ي شماره مقالهكند.  مي
  .ها و شرح آثار وي نيست در هيچ يك از زندگي نامه
اش  شناسـي  براي دلالتنيز سير كريپكي، تفاسير ديگري فت پيش ازتاريخ منطق شهودي 

، از قبيـل دلالـت   شناسـي قرن بيستم ميلادي تعدادي سيستم دلالت 30ي است. در دهه ديده
- معرفي شدند كه سعي داشتند براي شهودگرايي همان كاري را  شناسي بر مبناي توپولوژي،

  .كنند كه جدول ارزش عادي براي منطق كلاسيك انجام دادب
–Brouwer–Heytingكولمـوگروف  - هيتينـگ - ي ديگر تحت عنوان تفسير برآوئـر تفسير

Kolmogorov(BHK)، شود را  منطقي مراد مي تركيبيِ يك حكمِ اثبات كردنِ از چيزي كه آن
دهـد.   شود توضيح مي با آنچه كه به عنوان اثبات كردن اجزاء (اثبات كردن هر جزء) مراد مي

) Constructive method( روش سـاختي و  )Constructive proof( برهان ساختيدر اين شرح 
اسـت، احكـام را    BHKتفسـير  در افـراد   كـه يكـي   ،اند. آندري كلمـوگروف  مفاهيمي اوليه

آن ست كه  منطقي تركيبيِ كه حل اين مسائل وابسته به احكامِ ؛كند چون مسائل تفسير ميهم
شـرح  شـود،   مـراد مـي  انـد   ايجاد كردهاي كه اجزاء  حل كردن مسئلهاز آنچه از  با استفادهرا 
اي كـه   حـل كـردن مسـئله   " :بندي هيتنيگ چنين است . ارتباط اين مطلب با صورتدهد مي

). هيتينگ در Troelstra-Van Dalen, 1999( "ܣاثبات كردن "يعني  "است ܣوابسته به حكم 
، بـراي  هـاي بسـياري  پرداختند جـدول ارزش آن دسته مقالات خود كه به صوري كردن مي

  ناپذير، معرفي كرده بود.مثال به جهت برقرار كردن ادات تعريف
نويسند به علـت   ي اكتشاف دلالت شناسي بث براي منطق شهودي مي نويسندگان مقاله

هرگـز نتوانسـت آن    BHKتفسـير   "عمليـات سـاختي  "و  "برهان ساختي"ابهام در مفاهيم 
 .جدول ارزش براي منطق كلاسيك بـود اي براي منطق شهودي باشد كه  ي همه كاره وسيله
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بـراي منطـق    ،آنطوري كه منطـق كلاسـيك داشـت    ،شناسي هرگز چون دلالت BHKتفسير 
  .)Troelstra-Van Dalen, 1999شهودي نبود(

سِاختي كه پيشينيان وي بدان گرفتار  كريپكي در عين فاصله گرفتن از مفهومِ مبهمِ برهان
اسـت و   بودند، با طرح چند مفهوم ساده همچنان به اصول شهودگرايي برآوئر وفادار مانـده 

كار گيري مفاهيم فنيِ  هاي توپولوژيكي اسلافش انعطاف بيشتري دارد و با به نسبت به روش
ابـزار  كند؛ و  ي اين رشته از رياضيات مستغني مي دان را از رجوع به مطالعه نطقكمتر حاد، م

اين انعطاف باعث شده تفسير  .)Van Dalen,2001است(تري براي اهداف رياضياتي منعطف
تر  شناسي منطق كلاسيك نزديك كريپكي از طرفي به زبان طبيعي و از طرف ديگر به دلالت

). مهم تر از همه اينكـه طـرح   Van Dalen, 1997تر باشد( ساده اش و در نتيجه فهم و كاربري
پنداشـت دارد.   كريپكي هماهنگي و مطابقت تام با آنچه برآوئر نسبت بـه شـهودگرايي مـي   

ن تـلاش  وبـود مـدي   ها را به شكل ضـمني رهـا كـرده    هايي كه برآوئر آن بندي اصل صورت
شناسي عميقـي پشـت تفسـير     از طرفي معرفت ).2004، كريپكي و كرايسل است(فان آتن

هاي ممكـن منطـق موجهـات نهفتـه اسـت. كريپكـي        شناسي منطق شهودي با جهان دلالت
توان منطـق   گرايي مي هوشمندانه دريافت بدون دست بردن در مفاهيم اوليه و ذاتي شهودي

موجهات ترجمه كند و از خاصيت متقارن، بازتابي و تراگذري نيز  S4شهودي را به سيستم 
  جويد.بهره 

) Evert Willem Bethهـاي بـث(   تفسير ديگري براي دلالت شناسي منطق شهودي، مدل
از  1.2دهد. بخش  هاي وي نشان مي اي به بث و مدل اش توجه ويژه كريپكي در مقاله است.

ش دي مدلي كـه خـو   بحثي راجع به ارتباط نظريهث هاي ب مقاله وي با عنوان ارتباط با مدل
ي مـدلش   كه نظريه دده گشايد. ابتدا وي نشان مي ي مدل بث مي ريهمطرح كرده است با نظ

دهـد تفسـير    ي مدل بث ترجمه شود. سپس نشان مـي  تواند به نظريه اي طبيعي مي در مشي
تواند به ديگرگوني از مدل تسوير وي كه پيشتر معرفي  سازي بث مي شهودي از معرفي مدل

بخش را، بدون از دست رفـتن پيوسـتگي    ). هرچند وي اينKripke, 1965كرده منجر شود(
  .داند بحث، قابل چشم پوشي مي

دلالـت  ام، 5در فصل  )Dummett,1977( عناصر شهودگراييمايكل دامت در اثر خويش 
هاي كريپكي و همچنين بث  درخت فضاهاي توپولوژيكي 5.3، بخش شناسي منطق شهودي

وژيـك بـراي دلالـت شناسـي منطـق      تمايل واقعي وي بر تفاسير توپولاما  كند را معرفي مي
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هاي كريپكـي   سيستم ارزشي خود با درخت- شهودي است. وي ارتباط ديدگاه توپولوژيكي
  كند: را چنين ترسيم مي

كه از  است) معرفي كرده 5.1دهي (كه در بخش هاي ارزشبه جاي درنظر گرفتن سيستم
كـه شـامل آن    ॶنواده توانيم خودمان را به خـا متناهي بدست آمده باشد مي POيك فضاي 

 POهاي توپولوژيكي هيتيـگ كـه توسـط فضـاهاي     دهيِ وابسته به شبكههاي ارزشسيستم
هاي دهي وابسته به شبكهسيستم ارزش  اند، محدود كنيم.هاي متناهي توليد شدهروي درخت

>اند توليد شده POتوپولوژيكي هيتينگ كه توسط فضاي  ܵ, ࣤ >به طوري كه   < ܵ,≤	> 
هاي كريپكـي  تمام درخت خانواده ॶدرخت باشد را درخت كريپكي خوانند. بنابراين  يك

߁اسـت، بنـابراين    ॲي زيرخـانواده  ॶمتناهي است. واضح است كه چـون   ⊨ॲ مسـتلزم   ܣ ߁ ⊩ॶ است. براي اثبات عكس بايد نشان دهيم كه هـر وضـعيتي كـه بتوانـد روي يـك       ܣ
تواند به طور مساوي روي فضـاي  متناهي تحت فضاي شهودي معرفي شود مي POفضاي 

PO )بدست آمده از درخت متناهي نيز به خوبي معرفي شودDummett, 1977(.  
نگاهي متفاوت به روش كريپكي است. وي براي معرفي  وتفسير  ،مشيِ دامت در اثرش

ولـي تصـريحي بـه تفسـير     كنـد   كريپكي استفاده مـي  سيستم ارزش دهي از شكلي از مدل
چون اثري آموزشي و تحليلي بر تفسـير دلالـت شناسـي     را هم توان آن كريپكي ندارد و نمي

كريپكي مورد مطالعه قرار داد. نوشته دامت به عنوان تفسيري نسبتاً مجزا براي دلالت شناسي 
  تواند مورد مطالعه قرار گيرد. منطق شهودي مي

يك معرفي بـراي  شان  ا در اثر مشترك بسيار پر اهميتديرك فان دالن و آ.س. تروئلستر
) تمام تفاسير از جمله تفسـير كريپكـي بـر    Troelstra, Van Dalen, 1999( رياضيات ساختي

منطـق و  فـان دالـن، در سـه اثـر ديگـرش      كنند.  دلالت شناسي منطق شهودي را معرفي مي
اش  ، و مقالـه )Van Dalen,2001( "منطق شـهودي "ي بلند  ، مقاله)Van Dalen,1997( ساختار

) D. M. Gabbay( ، به ويراستاري ام.گباي)Gabbay,2002( "راهنماي منطق فلسفي“در كتاب 
به زيبايي به تقرير، توسيع و تحليل تفسير كريپكي بر دلالت شناسي منطق شهودي پرداخته 

تـاب  . از مطالعات مستقل در مورد سمانتيك منطق شهودي و نيـز تفسـير كريپكـي، ك   است
هاي دلالت شناسانه بر منطق شهودي  ام.داو.گبَاي استاد كالج پادشاهي لندن با عنوان بررسي

) است. عمده محتوي كتاب فوق راجع به بخـش محمـولي منطـق    Gabbay, 1981هيتينگ (
شناسي منطق شهودي اختصاص دارد. وي سه  شهودي است. فصل سوم اين كتاب به دلالت
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ترين تفسير  دهد و تفسير كريپكي را كاربردي منطق شهودي ارائه ميشناسي  تفسير از دلالت
  داند. اند مي ها نزديك به آن كه باقي تفسير

هاي نيكو و سخته  ي ترجمه منطقي ايران، به واسطه- كريپكي، هرچند، در فضاي فلسفي
 يِ ي اين مقالـه  است ترجمه تحقيقات دانشگاهي، فردي شناخته شده- و حجم بالاي تاليفات

، 1وي به زبان فارسي، علاوه بر تلاش كوچكي براي روشن كرد جزءي ديگـر از ايـن پيـل   
تـر كـردن ادبيـات بسـيار لاغـر       تر نهادن در منطق شهودي و غنـي  جهدي براي گامي پيش

  شهودگرايي در زبان فارسي است.
 Arand( شهودگرايي:يك معرفّـي كريپكي در اين مقاله بسيار به اثر آرند هيتيگ با عنوان 

Heyting, 1956( است. براي  ها و اصطلاحات بسياري را از آن اخذ كرده وام دار است و واژه
  فهم بهتر، مطالعه آن اثر نيكو خواهد بود.

از استادم سركارخانم دكتر نباتي عضو محترم هيات علمي دانشگاه علامه طباطبايي براي 
  م.كن ها تشكر مي ي اين ترجمه و تذكر برخي معادل مطالعه
 

 سوئل كريپكي ةمقال ةمتنِ ترجم. 2

 Iي منطق شهودي تحليل دلالت شناسانه

  سوئل.آ.كريپكي
  هاروارد، كمبريج، آمريكا  دانشگاه

يِ مدلِ دلالت شناختي براي منطق محمولات شهودي هيتينگ  ي حاضر يك نظريه مقاله
كند. نظريه مدل  سازي، اثبات مي ارائه و همچنين تماميت آن سيستم را در نسبت به اين مدل

اي كه براي منطق موجهـات   شناسي اند. دلالت ارائه شده )Kripke, 1955(و قضيه تماميت در 
اش  توسـعه  )Kripke, 1963-B(و  )Kripke, 1963-A(معرفي كـرديم و در  )Kripke, 1955(در 

الهام  S4ي] منطق شهودي به سيستم موجهات  ي نگاشت آشناي [شناخته شده داديم بعلاوه
شناسي حاضر براي منطق شهودي شدند. در حقيقـت در دلالـت شناسـي مـا      بخش دلالت

و نتـايج   S4ا با استفاده از نگاشت به ممكن خواهد بود تا تماميت منطق محمولي هيتينگ ر
)Kripke, 1963-A(  و)Kripke, 1963-B( دهيم كه دلالت  استنتاج كنيم. با اين حال ترجيح مي

توسعه دهيم. چنين باور داريم كه اين روند ما  S4شناسي منطق شهودي را مستقل از سيستم 
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، S4ريم؛ از قبيل نگاشت به سازد كه اطلاعات بيشتري از منطق شهودي بدست آو را قادر مي
) Kripke, 1955ي پر زحمـت اخيـر، كـه در ارائـه (     . بعلاوه توسعه2اي از آن به عنوان نتيجه

) از فورسينگ Paul Joseph Coheنيامده است، شامل اين است: يك بيان از نمادسازي كوئن (
(Cohen, 1963) درچهارچوبِ دلالت شناسي حاضر. علاوه بر ارائه تصميم  سهلْ ي يك روند

) Kripke, 1955اي ارائه خواهد داد كـه در (  نتيجه IIهاي هيتينگ، بخش  براي حساب گزاره
يِ تسـويرِ   تصـميم ناپـذيريِ نظريـه    - ) بدان اشاره شـده اسـت  Kripke, 1962نيست اما در (
  اي است كه پيش از اين توسعه داده شد. موضعي. برهان بر مبناي دلالت شناسي شهوديِ تك

) در Evert Willem Bethهاي استزامي محض، بث ( د اشاره شود كه براي منطق گزارهباي
)Beth, 1962سازي حاضر ارائه كرده بود؛ علاوه بر آن براي تمـام   ) بازكشفي از، اساساً، مدل

) و لمـون  Michael Anthony Eardley Dummettهاي شهودي از نتـايج دامـت (   منطق گزاره
)Edward John Lemmon ()Dummett, 1958توانـد   سازي معادل بـا مـدل مـا مـي     ) يك مدل

  بدست آيد.
است، صـرفاً بـه صـورت     نتايج اين مقاله، هرچند به منطق شهودي اختصاص داده شده

گردد. از منظر شهودي وضـعيت   اند، جز آنچه كه در زير اشاره مي كلاسيك به اثبات رسيده
) هسـت، همـانطور كـه ديسـون     Beth, 1957(اساساً با وضعيتي كه براي نظريه تماميت بث 

)Verena Esther Huber-Dyson) و كرايسل (Georg Kreisel) در (Dyson, 1961 مورد تحليل (
تواند  مند است مي هاي معتبر شهودي علاقه اي كه به برهان قرار دادند، يكسان است. خواننده

نتايج حاضر اعمال كنـد. در   ) كنكاشي داشته باشد و تحليل مشابهي را بهDyson, 1961در (
) Dyson, 1961اي كـه بـا (   هايي ارائه خواهيم داد كه (معتقـديم) بـراي خواننـده    پايين نشانه

ها  هايي را به انجام برساند. در روند اين نشانه دادن آشناست كافي خواهد بود تا چنان تحليل
تم اصـلي ايـن مقالـه     كرايسل را كه ارتباط خويشاوندي با FCبرخي نتايج در مورد سيستم 

 Kuroda’sدارند، اثبـات خـواهيم كـرد. بـه ويـژه نشـان خـواهيم داد كـه حـدس كـوردا (          

conjecture) و اصل ماركو (Markov’s principle هر دو در (FC .قابل رد كردن هستند  
گيرند از قرار زير  هايي كه سرتاسر اين مقاله مورد استفاده قرار مي برخي علامت گذاري

,௡ܲ هستند:  ܳ௡, ܴ௡(ܰ ≥ موضـعي  - 0حرف محمـولي   يكموضعي هستند. - nحروف  (0
شود. گاه و بيگـاه بـالانويسِ روي حـرف محمـولي      خوانده مي "اي) حرف گزاره("معمولاً 

 از مـا ناديده گرفته خواهد شد بشرط اينكه اين كار باعث از دسـت رفـتن وضـوح نشـود.     
,ݔ حروف ,ݕ ,ݖ  ـ …  كنـيم. ه عنـوان متغيرها(ــيِ فـردي) اسـتفاده مـي     با يا بدون زيرنويس ب
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,∨,∧مألوف  ادات وسيله به شهودي هاي گزاره حساب در ها فرمول ⊃, خواهنـد   سـاخته  ¬
شوند. در حساب محمـولات   اي در مقام يك فرمول اتمي شروع مي كه با حروف گزاره شد

…,ଵݔ)௡ܲاي بلكه فرمول  نه تنها حروف گزاره , شوند؛ بنـابراين،  اتمي در نظر گرفته مي (௡ݔ
، (ݔ∃)	و	(ݔ)	فرمول در روشي معمول با استفاده از اداتي كه هم اكنون ارائه شد و سورهاي 

,ܣ از شوند. ها ساخته مي از اين ,ܤ ,ܥ ها يا حسـاب   هاي دلخواه حساب گزاره براي فرمول …
م؛ اگـر بخـواهيم در يـك فرمـول بـه      كنـي  )، استفاده ميContextمحمولي، با توجه به متن (

,ଵݔ)ܣمتغييرهاي آزاد قطعي توجه كنيم براي چنان نمادسازي از  … ,  كنـيم.  اسـتفاده مـي   (ଶݔ
هـا و محمـولي    گيريم كه خواننده با معرفـي اسـتاندارد از حسـاب گـزاره    سرآخر فرض مي
  معرفي شده است آشناست. 10ي هيتينگ كه در  بندي شده شهودي صورت

  
 مدل ةنظري. 3

كنـيم كـه يـك     ) (شهودي) را چنان تعريف مـي .Model structure) (m. sيك ساختار مدل (
,ܩ)تايي مرتب  سه ,ܭ اسـت و   ܭيك عضـو از   ܩيك مجموعه است،  ܭباشد بطوريكه  (ܴ   است. ܭ) روي Transitive) و متعدي/تراگذر (Reflexiveي بازگشتي ( يك رابطه ܴ

,ܩ) .m. sيك مدل (شهودي) روي  ,ܭ ,ܲ)∅يك تابع دوتايي  (ܴ  ܲاست بطوري كه  (ܪ
است كه  گسترده شده ܭروي اعضاي  ܪو  3است اي دلخواه گسترده شده روي حروف گزاره

,ܶ}ي  ي آن مجموعه محدوده ,ܲ)∅	݂݅  كند: است و آن شرط زير را ارضاء مي {ܨ (ܪ = ,ܲ)∅ ℎ݁݊ݐ (ܭߝᇱܪ,ܪ)ᇱܪܴܪ	݀݊ܽ	ܶ (′ܪ = ܶ 

,ܲ)∅ي  روي مدل ارائه شده از حسـاب   ܣتـوانيم بـراي يـك فرمـول دلخـواه       ، مي(ܪ
,ܣ)∅يــك ارزش  ܣهــا، بوســيله اســتقراء روي تعــدادي از ادات منطقــي در  گــزاره =)(ܪ اي اسـت و   هيچ اداتي نداشته نباشد آنگاه يك حـرف گـزاره   ܣتعريف كنيم. اگر   (ܨ	ݎ݋	ܶ ,ܣ)∅ (ܪ = ,ܣ)∅آيد. فرض بگيريد  تعريف شده به حساب مي ܪبه ازاي هر  ܨ	ݎ݋	ܶ  (ܪ

,ܤ)∅و    گذاريم: اند، سپس چنين قرار مي تعريف شده (ܪ
a)				∅(ܣ	 ∧ ,ܤ	 (ܪ = ,ܣ)∅	݂݂݅						ܶ (ܪ = (ܪ,ܤ)∅ = ܶ; 	ܣ)∅ 	,݁ݏ݅ݓݎℎ݁ݐ݋ ∧ (ܪ,ܤ =  .ܨ
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b)   ∅(ܣ	 ∨ (ܪ,ܤ = ,ܣ)∅	݂݂݅						ܶ (ܪ = ,ܤ)∅	ݎ݋	ܶ (ܪ = ܶ; 	ܣ)∅ 	,݁ݏ݅ݓݎℎ݁ݐ݋ ∨ ,ܤ	 (ܪ = ݂.		  
C)   ∅(ܣ	 ⊃ ,ܤ	 (ܪ = ᇱܪ	݈݈ܽ	ݎ݋݂	݂݂݅			ܶ ∈ ,ᇱܪܴܪ	ݐℎܽݐ	ℎܿݑݏ	ܭ ,ܣ)∅ (ᇱܪ = ,ܤ)∅	ݎ݋ 	ܨ (ᇱܪ = ܶ; 	ܣ)∅	݁ݏ݅ݓݎℎ݁ݐ݋ ⊃ ,ܤ	 (ܪ = (ܪ,ܣ¬)∅(d 		.ܨ = ᇱܪ	݈݈ܽ	ݎ݋݂	݂݂݅					ܶ ∈ ,ᇱܪܴܪ	ݐℎܽݐ	ℎܿݑݏ	ܭ ,ܣ)∅ (ܪ = ;ܨ ∅ 	,݁ݏ݅ݓݎℎ݁ݐ݋ = (ܪ,ܣ¬) =  ܨ

∧توجه كنيد شرايط روي  ܽ݊݀	 دقيقـاً مشـابه شـرايط متنـاظر در شـرطي و فصـلي        ∨
⊂كلاسيك است؛ اما شرايط روي    مشابه شرايط كلاسيك نيستند. ¬	݀݊ܽ

ᇱܪ,ܪتر است كه با استقراء نشان بدهيم، به ازاي هر  چنين ساده ∈ ، ′ܪܴܪبطوري كه  ܭ
(ܪ,ܣ)∅اگر  = (ᇱܪ,ܣ)∅آنگاه  ܶ = هـاي گـزاره اي فـرض     . اين خاصيت براي حـرف  ܶ

كننـد نيـز    استفاده مـي  (d) – (a)تر كه از عبارات  هاي پيچيده گرفته شده است و براي فرمول
  كند.تبعيت مي

اي كه در اينجا ارائه شد كارامد نيست  توجه كنيد كه، بصورت شهودي، تعريف استقرايي
) به سوي اصل طرد شق ثالث تمايل دارد. (بـراي  d) و (cتي واضح در عبارات (زيرا بصور
(ᇱܪ,ܣ)∅خـواه    ᇱܪ) ، براي تمام dمثال: در ( = يـا چنـين نيسـت). بنـابراين، بصـورت       ܨ

 (ܪ,ܣ)∅را به عنوان يك نگاشت از  ∅شهودي، بهترين حالت اين خواهد بود كه يك مدل 
,ܶ}در  روي يك فرمول دلخواه از حساب گزاره ها گسـترده   ܣتعريف كنيم، بطوري كه  {ܨ

كنـد كـه ايـن شـرط كـه       را به همان خـوبي ارضـاء مـي    (d) – (a)شده است؛ و آن عبارات  (ܪ,ܲ)∅ = (ᇱܪ,ܲ)∅كنند بر  دلالت مي ᇱܪܴܪو  ܶ = . واضـح اسـت كـه از نقطـه نظـر      ܶ
  گذارد. باقي ميكلاسيك، اين تعديل مفهوم مدل را ذاتاً دست نخورده و تغيير نيافته 

روي  ∅ها را معتبر ميخوانيم اگر و تنها اگر به ازاي هر مدل  از حساب گزاره ܣما فرمول 
,ܩ)يك مدلْ ساختار  ,ܭ ,ܣ)∅باشد:  (ܴ (ܩ = ,ܩ) .m.sروي يـك   ∅يـك مـدل     .ܶ ,ܭ ܴ) 

,ܣ)∅بطوريكه  (ܩ =   خوانند. مي ܣرا، يك مدلِ نقض براي  ܨ
تعريـف   (q.m.s)تسوير يك ساختارِ مدلِ سـوري   يِ براي بسط دادن مدلسازي به نظريه

,ܩ)كنيم تا يك مدلْ ساختار  مي ,ܭ  ܭ(تـابع دامنـه اي) كـه روي     ߰همراه با تابعي چون (ܴ
ܪيك مجموعـه ي نـاتهي بـراي تمـام      (ܪ)߰تعريف شده است باشد؛ بطوري كه  ∈ و  ܭ (ܪ)߰ ⊆   باشد. (ܭᇱ߳ܪ,ܪ)ᇱܪܴܪاگر  (ᇱܪ)߰
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نه تنها تهي نباشد بلكـه دسـت كـم يـك عضـو       (ܪ)߰(بصورت شهودي نياز داريم تا 
تواند بدون داشتن هيچ عضو معيني كه بتـوان آن را   ) ميSpeciesداشته باشد؛ البته يك نوع (

  شناخت، تهي هم نباشد).
,ܩ)	 q.m.sرا روي يـك   ∅ما يك مدلِ مسـور   ,ܭ كنـيم كـه يـك تـابع      تعريـف مـي  (ܴ ∅(ܲ௡,ܪ)  ܲباشد بطوريكه௡  روي حروف محموليn -   موضعي (بـه ازاي تمـامn  ܪهـا) و 

݊گسترده باشـد. اگـر    ܭروي اعضاي  = (ܪ,௡ܲ)∅و  0 = ݊باشـد و اگـر    ܨ	ݎ݋	ܶ ≥ و  1 ∅(ܲ௡,ܪ) ) يك زير مجموعه از ضرب دكارتيCartesian product ([߰(ܪ)]௡   باشد. دوبـاره
݊، برايᇱܪܴܪداريم، اگر  = (ܪ,௡݌)∅و  0 = (ᇱܪ,௡݌)∅،  	ܶ = ݊. بـه ازاي  ܶ ≥ ، بطـور  1

(ܪ,௡݌)∅، ᇱܪܴܪ	مشابه داريم كه اگر ⊆ ,௡݌)∅ ܷ  درنظر بگيريد:. (ᇱܪ = ራ߰(ܪ)ு∈௄ . 
ي تسوير شهودي، يك  از نظريه ܣبه ازاي هر فرمول  ،߶توانيم براي يك مدلِ مسور  مي
,ܣ)߶ارزش  (ܪ = ، در ارتبـاط بـا يـك تخصـيص ثابـت از      ܭ߳ܪرا به ازاي هـر   ܨ	ݎ݋	ܶ

يك فرمول اتمي باشد آن خـواه   ܣ، تعريف كنيم. اگر ܣبه متغييرهاي آزاد فردي  ܷاعضاي 
,ܲ)߶است كه در اين صورت  ܲاي  يك حرف گزاره (ܪ = داده شده است، خواه  ܨ	ݎ݋	ܶ
…,ଵݔ)௡ܲآن يك فرمـول   , ,(௡ݔ ݊ ≥ ,ଵܽاسـت. در مـورد اخيـر اعضـاي      1 … , ܽ௡  را  ܷاز

,ଵݔتخصيص داده شده به  … , تـوانيم   در نظر بگيريد. آنگاه در ارتباط با اين تخصيص مي ௡ݔ
,ଵݔ)௡ܲ)∅  تعريف كنيم: … , ,(௡ݔ (ܪ = ܶ				݂݂݅		(ܽଵ, … , ܽ௡) ∈ ∅(ܲ௡,ܪ) 

And ∅(ܲ௡(ݔଵ, … , ,(௡ݔ (ܪ = ,ଵܽ)	݂݂݅				ܨ … , ܽ௡) ∉ ∅(ܲ௡,ܪ). 
ي اسـتقراء   هـايِ اتمـي كـه ارائـه شـد، بـه وسـيله       توانيم در اين تخصيصِ به فرمول مي

,ଵݔ)ܣتري را بسازيم. فرض بگيريد  تخصيصي به فرمول پيچيده … , ,௡ݔ يك فرمول باشد  (ݕ
,ଵݔ)ܣكه اكثر متغييرهاي استقرايي در  … , ,௡ݔ آزاد هستند. حـال در نظـر بگيريـد كـه در      (ݕ

,ଵݔبـه  ܷ	ارتباط با هر تخصيص دادن اعضاء  … , ,௡ݔ يـك ارزش صـدق    ܪ، بـه ازاي هـر   ݕ ,ଵݔ)ܣ)∅ … , ,௡ݔ ,(ݕ ــي   (ܪ ــپس مــ ــت. ســ ــده اســ ــف شــ ــراي  تعريــ ــوانيم  بــ تــ …,ଵݔ)ܣ(ݕ))∅ , ,௡ݔ ,(ݕ ,ଵݔ)ܣ(ݕ∃))∅و  (ܪ … , ,௡ݔ ,(ݕ هايي بطرز زير بدسـت   را ارزش (ܪ
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,ଵܽآوريم. در نظر بگيريد اعضـاي   … , ܽ௡  ݔيرهـاي  مبـه متغي  ܷازଵ, … , اختصـاص داده   ௡ݔ
  :اند. آنگاه شده

eݔ)ܣ(ݕ∃))∅گوييم  ) ميଵ, … , ,௡ݔ ,(ݕ (ܪ = اگر و تنها اگر وجود داشـته باشـد يـك     ܶ ܾ ∈ ,ଵݔ)ܣ)∅بطوري كه  (ܪ)߰ … , ,௡ݔ ,(ݕ (ܪ = ,ଵݔهرگاه به  ܶ … , شود  تخصيص داده  ௡ݔ ܽଵ, … , ܽ௡     ؛ در غيــر اينصــورت   ܾتخصــيص داده شــود   ݕو بــه همــين ترتيــب بــه ,ଵݔ)ܣ(ݕ∃))∅ … , ,௡ݔ ,(ݕ (ܪ =   . ܨ
f (ݔ)ܣ(ݕ))∅گوييم ميଵ,… , ,௡ݔ ,(ݕ (ܪ = ᇱܪاست اگر و تنها اگر بـه ازاي هـر    ܶ ∈   ܭ

,ଵݔ)ܣ)∅، 	ᇱܪܴܪبطوري كـه   … , ,௡ݔ ,(ݕ (ᇱܪ = ,ଵݔهرگـاه بـه    ܶ … , تخصـيص داده   ௡ݔ
ــود  ,ଵܽشــ … , ܽ௡  ــه ــون   ݕو بــ ــوي چــ ــورت  (′ܪ)߰از  ܾعضــ ــر اينصــ ؛ در غيــ …,ଵݔ)ܣ(ݕ))∅ , ,௡ݔ ,(ݕ (ܪ =   است. ܨ

ܪ(به ازاي هر  (ܪ,ܤ)∅و  (ܪ,ܣ)∅گوييم كه اگر ارزش صدق  سرآخر، چنين مي ∈ ) ܭ
داده شـده باشـد آنگـاه ارزشـهاي      ܤو  ܣدر ارتباط با يك تخصيص به متغييرهـاي آزاد از  

ܣ)∅مطابق  ∧ ,ܤ ,(ܪ ,ܤ⋁ܣ)∅ ,(ܪ ܣ)∅ ⊃ ,ܤ ,(ܪ ,ܣ¬)∅ -(a)با توجه به دسـتورات  	(ܪ

(d) .تعريف خواهد شد  
هودي مناسب از مدل، بايد مجدداً شرايط داده شده را براي بدست آوردن يك تعريف ش
است كه همـراه   (ܪ,௡ܲ)∅، مثل مورد قبل، يك تابع ∅تعديل كنيم و فرض بگيريم كه مدل 

،  بـه  ܣبـه متغييرهـاي آزاد    ܷدر ارتباط با تخصيص ارائه شده از اعضـاي   ،(ܪ,ܣ)∅با تابع  كنـد. ( بـراي مثـال:     را تخصيص داده و شرايط پيش گفتـه را ارضـاء مـي    ܨيا  ܶ (ܪ,ܣ)∅
ــامي كـــه  ௜(1ܽبـــه  ௜ݔهنگـ ≤ ݅ ≤ ــرار اســـت   (݊ تخصـــيص داده شـــده اســـت برقـ ∅(ܲ௡(ݔଵ, … , ,(௡ݔ (ܪ = ,ଵܽ)اگر و تنها اگر   ܶ … , ܽ௡) ∈ ). مجدداً، اين تعريف  (ܪ,௡݌)∅

  اساساً بصورت كلاسيك با تعريف قبل معادل است.
هاي درپي معتبر خواهند ماند اگر روا  به اين مطلب توجه داشته باشيم كه تمام نتيجهبايد 
ــداريم  ݊)(ܪ,௡ܲ)∅ب ≥ ــه از    (1 ــر مجموع ــك زي ــه    ௡ܷي ــه آن را ب ــاي اينك ــد بج باش

محدود كنيم. همچنين ما نظريه را دست نخورده بـاقي خـواهيم    ௡[(ܪ)߰]هاي  زيرمجموعه
بـه   ܣشود كه متغييرهـاي آزاد   تنها هنگامي تعريف مي (ܪ,ܣ)∅گذاشت اگر در نظر بگيريم 

  تخصيص داده شده باشند و در غير اين صورت، تعريف نشده باقي بمانند. (ܪ)߰اعضاي 
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  تفسير شهودي 1.3
,ܩ)يك سه تايي  ,ܭ ܩيـك مجموعـه اسـت،     ܭكه در آن  (ܵ ∈ يـك رابطـه    ܵاسـت و   ܭ

) ناميـده  Originمبـدأ (  ܩشـود ( و   است، يـك درخـت خوانـده مـي     ܭتعريف شده روي 
  شود) اگر و تنها اگر: مي

ܪهيچ . 1 ∈  ؛ܩܵܪوجود نداشته باشد بطوري كه  ܭ

ܪبه ازاي هر . 2 ∈ ᇱܪ، يك ܩبجز  ܭ ∈ منحصـر بـه فـرد وجـود دارد بطـوري كـه        ܭ  ؛ܪܵ′ܪ

ܪبه ازاي . 3 ∈  ܵ) از رابطـه  Ancestralنيـا (  يـك  ∗ܵبطوري كـه   ܪ∗ܵܩوجود دارد  ܭ
ଵܪاگر و تنها اگر  ଶܪ∗ଵܵܪاست (يعني  =  ).ܵاز  ݊به ازاي چندين قوه  ଶܪଵܵ௡ܪيا  ଶܪ

) از Successorرا يك تالي ( ᇱܪو  ᇱܪ) از Predecessorرا يك مقدم ( ܪ،  ′ܪܵܪاگر باشد  تعداد متناهي تالي داشته باشد.  فقط ܪخوانيم. درخت كراندار است اگر و تنها اگر هر  مي ܪ
همچون  ܵتواند با عبارات  مي ܭخوانيم. توجه كنيد كه  بدون تالي را نقطه پايان مي ܪعضو 

تواند به عنوان يك عضو منحصر بفرد بدون مقـدم از   مي ܩيك رشته از آن توصيف شود و  ) اخذ شده اسـت. بصـورت   Kripke, 1963-Aتوصيف شود. (اين تعريف از درخت، از ( ܭ
  تصميم پذير باشد). ܵاعداد طبيعي باشند و  ܪشهودي بعلاوه بايد داشته باشيم كه اعضاي 

,ܩ) .m. sيك  ,ܭ وجود  ܵي  خوانيم اگر و تنها اگر يك رابطه مي .m. sرا يك درخت  (ܴ
,ܩ)داشته باشد بطوري كه  ,ܭ نعكاسـي و  ي ا كـوچكترين رابطـه   ܴيك درخت باشـد و   (ܵ

ܴوجود دارد باشد (بطور مثال  ܵمتعدي كه در  = بر تفسير شـهودي،   ). در ملاحظات ما∗ܵ
,ܩ) .m. sهـايي كـه روي درخـت     بطور مثال مدل(هاي درختي توجه خواهيم كرد  ابتداً به مدل ,ܭ زير نشان خواهيم داد كه هـر مـدل    1.2تعريف شده اند). در حقيقت، در بخش  (ܴ

  يك مدل درخت معادل جا به جا شود. تواند با مي
باقي اين بخش شامل يك تفسيرِ شهوديِ صوري شده از مدلسازي، همراه با نشان دادن 

هاي انتخاب  ) مبني بر دنبالهKreisel, 1958ي كرايسل ( اينكه چگونه تفسير را با حدود نظريه
) آشنا نيست يا Kreisel, 1958، بصورت صوري تر بنويسيم. به خواننده اي كه با (4كاملا آزاد

) را Kreisel, 1958كنيم ميتواند ملاحظات مـرتبط بـا (   به اين جزئيات علاقه ندارد توصيه مي
  ي بخش را بخواند. ناديده بگيرد اما بقيه
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اي  از حساب گزاره ܣبراي فرمول  ∅رود: فرض بگيريد يك مدل  تفسير چنين پيش مي
,ܲهاي اتمي مفرد آن  كه زير فرمول ܳ, است. براي مثال فرض كنيد يك  هستند، ارائه شده 	ܴ
,ܩ) .m. sروي  ∅مدل درختي  ,ܭ  است: داريم كه بصورت زير داراي دياگرام شده (ܵ

  

,ଵܪ,ܩها هستند:  اين ܭاعضاي  ,ଷܪ,ଶܪ  ௜ܪيـا   ܩي  . ما يك فرمول اتمي بـالاي گـره  ସܪ
را  ܨبـدان ارزش   ∅را تخصـيص دهـد؛ اگـر     ܶدر آن گـره، بـدان ارزش    ∅ايم اگر  نوشته

,ܲ)∅كنـيم. بنـابراين بـراي مثـال      تخصيص دهـد آن را حـذف مـي    (ܩ = درحـالي كـه    ܶ ∅(ܳ, (ܩ = ∅(ܴ, (ܩ =   .ܨ
هـاي آشكارسـاز    را براي نمايندگي كردن نقاطي در زمـان (يـا وضـعيت    ܪما گره هاي 

)Evidentialمختلفي داشته باشيم. اگر در  توانيم اطلاعات ها مي گيريم، كه در آن)) در نظر مي
 ܣاي براي اثبات كردن يك گـزاره چـون    ، اطلاعات كافيܪي معيني در زمان همچون  نقطه

(ܪ,ܣ)∅گوييم  داشته باشيم مي = گـوييم   است. اگر چنين اطلاعـاتي نداشـته باشـيم مـي     ܶ (ܪ,ܣ)∅ = ,A)∅. اگر ܨ H) = T در زمـان   ܪي  در نقطـه  ܣي  توانيم بگوييم كـه گـزاره   مي
(ܪ,ܣ)∅است و اگر  تاييد شده = اسـت.   در زمان تاييد نشده ܪدر نقطه  ܣي آنگاه گزاره ܨ

(ܪ,ܣ)∅ي صدق و كذب شهودي نيستند؛ اگـر   نماينده ܶو  ܨتوجه كنيد كه  =  ܣآنگـاه   ܶ
,A)∅است اما  صادق باشد، مورد تاييد قرار گرفته ܪبراي اينكه بتواند در زمان  H) = F  بدين

 ܪغلط است. بسادگي چنين است كه هنوز در  ܣاثبات شده است كه  ܪنيست كه در  معني
  تواند در آينده برقرار شود. اثبات نشده است اما مي

، تعداد گوناگوني احتمالات بـاز بـراي بدسـت    ܩي ارائه شده در زمانِ  حال، براي نقطه
ها وجود دارد. يك وضـعيت بصـورت ديـاگرام در     آوردن اطلاعات بيشتري راجع به گزاره
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را اثبـات   ܲ( كه معرفّ اطلاعات فعلي ماست) ما  ܩاست. در نقطه ي ترسيم شده 1فيگور 
 ܩتوانيم بـراي زمـان طـولانيِ دلخـواهيِ در      دانيم مي ايم. به ازاي تمام اطلاعاتي كه مي كرده

اي بدست بياوريم. اما ممكن است كه ما ) بدون اينكه هيچ اطلاعات تازه stuckباقي بمانيم (
( كـه در آن حالـت    ଵܪي  ) بـه نقطـه  Jumpاي بدست بياوريم براي پريـدن (  اطلاعات كافي

، يك ܲ( جايي كه علاوه بر ଶܪي  خواهيم داشت) يا به نقطه ܴ، يك برهان براي ܲعلاوه بر
 ଶܪي  . اگـر بـه نقطـه    ସܪيا نقطـه ي   ଷܪخواهيم داشت) يا حتي به نقطه ي  ܳبرهان براي 

را اثبات كرده ايم آنگاه تا جايي كه ميدانيم ممكن است بـه   ܳو  ܲپريده باشيم آنگاه هر دو 
 ଷܪبراي مدت زمان طولاني دلخواهي چسبيده باقي بمانيم. اما ممكن است بـه   ଶܪنقطه ي 

ايم آنگـاه تـا    را اثبات كرده ܳو هم  ܲپريده باشيم آنگاه هم  ଶܪبرويم. اگر ما به نقطه  ସܪيا 
ا     ଶܪي  توانيم براي زمان طولاني دلخـواهي در نقطـه   دانيم مي جايي كه مي بـاقي بمـانيم. امـ

 ଷܪپيش برويم. توجه كنيد كه اگر بـه وضـعيت    ସܪيا  ଷܪبرايمان ممكن خواهد بود كه به 
ا ايـن بـدان معنـي نيسـت كـه        را اثبات نكرده ܳو  ܲبرويم همچنان چيزي بيشتر از  ايم امـ

باقي بمانيم ايـن   ଶܪاست. در حقيقت تا زماني كه در  ଶܪدقيقا مشابه وضعيت  ଷܪوضعيت 
بـرويم   ସܪاحتمال براي ما هنوز باز خواهد بود كه در يك زمان يا ديگر زمان قادر باشيم به 

ي براي بيرون نگه داشتن اين باشيم اطلاعات كاف ଷܪرا اثبات كنيم؛ اما اگر در وضعيت  ܴو 
 اثبات خواهد شد را داريم. ܴگزينه كه 

,ܩ)حال بطور كلي در يك ساختار مدل  ,ܭ را به عنوان يك وضعيت آشكارساز  ܩما  (ܴ
دانـيم، در   اگر، تا جايي كه ما مي ᇱܪܴܪگوييم  يك وضعيت باشد مي ܪكنيم. اگر  تفسير مي

بدسـت آوريـم.    ′ܪينده اطلاعاتي كافي براي جلو رفتن تا ، ممكن است بتوانيم در آܪزمان 
داريم ممكن است تمام دانسته هايي باشد كه ما براي  ܪبنابراين از آنجا كه اطلاعاتي كه در 

 ܴ؛ و خاصـيت جابجـايي   ܪܴܪگيريم كـه   يك زمان طولاني دلخواه داريم چنين فرض مي
اگـر   ܣي اينكـه بـه ازاي هـر    يك بصورت شهودي روشـن اسـت. شـرط مـورد نيـاز بـرا       (ܪ,ܣ)∅ = (ᇱܪ,ܣ)∅آنگاه  ᇱܪܴܪو  ܶ = بسادگي بدين معني است كه اگـر هـم اكنـون     ܶ

را به عنوان اثبات شده در هـر   ܣتوانيم  داشته باشيم آنگاه مي ܪدر وضعيت  ܣبرهاني براي 
كه آنرا فراموش نخواهيم كرد. سـرآخر عبـارت اسـتقرائي بـراي      - بپذيريم ᇱܪوضعيت آتي 
ܣها همصدا با تفسير شهودي از اين مفاهيم است. بنابراين  حساب گزاره ∧ ܣ]ܤ ∨ اثبات  [ܤ

] ؛ ܤاثبات شده باشد خـواه   ܣاثبات شده باشند [خواه  ܤو  ܣشده است هنگامي كه هر دو 
ܣ)∅بنــابراين  ∧ (ܪ,ܤ = (ܪ,ܣ)∅تنهــا اگــر  اگــر و ܶ = (ܪ,ܤ)∅	 = ܣ)∅[ ܶ ∨ (ܪ,ܤ =
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,ܣ)∅		݂݂݅			ܶ (ܪ = ,ܤ)∅	ݎ݋	ܶ ]. توجه كنيد كه برخـورد بـا فصـل و عطـف فـوق در      (ܪ
بودنـد. از طـرف ديگـر     ارزش كلاسيك مي آن چنان است كه اگر تابع ܪوضعيت داده شده 

بصـورت   ܣ¬بيـان   توان اين چنين مورد برخـورد قـرار داد. بـراي    نقض و استلزام را نمي
اسـت   مورد تاييد قـرار نگرفتـه   ܪدر  ܣنه تنها بايد بدانيم كه  ܪ، در ܪشهودي در وضعيت 

اي ممكن نيست  بلكه آن، مهم نيست چقدر اطلاعات بيشتر بدست بيايد، در هيچ زمان آينده
(ܪ,ܣ¬)∅گوييم  مورد تاييد قرار بگيرد؛ بنابراين مي = (ᇱܪ,ܣ)∅اگر و تنها اگر  ܶ = بـه   ܨ

ᇱܪازاي هر  ∈ ܣ. مجدداً براي تاييد كردن ᇱܪܴܪ .s.t ܭ ⊂ بايد بدانيم، در  ܪدر وضعيت  ܤ
نيز برهاني داريم. تعريـف   ܤبرهاني داريم، براي  ܣكه در آن برهاني براي  ᇱܪوضعيت آتي 
ܣ)∅استقرايي از  ⊃   كند. اين شرط را صورتبندي مي (ܪ,ܤ

  ازاي اصل طرد شق ثالث در نظر بگيريد.ي زير را به  مدل نقض دو نقطه

  
(ܪ,ܲ)∅داريم  = ,ܲ)∅ و ܶ (ܩ = (ܪ,ܲ)∅. از آنجايي كـه   ܨ = ܶ  ،∅(¬ܲ, (ܩ = و  ܨ

ܲ)∅بنابراين  ∨ ¬ܲ, (ܩ = را اثبـات   ܲهنـوز   ܩ. بصورت شـهودي در وضـعيت حاضـر    ܨ
را تاييد كنيم، زيرا كه اين احتمال هست كـه در آينـده    ܲ¬توانيم   ايم و همچنين نمي نكرده

 ܩرا تاييد كنيم. بنابراين در نقطـه   ܲاطلاعات كافي بدست بياوريم و  ܪبراي پيش رفتن تا 
ܲما در وضعيتي نيستم كه بتوانيم بگوييم:  ∨ ¬ܲ .  

 مبنـي بـر   FCي كرايسـل   توانند به آساني با حدود و جملات نظريـه  اين ملاحظات مي
ي انتخـاب   بندي شوند. بصورت شهودي يـك دنبالـه   هاي انتخاب مطالقاً آزاد صورت دنباله

انتخاب شده است  ܵكه از فضاي آزاد  ߙي انتخاب آزاد چون ) يك دنبالهa.f.c.sمطلقاً آزاد (
را  ܵكه در آن از ابتدا فرض گرفته شده است كه هـيچ محـدوديتهايي، بجـز شـرايطي كـه      

  ها اثر گذار نيست. در انتخاب كنند، تعريف مي
تواند با جملات نظريه حاضر چنين تفسير شـود: در نظـر    ، براي مثال، مي2پس، شكل 

هاي آزاد از صفرها و يك هاسـت كـه در آن    كه شامل انتخاب ܵرا از فضاي  a.f.c.sبگيريد 
يـك   را بـه عنـوان   ܩبيايد. بصورت شهودي ما وضـعيت   1تواند  فقط مي 1هرچند، دنبال 
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تـوانيم   كنيم، بنابراين مي شروع مي ܩكنيم. از  تفسير مي 1را به عنوان انتخاب ܪو  0انتخاب 
پشت سر يـك عـدد دلخـواه از     0ايم كه  بچسبيم، ما اجازه داده ܩخواهيم به  تا وقتي ك مي توانـد دنبـال خـودش بيايـد مـا اجـازه        فقط مي ܪها. اما از آنجايي كه 1ها بيايد همينطور 0

رخ  a.f.c.s αدر  1يـك  "اين حكم است كـه   (ߙ)ܲبيايد. سپس،  1فقط  1ايم كه دنبال  داده
(݊)ߙ)(݊∃)(براي مثال  "دهد مي = روي اعداد طبيعي گسترده اسـت). تـا   ݊	بطوري كه  (1

ا از طـرف     ا را برقرار نكـرده (ߙ)ܲ	ايم،  انتخاب كرده  ߙها را در 0زماني كه ما فقط  يـم ؛ امـ
قرار دارد، انتخـاب شـده اسـت     ܵبي هيچ محدوديتي، بجز اينكه در  αديگر از آنجايي كه 

ايـن   .(ߙ)ܲ¬توانيم بگـوييم   را طرد كنيم بنابراين نمي 1توانيم احتمال انتخاب آتي يك  نمي
ߙ)¬ملاحظات را براي بدست آوردن برهـاني بـراي    ↾ ܵ)൫ܲ(ߙ) ∨ بطـوري كـه    ൯(ߙ)ܲ¬ ߙ ↾   بندي كرد. ي كرايسل صورتFCتوان بسادگي در  گسترده است مي ܵدر  a.f.c.s روي ܵ

پذير ( كه بصورت شهودي تعريف شده باشد)  تر در هر مدل درخت شمارش بطور كلي ,ܩ) .m.sروي  ܣاز  ∅ ,ܭ ) را با اعداد طبيعـي نشـان   ܭها(اعضاي  ، فرض بگيريد ما گره (ܴ
,ܩ)اسـت. بـا جمـلات     را با صفر نشان داده شـده  ܩدهيم، كه بطور خاص  مي ,ܭ يـك   (ܴ

است تعريف كنيـد و   0هايي انتخاب آزاد كه در آن انتخاب اوليه  شامل تمام دنباله ܵفضاي 
يـا بـا يـك انتخـاب از يكـي از       ݉بايد يا با انتخاب آتـي   ݉در آن انتخاب هر عدد طبيعي 

 ܵدر  a.f.c.s .αو  ܣاز  ܲهر زيرفرمول اتمي شود. براي  روي درخت ادامه داده ݉هاي  تالي
(ݔ)ߙ)(݉∃)(ݔ∃)شود كه خلاصه شدن اين اسـت:   وابسته مي (ߙ)ܲبه يك فرمول  = و  ݉ ߶(ܲ,݉) = ,ܤ.  ܶ كه وابسته هستند بـا   (ߙ)ܥو  (ߙ)ܤشان  هاي وابسته داده شده و فرمول ܥ ܤ ∧ (ߙ)ܤ، ܥ ∧ ܤ؛ بــا (ߙ)ܥ ∨ (ߙ)ܤ، ܥ ∨ و غيــره... . ســپس بســادگي بــا اســتقراء  (ߙ)ܥ

(݉,ܤ)∅اگر  ܣاز  ܤتوان ديد كه براي هر زيرفرمول  مي = ߙ)آنگاه  ܶ ↾ ܵ)൫(∃ݔ)((ݔ)ߙ = ݉) ⊃ (݉,ܤ)∅و اگر  ൯(ߙ)ܤ = ߙ)¬آنگاه  ܨ ↾ ܵ)൫(∃ݔ)((ݔ)ߙ = ݉) ⊃ . به ويژه ൯(ߙ)ܤ
,ܤ)∅اگر  (ܩ = ܶ[= =)0شـامل   ܵدر  a.f.c.sآنگاه از آنجايي كه هر  [ܨ اسـت داريـم:    (ܩ ߙ) ↾ ߙ)¬](ߙ)ܤ(ܵ ↾ ,ܩ) .m.s. اگر[(ߙ)ܤ(ܵ ,ܭ  بتواند بصـورت صـوري در    ∅و مدل  (ܴ

FCتواند در  كرايسل توصيف شود، استدلال قبل ميFC بندي شود و بنابراين به ويژه  صورت
,ܣ)∅اگر  (ܩ = ⊣، ܨ ¬(α ↾ S)A(α)  كند. مي  ارائه ܣيك مثال نقض براي اعتبار  ܥܨدر  

(ݔ)ܲ)(ݔ)	براي بسط دادن اين برخورد با سورها ابتدا مدل نقض زير را بـراي   ∨ ܳ). ⊃ . (ݔ)ܲ(ݔ) ∨   نظر بگيريد:ܳ
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,(ݔ)ܲ)∅داريم  (ܩ = ,(ݔ)ܲ)∅ (ܪ = ا    را تخصيص مي ܽ، ݔهنگامي كه به  ܶ دهـيم؛ امـ ,(ݔ)ܲ)∅ (ܩ = ,(ݔ)ܲ)∅ (ܪ = دهــيم. بعــلاوه  را تخصــيص مــي ܾ، ݔهنگــامي كــه بــه  ܨ ∅(ܳ, (ܩ = (ܪ,ܳ)∅، ܨ = ــه در  ܪܴܩ، در ܶ ــا ن (ܩ)߰و  ܩܴܪام = (ܪ)߰، {ܽ} = {ܽ, ܾ} .
(ݔ)ܲ)(ݔ)൫߶توان نشـان داد كـه    تمام اين اطلاعات درون دياگرام هست. بسادگي مي ∨ ܳ), ൯ܩ = (ݔ)ܲ(ݔ)൫∅، اما ܶ ∨ ܳ, ൯ܩ = توان وضـعيت را چنـين    . بصورت شهودي ميܨ

ي را قضيه ܴكنيم.  مشخص مي 1و  0را به ترتيب با عدد صحيح  ܾو  ܽتفسير كرد: اعضاي 
ܴرا  ܳ) و Fermat’s last theoremآخر فرما ( ∨ و  0اي شامل  را گونه ܸدر نظر بگيريد.  ܴ¬

ܸدر نظر بگيريد (يعنـي   1صادق باشد شامل  ܳاگر  = {݉|݉ = 0 ∨ (݉ = 1 ∧  ݔ) و {(ܳ
ݔرا حكمي بـا   (ݔ)ܲگسترده شده است در نظر بگيريد.  ܸرا يك متغيير كه روي  = در  	0

ــر   ن ــعيت حاض ــاه در وض ــد. آنگ ــر بگيري ــي ܩظ ــوييم   م ــوانيم بگ ܸت ⊆ ــت و  {0,1} اس 1 ∈ (ݔ)ܲ)(ݔ)توانيم بگوييم كه  ؛ بنابراين ميܳ			݂݂݅			ܸ ∨ . اما تا زماني كه به وضـعيت  (ܳ را تاييـد   ܳتوان در آن  است و بنابراين مي ي آخر فرما در آن قطعي شده ، جايي كه قضيه ܪ
(ݔ)ܲ(ݔ)توانيم بگوييم كه  نميايم  كرد، پيش نرفته ∨ ܳ.  

(ݔ)ܲ)(ݔ)توجه شود كه بايد اشاره كنيم  ∨ ܳ). ⊃. (ݔ)ܲ(ݔ) ∨ در هـر مـدل سـوري     ܳ
  سازگار باشد. (ܪ)߰برقرار است، بطوري كه

گسترده باشند، آنگاه بـراي   ܦي  روي دامنه ܣبنابراين بطور كلي، اگر متغيرها در فرمول 
، ܪاي از تمام افرادي است كه، بر مبناي اطلاعـات موجـود در    گونه (ܪ)߰	،ܪهر وضعيت 

، ܩانـد. (بنـابراين در مـورد پـاراگراف بـالا در وضـعيت حاضـر         شناخته شـده  ܦداخل در (ܩ)߰ = (ܪ)߰كه به اثبات رسيده است،  ܳ، ܪ؛ اما در {0} = شامل  ܦ. از آنجايي كه {0,1}
 (ܩ)߰ا از ابتدا شناخته باشيم، بنابراين ر ܦشود، و بايد دست كم يك عضو از  يك عضو مي

بايـد دلالـت بـر     ᇱܪܴܪبايد شامل دسـت كـم يـك عضـو باشـد. محـدوديتي كـه در آن         (ܪ)߰ ⊆ بكند، اكنون بايد در تفسير مورد نظر مشهود باشد. در نظـر بگيريـد بـراي     (ᇱܪ)߰
صادق است نـه تنهـا بايـد     (ݔ)ܲ، ܦاز  ݔبگوييم كه به ازاي هر عضو  ܪ	اينكه در وضعيت
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كـه در   ݔصادق است بلكه بايد بـدانيم بـه ازاي هـر     (ݔ)ܲ، (ܪ)߰در  ݔبدانيم به ازاي هر 
در  ݔبه اثبات برسد نيز صادق است؛ يعنـي بـه ازاي هـر     ܦآينده ممكن است وجودش در  طرف ديگر براي ؛ و اين دقيقاً عبارت استقرايي براي تسوير كلي است. از ᇱܪܴܪدر  (′ܪ)߰

 ݔصادق باشد نياز داريم يك عضو چـون   (ݔ)ܲبطوري كه  ܦدر  ݔتاييد كردن وجود يك 
باشـد)، و   (ܪ)߰به اثبـات رسـيده باشـد (يعنـي داخـل       ܦپيدا كنيم كه همين حالا هم در 

  صادق باشد؛ و اين دقيقاً همان شروط مورد نظر سور وجودي است. (ݔ)ܲبطوري كه 
هاي انتخاب كـاملاً آزاد  ي دنباله تر با جملات نظريه تواند بشكلي صوري اين حقايق مي

قابل شمارش ( كه بصورت شهودي تعريف شـده)   .m.sبيان شود. فرض كنيد يك درخت  .ܩ) .ܭ قابل شمارش است.  ܪبه ازاي هر  (ܪ)߰و بنابراين  ܷاست كه در آن  ارائه شده (ܴ
را  ܩرا با اعداد طبيعـي مشـخص كنـيم و     ܷاي و اعض ܭتوانيم هر دويِ اعضاي  سپس مي

,ܩ)مشخص كنيم. آنگاه به  0علي الخصوص با  ,ܭ هـاي انتخـاب    از دنباله ܵيك فضاي  (ܴ
در  ߙ، a.f.c.sدهيم. بعلاوه، براي هر  كاملاً آزاد كه هم اكنون در بالا تعريف كرديم نسبت مي باشد بطوري كه يك عدد طبيعي چون  ݊عي اي از تمام اعداد طبي گونه ఈܦ، در نظر بگيريد ܵ ݊وجود دارد بطوري كه  ݔ ∈ ߰൫(ݔ)ߙ൯ ݔ. در نظر بگيريدఈ     ܦيك متغيـر باشـد كـه رويఈ 

…)(ఈݔ)است (يعني  گسترده شده ݔ)(ݔ)بايد چنين تفسير شود  ( ∈ ఈܦ ⊃ و به همـين   (⋯
(0)ߙ). آنگاه به علت اينكه  (ఈݔ∃)طريق براي  = 0 = شامل يك عدد طبيعي  (ܩ)߰و  ܩ

,ܩ) .q را يـك مـدل   ߶يـك عضـو دارد.    ߙبه ازاي تمام  ఈܦاست،  ,ܭ (كـه بصـورت     (ܴ
در نظر بگيريد. بـراي هـر زيرفرمـول اتمـي ارائـه       ܣشهودي تعريف شده) به ازاي فرمول 

…,ଵݔ)௡ܲي  شده , ,ߙ)ܲ، ما به اين دو يك جملـه  ܵاز  ߙ a.f.c.sو يك  (௡ݔ …,ଵഀݔ , را  (ଶഀݔ
,ଵഀݔدهـــيم بطـــوري كـــه متغيرهـــاي  نســـبت مـــي … , گســـترده انـــد و  ఈܦروي  ଶഀݔ ,ߙ)ܲ …,ଵഀݔ , نسـبت   ௜ݔبه متغيـر   ௜ഀݔ، هنگامي كه ߙروي  ݉كند كه به ازاي  بيان مي (ଶഀݔ

,1ݔ)݊ܲ)߶است،  داده … , ,(݊ݔ ݉) = ݅؛ (ܶ = 1,… , ௜ഀݔتوجـه كنيـد كـه     ݊ ∈ ఈܦ ⊆ ܷ  .(
,ߙ)ܣه شده هاي داد فرمول ,ଵഀݔ … , ,ߙ)ܤو  (௡ഀݔ ,ଵഀݔ … , شـده بـا    به ترتيـب وابسـته   (௠ഀݔ ,ଵݔ)ܣ … , ,ଵݕ)ܤو (௡ݔ … , ,ߙ൫ܣ،  (௠ݕ ,ଵഀݔ … , ௡ഀ൯ݔ ∧ ,ߙ)ܤ ,ଵഀݔ … , بــــــــــا  (௠ഀݔ ,ଵݔ)ܣ … , (௡ݔ ∧ ,ଵݕ)ܤ … , اسـت و بـه همـين ترتيـب بـراي سـاير ادات        وابسته شـده  (௠ݕ

  همچنين.
,ߙ)ܣ௜ഀ൯ݔ൫بعلاوه،  ,ଵഀݔ … , ,ଵݔ)ܣ(௜ݔ)وابسته به  (௡ഀݔ … , است و به همين ترتيـب   (௡ݔ

݉كنـيم كـه بـه ازاي     ي استقراء اثبات مي در مورد سور وجودي. آنگاه ما بوسيله ∈ اگـر   ܭ
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,ଵݔ)ܣ … , ,ଵݔشامل فقط متغيرهاي آزاد ليست شده باشـد و بـه    (௡ݔ … , تخصـيص داده   ௡ݔ
ــد   ــده باشـ ,ଵܽشـ … , ܽ௡ ∈ ــر     (݉)߰ ــيص اگـ ــن تخصـ ــا ايـ ــاط بـ ــاه در ارتبـ ، آنگـ ,ଵݔ)ܣ)߶ … , (݉,(௡ݔ = ܶ[= ــم ܥܨ، در  [ܨ ߙ൫داريــــــــــ ↾ ܵ൯൫(∃ݔ)((ݔ)ߙ = ݉) ,ߙ)ܣ⊂ ܽଵ, … , ܽ௡)൯ൣ¬൫ߙ ↾ ܵ൯൫(∃ݔ)((ݔ)ߙ = ݉) ⊃ ,ߙ)ܣ ܽଵ, … , ܽ௡)൯൧ ــي الخصــوص . عل

ــر  ݉اگــــ = 0 = ــه  ܩ ــايي كــــ ߙ൫، از آنجــــ ↾ ܵ൯൫(∃ݔ)((ݔ)ߙ = 0)൯  ــم داريــــ ߙ) ↾ ,ߙ)ܣ(ܵ ܽଵ,… , ܽ௡)[¬(ߙ ↾ ,ߙ)ܣ(ܵ ܽଵ,… , ܽ௡)] شامل متغيرهـاي آزاد   ܣ. بنابراين اگر
,ܣ)∅نباشد و  (ܩ =   بصورت كلي معتبر نيست. ܣاثباتي خواهيم داشت كه  FCدر  ܨ

يك فضاي دودويي  ܤارائه شد، بطوري كه  FCتوجه كنيد براي ترجمه ي مثالي كه در 
  كامل است:

a) (ߙ ↾ (ݔ)(ܤ ቀ(∃ݕ)((ݕ)ߙ = (ݔ ⊃ ൫ݔ = 0 ∨ (ݕ)ߙ)(ݕ∃) = 1)൯ቁ 

  اما همچنين
b) ¬(ߙ ↾ (ݕ)ߙ)(ݕ∃)(ݔ)൫(ܤ = (ݔ ⊃ ݔ = 0) ∨ (ݕ)ߙ)(ݕ∃) = 1)൯. 

(ݔ)ܲ)(ݔ) "قانون"بنابراين ما  ∨ ܳ). ⊃. (ݔ)ܲ(ݔ) ∨ را رد كرده ايـم. هنگـامي كـه آن     ܳ
 ݖروي تمـام قطعـات    ݔبرقرار خواهد بود كه  αي انتخاب آزاد  برقرار باشد، براي هر دنباله

(ݕ)ߙ)(ݕ∃)بطوري كه  = ، گسترده است. توجه كنيد كه از آنجايي كـه  (b)و  (a)، عكس (ݖ
(a)  بديهي است و(b) ي  از قضيه ܥܨتوانستيم بجاي  آيد بسادگي مي قضيه نرده بدست مي از

  ي انتخاب آزاد استفاده كنيم. معمولي دنباله
كـه   ܥܨهاي نقض در  كنيم مدل )، اضافه ميDyson, 1961با توجه به ديسون و كرايسل (

دهد،  ص ميها تخصي هاي نامتناهي معين از اعداد طبيعي به فرمول شرح شان كرديم، و دنباله
) تفسـير  René-Louis Baireتوانند بصورت كلاسيك به عنوان مدل نقض در فضاي بئِير ( مي

هاي اعداد طبيعي همراه با توپولوژي معمول). در حقيقت با بررسي  شوند (فضاي تمام دنباله
شود كه هر فرمول اثبات نشـده يـك    هاي نقض كه در پايين توليد شد، نتيجه گرفته مي مدل
  اند. ي كانتور دارد و اين مطلب را ديسون و كرايسل نيز تصريح كرده نقض در مجموعهمدل 

ي  هاي انتخاب آزاد به موضوع اصـلي مقالـه   توجه. ملاحظات زير در مورد كاربرد دنباله
  ها را در اين جا خواهيم آورد:  حاضر مرتبط نيست، اما آن

 ) با اسـتفاده از روش Heyting, 1956هايي كه در فصل آخر كتاب هيتينگ ( تمام قضيه .1
توانند  هاي انتخاب آزاد برآوئر كه وابسته به حل شدن مساله است به اثبات رسيدند، مي دنباله
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گيـريم:   نيز به سرانجام برسند. اولين مثالي كه توسط هيتينگ ارائه شد را در نظر مـي  ܥܨدر 
ܽت كه باطل اس ܽخواهيم نشان دهيم به ازاي هر عدد حقيقي  مي ≠ . 0#ܽدلالت كند به  0

در فضاي دودويي  αي انتخاب آزاد  فرش كنيم زماني اين صادق باشد، آنگاه براي هر دنباله
 :αبوسيله اختصاص اعداد حقيقي به 

෍2/(ݔ)ߙ௫ஶ
௫ୀ଴  

ــي ــه    م ــيم ك ــان ده ــتيم نش (ݔ)ߙ)(ݔ)¬توانس = 0) ⊃ (ݔ)ߙ)(ݔ∃) = ــابراين  (1 ؛ بن
هاي انتخاب كاملاً آزاد برقرار خواهد بود. اما، ساده است در  الخصوص اين براي دنباله علي
FC   ߙ)نشان دهيم كه ↾ (ݔ)ߙ)(ݔ)¬(ܤ = نشـان دهـيم كـه     FC؛ بنابراين كافيست در  (0 ߙ)¬ ↾ (ݔ)ߙ)(ݔ∃)(ܤ = شود زيرا  ي بادبزن نتيجه مي . اما اين مطلب به سادگي از قضيه(1 ߙ) ↾ (ݔ)ߙ)(ݔ∃)(ܤ = ߙ)(݉∃)مستلزم  (1 ↾ ݔ∃)(ܤ ≤ (ݔ)ߙ)(݉ = خواهد بـود، كـه    (1

هاي كلاسيك كه توسط هيتينگ به  باطل است. رفتارهاي مشابهي به ازاي تمام تكذيبِ قضيه
  انجام گرفته، ممكن است. )Heyting, 1956(اين روش در 
هـاي نقـضِ قضـاياي     به تمـام مثـال   FCپندارم محتمل است كه اين رفتار در  چنين مي

ا مـن روي        كلاسيك كه برآوئر براي روش خود ارائه مي كنـد، بسـط داده خواهـد شـد؛ امـ
  اي انجام نداده ام. جات و ادبيات بحث، بررسي نوشته

كند پذيرفتني  هاي ما مطالعه مي ي با دقت بخش حاضر كه روي تفسيرِ مدليك خواننده
ها  خواهد يافت كه، بطور عكس، در يك سطح خوب از تفسير، دست كم در حساب گزاره

برآوئرِ وابسته بـه حـل    ips5توانست با استفاده از روش  يان كرديم، ميب FCكه هم اكنون در 
  مساله نيز به انجام برسد.

) و اصل مـاركوف  )Kuroda, 1951(مثال زير، كه هر دوِ حدس كوردا (رجوع كنيد به . 2
هـاي بخـش    كند، از اعمال كـردن روش  رد مي FC) را در )Markov, 1954((رجوع كنيد به 

(ݔ)ܣ¬¬(ݔ)آوردن مدل نقـض بـراي   حاضر جهت بدست  ⊃ الهـام گرفتـه    (ݔ)ܣ(ݔ)¬¬
در نظر بگيريد بطـوري   ߙهاي انتخاب آزاد  را يك فضاي متناهي شامل تمام دنباله ܵاست. 

ݔ)ߙ، ݔكه به ازاي هر  + 1) = ݔ)ߙيا  (ݔ)ߙ + 1) = (ݔ)ߙ +   دهيم: نشان مي ܥܨ. در 1
a) (ߙ ↾ (݊)ߙ)(݊∃)¬¬(݉)(ܵ ≥ ݉) 
b) (ߙ ↾ (݊)ߙ)(݊∃)(݉)¬(ܵ ≥ ݉) 
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را يك عدد صحيح در نظـر   ݉باشد و  ܵدر  a.f.csيك  ߙ، در نظر بگيريد aبراي اثبات 
(݊)ߙ)(݊∃)¬بگيريد و به عنوان برهان خلف فرض كنيد  ≥  α. حال از آنجـايي كـه   ((݉

وجود دارد بطوريكه  αاز  (ݔ)തߙ 6ي اوليه ، قطعهFCدر  5.1كاملا آزاد است از اصل موضوع  ߚ)(∗) ↾ ܵ) ቀ̅(ݔ)ߚ = (ݔ)തߙ ⊃ ¬(∃݊)൫̅ߚ(݊) ≥ ݉൯ቁ (ݔ)ߙ. حال < در غير اين صورت  ݉ (݊)ߙ)(݊∃) ≥  غيرنزولي است(نزولي نيست)، بـه  ܵدر  ips. بنابراين از آن جايي كه هر (݉
ݕازاي تمام  < (ݕ)α، ݔ <  ߚرا اولـين از اجـزاء    ݔكند كـه اگـر مـا     بيان مي (∗). حال ݉

(ݔ)ߚ̅انتخاب كرده باشيم بنابراين  = انتخـاب كنـيم    ݊توانيم به ازاي هر  و هرگز نمي (ݔ)തߙ (݊)ߚ̅ ≥ كه شـروط   ܵدر  a.f.c.sيِ   ߚداريم، وجود دارد FCاز  5.3. اما از اصل موضوع ݉ (ݔ)ߚ̅ = ݔ)ߚ		و			(ݔ)തߙ + ݅) = (ݔ)ߙ + ݅൫0 ≤ ݅ ≤ ݉ − كند، زيرا ايـن   را ارضاء مي ൯(ݔ)ߙ
ــه ــاهي از انتخــاب دنبال ــانون فضــاي   ي متن ــا ق ــا ب ــر   ܵه ــا آنگــاه اگ ــق اســت. ام در تواف ݊ = ݔ +݉ − (݊)ߚ،  (∗)خلاف، بر(ݔ)ߙ = ݉.  

باشد و به عنوان برهان خلف فرض  ܵدر  a.f.c.sيك  α، در نظر بگيريد كه bبراي اثبات 
(݊)ߙ)(݊∃)(݉)كنيد كه  ≥ داريم، وجود دارد  FCاز  5.1. آنگاه مجدداً با اصل موضوع (݉

ߚ)(∗∗)بطوري كه  ݔيك  ↾ ܵ) ቀ̅(ݔ)ߚ = (ݔ)തߙ ⊃ (݉)(∃݊)൫̅ߚ(݊) ≥ ݉൯ቁ هر .a.f.c.s  ارائه
(ݔ)ߚ̅دهد: اگر  اختصاص مي (ߚ)݂، بدين ترتيب يك ارزش به ܵشده در  ≠ ، در نظر (ݔ)തߙ
(ߚ)݂بگيريــد  = (ݔ)ߚ̅؛ اگــر 0 = باشــد بطــوري  ݊كمتــرين  (ߚ)݂در نظــر بگيريــد  (ݔ)തߙ

(݊)ߚكه ≥ (ݔ)ߙ + ها خوش تعريف است، بنـابراين از  ߚبراي همه آن  ݂داريم  (∗∗). از 1
بصـورت كامـل    (ߚ)݂وجود دارد بطوري كـه   ݌ي بادبزن داريم عدد صحيحي چون  قضيه

݂را چنين بنويسـيم   (ߚ)݂است. بنابراين ميتوانيم  متعيين شده (݌)ߚ̅توسط  ቀ̅(݌)ߚቁ  واضـح .
݌داريم  ݂است كه از تعريف  ≥  ߚ، FCاز  5.3. حال، باز هم با استفاده از اصل موضـوع  ݔ

(ݔ)ߚ̅را با گفتن اينكه  = ݔ)كنـيم  چنين متعـين مـي  (ݔ)തߙ + ݅) = 0)		(ݔ)ߙ ≤ ݅ ≤ ݌ − . (ݔ
ቆ݂كند كه بيان مي (∗∗)آنگاه  ൬ߚ(ܲ)൰ቇ ≥ (ݔ) + . اما آشكار است كه ايـن باطـل اسـت،    1

ــوع    ــل موضـ ــرا از اصـ ــي 5.3زيـ ــا      مـ ــاب را تـ ــا انتخـ ــم تـ ــاملاً آزاديـ ــيم كـ 	دانـ ݌) + ݆) = (ݔ)ߙ ቀ0 ≤ ݆ ≤ ݂ ቀ̅(݌)ߚቁ…݌ቁكــه بــا در نظــر گــرفتن  پــيش ببــريم، بطــوري ݆ = ݂ ቀ̅(݌)ߚቁ − ــي ݌ ــم  بدســت م βآوري ൬݂ ቀ̅(݌)ߚቁ൰ = (ݔ)ߙ < (ݔ)ߙ + ــابراين 1   b. بن
  است. اثبات شده

و اصـل مـاركوف    )Kuroda, 1951(كنـيم تـا فـرض كـوردا      اسـتفاده مـي   bو  aحال از 
)Markov, 1954( داريـم  ݉گويد كه به ازاي هر متغيـر عـددي    را رد كنيم. فرض كوردا مي ،
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 aاست. با اسـتفاده كـردن از فـرض كـوردا از      (݉)ܣ(݉)¬¬كه مستلزم  (݉)ܣ¬¬(݉)
ߙ)وانيم ت مي ↾ (݊)ߙ)(݊∃)(݉)¬¬(ܵ ≥ درتنـاقض   bرا نتيجه بگيريم، كه مسـتقيماً بـا    (݉

گويد  قابل رد كردن است. بطور مشابه، اصل ماركوف ميFC است؛ بنابراين فرض كوردا در
كنـد بـر    دلالت مي (݊)ܣ(݊∃)¬¬، ݊و متغييرعددي  (ݔ)ܣكه براي محمول تصميم پذير  (݊)ߙرا بگيريم  (݊)ܣ. اما اگر (݊)ܣ(݊∃) ≥ بازگشتي اوليه است و بنابراين  (݊)ܣ، آنگاه ݉

نتيجـه بگيـريم    aدهـد كـه از    تصميم پذير است. آنگاه اصـل مـاركوف بـه مـا اجـازه مـي       ߙ) ↾ (݊)ߙ)(݊∃)(݉)(ܵ ≥   متناقض است. b، كه دوباره با (݉
محمـوليِ هيتينـگ   هاي گودل و كرايسل بر اينكه تماميت قويِ حسابِ  علي رغم برهان
توان اين  هاي معين از اصل ماركوف دارد، من متوجه نيستم كه چگونه مي دلالت بر صورت

كرد مبني بر اينكه حساب محمـولي هيتينـگ بصـورت     FCنتايج را تبديل به يك برهان در 
فضـايي   ᇱܵقوي كامل نيست، و ترديد دارم كه چنين تبديلي در حقيقت ممكن باشـد. اگـر   

ݔ)ߙ)(ݔ)چنان وجود داشته باشد كه  ܵدر  ߚها باشد بطوري كه يك αم شامل تما + 1) = ൫(ݔ)ߚ൯ ߙ)، آنگاه ساده است از نتايج حاضر نتيجه بگيريم كه ↾ ܵᇱ)¬(∃݊)൫ߙ(݊) ≥  ൯(0)ߙ
ߙ)¬و  ↾ ܵ′)(∃݊)൫ߙ(݊) ≥ هاي انتخاب  روي دنباله ߙ؛ اما بدليل اينكه در اينجا  ൯(0)ߙ

 از كرايسل  1ب عادي گسترده است، قادر نيستيم قضيه هاي انتخا و نه دنباله ′ܵكاملاً آزاد از 

(Kreisel, 1962(  را براي نتيجه گرفتن اينكه حساب محمولات هيتينگ بصورت قوي كامـل
  نيست به كار بريم.

  
 ارتباطات با مدل بث 2.3

را بررسـي    (Beth, 1957) ي مدل بث ي مدل حاضر با نظريه ي نظريه در اين بخش ما رابطه
هاي بث ترجمه  توانند بصورت طبيعي به مدل هاي حاضر مي نشان خواهيم داد مدلكنيم.  مي

شوند. با استفاده كردن از يك تفسير شهودي براي مدل سازي بث، نشـان خـواهيم داد كـه    
نگاشت به تفسيري از مدل سوريِ خود ما منتهي خواهد شد كه خود ديگرگوني بر آنچه در 

سير متغييرها همواره روي قطعـاتي از اعـداد طبيعـي    فصل پيش مطرح شد است. در اين تف
  شوند. گسترده مي

  7تواند، بدون از دست رفتن پيوستگي، ناديده گرفته شود. اين بخش مي
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  ها تفاسير ديگري از مدل 3.3
هاي ما ارائه شد. اين تفاسير به نـوعي متعـين شـده     تفاسيرهايي از مدل 1.2و  1.1در بخش 

شان دارند مطابق باشـد. در   كه شهودگرايان بطور عادي از ادات منطقيبودند كه با تفاسيري 
گونه محتوي  بخش حاضر دو تفسير صوري از مدل سازي ارائه خواهيم كرد كه ادعاي هيچ

سـازي   هاي خاص مستقيمي از مدل مستقيم شهودي ندارند. (هر دو تفسيرها در واقع نمونه
گيرند.) يك تفسير، مبتنـي   ها را در نظر مي دلها بسادگي يك كلاسِ محدود از م هستند؛ آن

-Kripke, 1963(هاي صوري است؛ اين مطلب بطور خلاصـه در   بر اثبات پذيري در سيستم

B( ايـده  بر مبتني تفسير بعدي. است شرح شده  ) ي فورسـينگForcing  ) پـل كـوئن (Paul 

Joseph Cohen است ((Cohen, 1963) انـد. ايـن    هم وابسته. اين دو تفسير بطوري نزديكي به
  تواند ناديده گرفته شود. بخش نيز بدون از رفتن پيوستگي مي
 اول) تفسير مبتني بر اثبات پذيري

ي  را مجموعه ܭبسط دلخواهي از آن باشد.  ܧيك سيستم صوري و  ଴ܧدر نظر بگيريد 
 ܧبسـط از   يـك  ᇱܧاگر و تنها اگـر   ᇱܧܴܧهايي و در نظر بگيريد برقرار است ܧتمام چنان 

باشـد (توجـه كنيـد كـه      ଴ܧاز  wffكنيم كه يك  را چنان تعريف مي ܲباشد. ما فرمول اتمي 
تـوانيم بـا اسـتفاده از ادوات     باشـد.) آنگـاه مـي    ଴ܧيـك فرمـول اتمـي از     ܲلزومي نـدارد   ∧, ⊃, ¬, ,ܲ)߶هاي غيراتمي بسازيم. اگر تعريف كنيم كه فرمول ܲاز  ∨ (ܧ = اگر و تنها  ܶ

,ܲ)߶اثبات پذير باشد، آنگاه  ܨصورت در  اثبات پذير، در غير اين ܧدر  ܲاگر  يك مدل  (ܧ
,଴ܧ) .m. sرويِ  ,ܭ اي از حسـاب   كـه قضـيه   ܣاست. بنابراين براي هر فرمـول مخـتلط    (ܴ
,ܣ)߶اي شهودي است داريم  گزاره (଴ܧ = ل فرمـو  ܲو  ܼي اعداد مقدماتي  نظريه ଴ܧ. اگر ܶ

ܲ)∅تصــميم ناپــذير گــودل باشــد آنگــاه داريــم  ∨ ¬ܲ, (଴ܧ =  ଴ܧدر  ܲبــه ازاي اينكــه  ܨ
اثبات پذير باشد. اينكه با توجه به اين انتخـابِ   ܧپذير نباشد اما در بسط مشخصي از  اثبات

اي هيتينگ تمام است يا نه سوال بزرگتري است كه همچنـان   آيا حساب گزاره ܧخاص از 
  ماند. گشوده مي

و  ଴ܧي تسوير شهودي بدين مشي، بايد فـرض بگيـريم كـه سيسـتم      راي تفسير نظريهب
دست كـم شـامل    ଴ܧهستند و خود آن  ها ثابتو  متغييرهاي آزادهاي آن واجد مفاهيمِ  بسط

ܧيك ثابت است. به ازاي هر  ∈  ܧهـاي   ي تمـام ثابـت   مجموعـه  (ܧ)߰در نظر بگيريـد   ܭ
(ܧ)߰داريم  ᇱܧܴܧباشد. آنگاه اگر  ⊆ موضـعي  - ݊يك محمولِ اتمي  ݊. به ازاي هر (ᇱܧ)߰

1تا متغيير آزاد، همراه با يك تـابع  ݊با  ଴ܧتعريف كنيد كه فرمولي باشد از  ௡ܲچون  − از  1
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ــداد صــحيحِ  …,1اع , ــه متغييرهــاي آزاد از  ݊ ــه   ௡ܲب ــابع ب ــن ت ــه توســط اي ــري ك . متغيي ݉(1 ≤ ݉ ≤ شـود. بـه ازاي    خوانده مـي  ௡ܲمتغيير آزاد از  امين- ݉اختصاص داده شد  (݊ ݊ ≥ ,௡ܲ)∅ي  مجموعــه 1 (ܧ ⊆ ــين تعريــف مــي ௡[(ܧ)߰] ــيم: يــك  را چن ــاييِ - ݊كن ت (ܽଵ, … , ܽ௡) داخل در  (ܧ)߰ها در  از ثابت∅(ܲ௡, ي  خواهد بود اگر و تنهـا اگـر نتيجـه    (ܧ
௜(1ܽجايگزينيِ متقارن  ≤ ݅ ≤ باشـد.   ܧ، يـك قضـيه از   ௡ܲامين متغييـر آزاد  - ݅به ازاي  (݊
موضـعي را در بـالا   - ݊موضعي اتمي (كه نقش حـروف محمـولي   - ݊هاي  بيرون از محمول

ــي ــازي م ــي ب ــد)، م ــزاره  كنن ــتفاده از ادوات گ ــا اس ــوانيم ب ــول ت ــورها فرم ــاي  اي و س ه
  بسازيم.  تري پيچيده

ايگزين شـود.  ج ـ ′ܭي از آن چون  تواند با زير مجموعه مي ܭآشكار است كه در مقدم، 
). بعلاوه قيدها، مانند شمارش پـذيري  ଴ܧ(براي مثال بسطهاي اصل موضوع پذير متناهي از 
ديد ناديده گرفته شوند.  توانند بنا به صلاح بازگشتي، كه در مفهوم سيستم صوري هستند، مي

 "ي مـدل  نظريـه "تـر بـه    اي از تفسير حاضر از حساب محمولي هيتينگ شبيه همچنين گونه
كند. علاوه بر اين، تفسير  ها باشد را حذف مي بايد شامل ثابت ܧوجود دارد كه فرض اينكه 

هاي بزرگتر رياضيات شـهودي تفاسـير    تواند در جهات ديگري نيز بسط يابد تا از بخش مي
كـه   ارائه دهيم تا به اين برهان برسيم  FCتوانيم تفسيري از  اي به بار بياورد؛ به ويژه مي تازه
FC هاي موجه است؛ رجوع كنيد به يك بسط ضروري/ذاتي از شهودگرايي و منطق)Kripke, 

1963-B(.  
  مفهوم فورسينگ كوئن) دوم

࣪ي نامتناهي قابل شمارش دلخـواه باشـد.    يك مجموعه ܦدر نظر بگيريد  = ( ଴࣪, ଵ࣪) 
هـايي   زوج ي تمام چنان مجموعه ܭو  ܦهاي از هم جداي  يك زوج متناهي از زيرمجموعه

࣪باشد. اگر  = ( ଴࣪, ଵ࣪)  ࣪و′ = (࣪′଴, ࣪′ଵ)  يـك   ′࣪(يا،  ′ܴ࣪࣪باشند، برقرار است  ܭدر
଴࣪اسـت) اگـر و تنهـا اگـر      ࣪بسط اسـت   ⊆ ࣪′଴  وଵ࣪ ⊆ ࣪′ଵ    بعـلاوه در نظـر بگيريـد . ߰(࣪) = ଴࣪ ∪ ଵ࣪را در نظر بگيريد. بـه   ܲموضعي چون  نشانه مفرد تك . حال يك محمول

࣪ازاي هر  ∈ (࣪,ܲ)߶كنيم  تعريف مي ܭ = ଴࣪ ࣪ي تمام  مجموعه ′ܭ. در نظر بگيريد ∈  ܭ
࣪تهي باشد. آنگاه به ازاي هـر  - نا (࣪)߰باشد بطوري كه  ∈ ,࣪)، ′ܭ ,ᇱܭ بـا   q.m.sيـك   (ܴ

باشد. (اگر حساب محمولي هيتينگ را تعديل كـرده   ߰ي تابع   ي تخصيص داده شده دامنه
تهي باشد، به  (࣪)߰ايم  ايم و بنابراين اجازه داده را روا داشتهي تهي  باشيم آنگاه وجود دامنه

يـك   ∅تواند ناديده گرفته شـود.) آنگـاه    مي ܭبه جاي  ′ܭهمين نسب استفاده قراردادي از 
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,࣪)مدل روي  ,ᇱܭ كـه بـا اسـتفاده از ادات و سـورهاي      ܣاست، و به ازاي هـر فرمـول    (ܴ
اي كه ارائـه كـرديم ارزش صـدق بـراي      ف استقرائياست، تعاري ساخته شده ܲاي از  گزاره ′࣪به ازاي هر  (′࣪,ܣ)߶ ∈ به متغييرهاي  ܦ، در ارتباط با يك تخصيص ثابت از اعضاي ′ܭ
 ᇱ࣪گوييم در ارتبـاط بـا ايـن تخصـيص     باشد مي ܶكنيم. اگر اين ارزش  ، تعريف ميܣآزاد 

تعيـين  "وح از انتخـاب عضـو   به وض (′࣪,ܣ)߶را. (توجه كنيد كه ارزش  ܣكند  فورس مي
,࣪)از  ࣪ "شده ,ᇱܭ   مستقل است.) (ܴ

در توافـق اسـت اگـر و تنهـا اگـر       ′ܦبا  ′࣪گوييم  باشد مي ܦاي از  زيرمجموعه ′ܦاگر  ࣪′଴ ⊆ ଵ′࣪و  ′ܦ ⊆ ܦ − را (در ارتبــاط بــا  ܣكنــد  فــورس مــي ′ܦتــوانيم بگــوييم  . مــي′ܦ
′࣪تخصيص به متغييرهاي آزاد) اگر و تنها اگر وجود داشته باشد يك  ∈ كه در توافـق   ′ܭ

در توافق باشند آنهـا يـك    ′ܦبا  "࣪و  ′࣪را فورس كند. توجه كنيد كه اگر  ܣباشد و  ′ܦبا 
 ′ܦه شـود ك ـ  در توافق است. بنـابراين بـه راحتـي نتيجـه مـي      ′ܦبسط مشترك دارند كه با 

و تخصـيص ثابـت بـه     ܣخوانيم اگر و تنها اگر به ازاي هر  ) ميGenericرا عمومي ( ′ܦ  تواند يك حكم همراه با نقيضش را فورس كند. نمي
كنــد كــه  را فــورس كنــد. كــوئن اثبــات مــي ܣ¬خــواه  ܣخــواه  ′ܦمتغييرهــاي آزاد آن، 

) از Enumerationيـك شـمارش (   {௡ܣ}هاي عمومي وجود دارند: در نظر بگيريد:  مجموعه
,௜ܤ〉௜ܣ) Ordered couplesهاي مرتب ( تمام دوتايي فرمولي است كه  ௜ܤباشد بطوري كه  〈௜ߠ

يك تخصيص به متغييرهـاي آزاد آن اسـت. يـك دنبالـه چـون       ௜ߠاست و  ساخته شده ܲاز  ࣪௡ = ( ଴࣪௡, ଵ࣪௡)  :࣪را چنين تعريف كنيد଴   .࣪يك زوج تهي اسـت௡ାଵ ـ   ௡࣪ك بسـط از  ي
) به شرطي كه چنـين بسـطي وجـود داشـته     ௡ߠكند(در ارتباط با  را فورس مي ௡ܤاست كه 

) ௡ߠ(در ارتبـاط بـا    ௡ାଵ࣪. سپس آشكار است كه ௡࣪باشد؛ در غير اين صورت وجود دارد 
ᇱܦرا و  ݊ܤ¬يا  ௡ܤكند  فورس مي =∪ ଴࣪௡ .عمومي است  

را فورس كند. با  ܣ¬¬كند اگر وتنها اگر فورس مي را ܣبصورت ضعيف  ′࣪گوييم  مي
هـاي قابـل اثبـات در حسـاب محمـولات       به (يا پيش بيني) اينكه تمام فرمـول  توجه كردن

رسيم كه هـر فرمـول قابـل اثبـاتي      ي مدل ما معتبر هستند به اين نتيجه مي هيتينگ در نظريه
′࣪ي هر  از حساب محمولات هيتينگ بوسيله ܣچون  ∈ دانيم  اند. بخوبي مي فورس شده ′ܭ
نيـز در حسـاب    ܣ¬¬شامل سورهاي كلي نباشد و بصورت كلاسيك معتبـر باشـد    ܣاگر 

 ܣيِ كلاسيك معتبر و بدون سور كلي ، ܣمحمولات هيتينگ قابل اثبات است. بنابراين براي 
′࣪ي هر  بصورت ضعيف بوسيله ∈ هايي  است. بعلاوه توجه كنيد كه فرمول فورس شده ′ܭ
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′࣪ي يك  كه بوسيله ∈ شوند) تحت وضع  شوند (بصورت ضعيف فورس مي فورس مي ܭ
,ܣ) بسته هستند: modus ponensمقدم ( ܣ ⊃   .ܤ/ܤ

را فورس كند؛ بنـابراين   ܣرا فورس كند، بايد به وضوح  ܣ¬¬عمومي باشد و  ′ܦاگر 
تهي هر فرمول كلاسيك معتبر كه شامل سورهاي كلي نباشـد را فـورس   - عموميِ نا ′ܦيك 
هـيچ سـور    ܣعمومي باشـد و   ′ܦاگر كند. كوئن يك مطلب، حتي قويتر، را اثبات كرد:  مي

  فـورس  ′ܦتوسط  ܣكلي نداشته باشد آنگاه (در ارتباط با يك تخصيص به متغييرهاي آزاد) 
دق باشد هنگامي كه سورهاي وجودي (كـه گسـترده شـده بـر     است اگر و تنها اگر صا شده

 ”(ݔ)ܲ“اي بصورت كلاسيك تفسير شـوند و   در نظر گرفته شوند) و ادوات گزاره ܦروي 
ݔبصــورت  ∈ ــن تصــديق بســادگي توســط اســتقراء روي اخــتلاط  تفســير شــود ′ܦ . اي

)Complexity ((ݔ)كـه يـك    شود. اگر بصورت كلاسـيك بگـوييم، از آنجـايي    اثبات مي ܣ 
جايگزين شود اين قيد كه سورهاي كلي بايـد غايـب باشـند،     ¬(ݔ∃)¬تواند با  همواره مي

  اهميتي ندارد.
هايي غيرذاتي بـا تعريـف كـوئن تفـاوت دارد. (ايـن       تعريفي كه ما ارائه كرديم در جنبه

نزديكتـر  است ) ارائه داده شدهFefermanتعريف ممكن است به تعريفي كه توسط فيفرمان (
تواند بسط يابـد. بـراي مثـال،     ايم). واضح است كه ايده مي باشد ولي ما آن را بررسي نكرده

تـوانيم بـا چنـدين     سروكار داشته باشيم؛ ما مي (ݔ)ܲلازم نيست با يك محمول مفرد چون 
هـاي   موضعي باشند. تعديل ي آنها تك هايي سر و كار داشته باشيم و لزومي ندارد همه چنان
ي  تـوانيم مجموعـه   علاوه مـي تر بايد واضح باشند. به د نياز براي چنين وضعيت عموميمور

جايگزين  Regular cardinality (ℵ௔را با يك مجموعه از كارديناليتيِ عادي ( ܦشمارش پذير 
  خواهد بود. ℵ௔هاي كارديناليتي كوچكتر از  هاي مجزا از مجموعه شامل زوج ܭكنيم؛ 

ي وي  ي ما تفاوتي دارد اما آشكار داشت كـه ايـده   ور اساسي با انگيزهي كوئن بط انگيزه
ي عميقتـر بـراي ايـن ارتبـاط احتمـالاً هنـوز       ي مدل ما مربـوط اسـت. ادَلـه    دقيقاً به نظريه

  اند. نشده  شناخته
ي كـوئن   است كـه ايـده   ) قبلاً ملاحظه كردهDana scottبايد اشاره كنيم كه دانا اسكات (

. و در واقع اگـر صـحت    (Kreisel, 1961) تفسيري است كه كرايسل حدس زده بودشبيه به 
حــدس كرايســل اثبــات شــود تفســير وي از شــهودگرايي ارتبــاط نزديكــي بــا تفســير مــا 

  داشت.    خواهد
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 Tableaux(8دلالت شناسي نمودارها (. 4

اي  دهيم. ايـده  شناسي نمودارهايِ بث را براي منطق شهودي توسعه مي در اين بخش دلالت
اسـت، كـه    (Kreisel, 1958)و (Kripke, 1963-A) هـاي   يابد شبيه ايده كه در اينجا توسعه مي
اي مـورد مطالعـه قـرار گيـرد. در هـر گـام از        تواند به عنوان پس زمينه درصورت تمايل مي

هـر  ) نمودارها سر و كار داريم؛ Alternativeهاي بديلِ ( ساختمان با يك سيستم از مجموعه
اسـت و بـه مبـدأ هـر درخـت نمـودار        ي بديل بصورت يك درخت مرتب شـده  مجموعه

)Tableauدرختـي مرتـب شـده روي يـك        ) اصلي مجموعه مي بصـورت گوييم. به روابـط
 "ܴ"را  "ܵ"ي برگشـتي و متعـدي شـامل     گوييم. كوچكترين رابطه مي "ܵ"ي بديل  مجموعه

ي بديل  توانيم فرض بگيريم كه هر مجموعه مان ميخوانيم. در هر گام داده شده در ساخت مي
هاي بـديل در   است ؛ متناظر با سيستم تمامي مجموعهاي از كاغذ ترسيم شده در روي قطعه

  اي از كاغذ هستند. هاي جداگانه آن گام، يك دفترچه داريم كه صفحات آن ورقه
كنـيم   ، تلاش مـي از حساب محمولات هيتينگ ܣي  براي بررسي اعتبار فرمول داده شده

ଵܣصورت  ܣبيابيم. اگر  ܣيك مدل نقض براي  .⊂.௠ܣ…⋀ ଵܤ ∨ داشته باشد آنگـاه   ௡ܤ	…
 ܣاست بطوري كه در ارتباط با تخصيص به متغيرهاي آزاد  ∅چيزي كه نياز داريم يك مدل 

,௜ܣ)∅،  (ܩ = ,௝ܤ൫∅و  ܶ ൯ܩ = 1، بطوريكه ܨ ≤ ݅ ≤ ݉ ،1 ≤ ݆ ≤ . ما وضعيت را با قرار ݊
…,ଵܣدادن  , …,ଵܤدر سمت چپ و  ௡ܣ , در سـمت راسـت نمـودار اصـليِ سـاختمان       ௡ܤ

كنيم. ساختمان را، كه يك كوشش سيستماتيك براي يافتن درخـت مـدلِ نقـض     معرفي مي
ي  تواند به هـر نمـودار از هـر مجموعـه     ي قواعد زير، كه مي دهد، به وسيله ارائه مي ܣبراي 

 دهيم: ميبديل از ساختمان اعمال شود، ادامه 
9Nl ܣدر ستون سمت چپ نمودار ظاهر شود، در ستون سمت راست نمودار  ܣ¬. اگر 

، همـراه بـا   ଵݐظاهر شود نمـودار جديـد    ݐدر ستون سمت راست نمودار  ܣ¬. اگر Nr  را قرار دهيد.   آغاز كنيد. ଵݐدر سمت چپ ܣ، با قرار دادن ଵݐܵݐ
Λl ܣ. اگــر ∧  ݐرا در ســمت چــپ  ܤو  ܣشــود،  ظــاهر ݐدر ســمت چــپ نمــودار  ܤ
ܣ. اگر Λr  دهيد. قرار ∧ ظـاهر شـود، دو راه جـايگزين داريـم؛      ݐدر ستون سمت راست نمودار  ܤ

در سـتون سـمت    ܤدر ستون سمت راست، يا بـا قـرار دادن    ܣرا يا با قرار دادن  ݐنمودار 
باشد روشن است كـه در گـام بعـدي     ℐي مرتب  مجموعه ݐراست بسط دهيد. اگر نمودار 
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ي بديل داريم. بصورت  را پذيرفته باشيم دو مجموعه ݐباتوجه به اينكه كدام بسط از نمودار 
ي مرتب اصلي روي برگي كاغذ بصورت ساختاري  غير فني بخواهيم بگوييم، اگر مجموعه

را در ستون سمت  ܣكنيم؛ در مورد اول  ترسيم شده باشد ما كل اين ترسيم را دوبار كپي مي
ي  ي تازه مطابق است بـا دو مجموعـه   را. دو برگه ܤدهيم و در مورد بعدي  راست قرار مي

ي  ي ارائه شـده در يـك مجموعـه   ݐجايگزين تازه. بيان فني نسبتاً بي نظم است: در نمودار 
ܣدر سمت راست داشته باشـد   ݐ، اگر ℐبديل  ∧  ℐଶو  ℐଵي بـديل   را بـا دو مجموعـه   ℐ، ܤ

ℐଵكنيم بطـوري كـه    جابجا مي = ℐ − {ݐ} ∪ ℐଶو  {ଵݐ} = ℐ − {ݐ} ∪  ݐشـبيه   [ଶݐ]ଵݐو  {ଶݐ}
ي  از مجموعـه  ଵܵدر راست است. درخت مرتب شده  [ܤ]ܣاست بجز اينكه، بعلاوه شامل 

شود. و به همين ترتيـب بـراي    عوض مي ݐدر همه جا با  ଵݐاست و  ܵدقيقا شبيه  ℐଵي  تازه
ℐدر  ܵبا  ଵܵ. (در بيان فني: ℐଶاز  ଶܵي  درخت مرتب شده −  ᇱݐدر توافق اسـت و اگـر    {ݐ}
ᇱݐباشـد آنگـاه داريـم     ݐمقدم (يك تالي)  ଵܵݐଵ[ݐଵ ଵܵݐᇱ] گـوييم   .) مـيℐ   بـهℐଵ  وℐଶ   تقسـيم

  شود. زير اعمال مي Plو  Vlشود. ملاحظات مشابهي به قواعد  مي
Vl ܣ. اگر ∨ را در سـمت   ܤيا  ݐچپ  را در سمت ܣظاهر شود، يا  ݐدر سمت چپ  ܤ
ي بـديل   را به دو مجموعه ݐشامل  ℐي  ، اين مجموعهݎΛقرار بدهيد. (همانند مورد  ݐچپ 

  كند.) تقسيم مي
Vr ܣ. اگر ∨   قرار بدهيد. ݐرا در سمت راست  ܤو  ܣظاهر شود،  ݐدر سمت راست  ܤ
Pl ܣ. اگر ⊃ را در  ܤ، يـا  ݐرا در سـمت راسـت    ܣظاهر شـود يـا    ݐدر سمت چپ  ܤ

ي بـديل   ، بـا دو مجموعـه  ݐشـامل   ℐي  سمت چپ قرار بدهيد. (بنابراين مجدداً مجموعـه 
  شود.) جايگزين مي

Pr ܣ. اگر ⊃  ଵݐدر سمت چـپِ   ܣ، با ଵݐظاهر شود نمودار جديد  ݐدر سمت راست  ܤ
  شروع كنيد. ଵݐܵݐدر سمت راست، بطوريكه ܤو 

ي سـاختمان يـك    ها هسـتند در گـام داده شـده   هـايي كـه شـامل سـور     براي ساختمان
را با فـرض   (ݐ)߰دهيم. تعريف  اختصاص مي ݐاز متغييرها به هر نمودار  (ݐ)߰ي  مجموعه

شـامل يـك    (0ݐ)߰شود،  آغاز مي ଴ݐي ساختمان، كه با يك نمودار منفرد  اينكه در گام اوليه
ات     (ݐ)߰هاي بعدي  كنيم؛ در گام است شروع مي ݔمتغيير منفرد  فقط بايد بـه عنـوان الزامـ

(ݐ)߰مستلزم  ଵݐܵݐزير و فرض اينكه  Σl و Πrقواعد  ⊆ توسـعه يابـد. حـال مـا در      (ଵݐ)߰
  وضعيتي هستيم كه بگوييم قواعد سور ها چنين است:
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Πl را  (ݕ)ܣباشد،  (ݐ)߰هر متغيري در  ݕظاهر شود و  ݐدر سمت چپ  (ݔ)ܣ(ݔ).  اگر
  قرار دهيد. ݐدر سمت چپ 

Πr ݐظاهر شود يك نمودار جديـد   ݐدر سمت راست  (ݔ)ܣ(ݔ). اگرଵ   ݐܵݐبـاଵ   شـروع
متغيري باشد كه طبق ترتيب حروف الفبا از همه پيش باشد كه تا كنون در هيچ  ݕكنيد. اگر 

ݕي بديلي در اين گام ظاهر نشده باشد، قـرار دهيـد    نموداريي از هيچ مجموعه ∈ و  (ଵݐ)߰   قرار دهيد. ଵݐرا در سمت راست  (ݕ)ܣ
Σl متغيري باشد كه طبق  ݕقرار ظاهر شود و  ݐدر سمت راست نمودار  (ݔ)ܣ(ݔ∃). اگر

ي بديلي  ترتيب حروف الفبا از همه پيش باشد كه تاكنون در هيچ نموداريي از هيچ مجموعه
ݕدر اين گام ظاهر نشده باشد، قرار دهيد  ∈   قرار دهيد. ݐت چپ را در سم (ݕ)ܣو  (ݐ)߰

Σr باشـد،   (ݐ)߰متغيـري در   ݕظاهر شود و  ݐدر سمت راست نمودار  (ݔ)ܣ(ݔ∃). اگر   قرار دهيد. ݐرا در سمت راست  (ݕ)ܣ
 ݐهاي زير در سرتاسر ساختمان برقرار است: اگر  علاوه بر قواعدي كه بيان كرديم فرض

 ܣو  ଵݐܵݐهاي بديل باشند بطوري كه  عهدر هر گام داده شده، نمودارهاي برخي مجمو ଵݐو 
قـرار دهيـد. توجـه كنيـد كـه از       ଵݐدر سمت راسـت   ܣظاهر شود آنگاه  ݐدر سمت چپ 

در سـمت   ܣي يك واحد زماني دلخواه باشد، هنگامي كه  آنجايي كه فرض بايد بازگوكننده
  شود. است نيز همچنين اعمال مي ଵݐܴݐو  ݐچپ 

انـد، برقـرار    در ساختمان فقط به عنوان الزامات قواعدي كه در بـالا آمـده   ଵݐܵݐي  رابطه
توانند به هر نظمي اعمال شوند تا زماني كه ايـن نظـم طـوري فـرض      است. قواعد مي شده

  يِ قابلِ اعمال سرانجام اعمال شود. گرفته شده باشد كه هر قاعده
مولِ آن، در هر دو سـمت راسـت و   خوانيم اگر و تنها اگر برخي فر را بسته مي ݐنمودار 

چپ آن رخ دهد. يك مجموعه يا درخت نمودارها بسته است اگر و تنها اگر برخي نمودار 
هاي بديل بسته است اگر و تنها اگر هـر   در آن مجموعه بسته باشد. يك سيستم از مجموعه

  مجموعه از سيستم بسته باشد.
راست نمودار اصلي سـاختمان آغـاز   در سمت  ܣي قرار دادن  يك ساختمان كه بوسيله

  خوانند. مي ܣشده باشد را ساختماني براي 
آيد را در ساختمان اعمال كنيم: يك قاعده نبايـد   هايي كه در پي مي توانيم محدوديت مي

ي بسته شده اعمال شود؛ همچنين اگر آن قاعده زائـد باشـد هـم     به يك نمودار از مجموعه
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 ݐقبلاً در سمت چپ نمـودار   ܤو  ܣنبايد اعمال شود اگر  Λl نبايد اعمال شود. (براي مثال؛
 مورد بحث ظاهر شده باشد).

ي بديل در هر گام از يك ساختمان را نهـايي بخـوانيم اگـر و     اجازه دهيد يك مجموعه
هـا   ي ديگـر يـا زوجـي از مجموعـه     تنها اگر در هر گام از ساختمان توسط يـك مجموعـه  

  اي نهايي است. ي بسته ين، به ويژه، هر مجموعهجايگزين نشده باشد. بنابرا
,ℐଵي ثابت  دنباله ߙدر هر ساختماني، در نظر بگيريد  ℐଶ, هاي بديل باشـد   از مجموعه …

يك مجموعه يا يكـي از دو   ℐ௜ାଵيك مجموعه در گام اول ساختمان است و  ℐଵبطوري كه 
݅)اي است كه در گام  مجموعه + پـذيرد   پايان مي ℐ௡در  ߙشود؛  جايگزين مي ℐ௜امين با  (1

ي  نهايي باشد. (اگر ساختمان به پايان نرسد دست كم يـك چنـين دنبالـه    ℐ௡اگر و تنها اگر 
 Immediateكه تاليِ بلادرنگ ( ℐ௜ାଵيا در  ℐଵدر  ݐوجود دارد.) هر نمودار  ߙنامتناهي چون 

descendant(  از يك نمودارℐ௜ ي تمـام   را مجموعه ܭوانيم. خ نيست را يك نمودار اوليه مي
,ଵݐاز نمودارها  τهاي  دنباله ,ଶݐ يك  ௜ାଵݐيك نمودار اوليه و  ଵݐدر نظر بگيريد بطوري كه  …

 ℐ௠ي نهايي  به مجموعه ௡ݐبه انتها ميرسد اگر و تنها اگر  ௡ݐدر  ߬باشد و  ௜ݐتالي بلادرنگ از 
باشد. به  ℐଵدر  ଵݐي اولش  باشد كه جمله ܭعضوي از  ଴߬تعلق داشته باشد. در نظر بگيريد 

جمـلات   ߙدر  ℐ௜، اگر و تنها اگر به ازاي برخـي  ′߬ߩ߬، در نظر بگيريد ܭ	در  	′τو  τازاي  ,ݐ ,߬از  ′ݐ  ܵي  مقدمـه درخـت مرتـب شـده     R( ′ݐܴݐوجود داشته باشد بطوري كه  ℐ௜در  ′߬
,଴߬)است). سپس بصورت شهودي  ,ܭ ത߰ ي تابع را با دامنه q.m.sيك  (ߩ =ራ߰௧೔∈ఛ  (௜ݐ)

، ܲتعريف شده باشد، به ازاي هر جمله نشـانه   ߶دهد. اگر مدل تسويري  را صورت مي ߶(ܲ, ߬) = ظـاهر شـود و بـه ازاي هـر      ߬در  ݐدر سمت چپ برخي  ܲاگر و تنها اگر  ܶ
,݊ܲ)߶، ௡ܲمحمول نشانه  ,ଵݔ)تايي - ݊اي  مجموعه (߬ … , از متغييرهاست بطـوري كـه    (௡ݔ ܲ௡(ݔଵ,… , ، اگر ܤظاهر شود، سپس به ازاي هر فرمول  ߬در  ݐدر سمت چپ از برخي  (௡ݔ ,ܤ)߶ظاهر شود،  ߬در  ݐدر سمت چپ برخي  ܤ ߬) = (در ارتباط با تخصيص هر متغيـر   ܶ

در سـمت   ܤاگـر   ܤبه خودش). بيشتر اينكه، قانون دوتايي مبني بر: به ازاي هـر   ܤآزاد در 
,ܤ)߶ظاهر شود آنگاه  ߬در  ݐراست برخي  ߬) = در  ߙ، برقرار اسـت اگـر و تنهـا اگـر     ܨ

باشد، اين فقط  ܣپايان نپذيرد. بنابراين اگر ساختمان، ساختماني براي  ℐ௡ي  ي بسته مجموعه
  دهد. بدست مي ܣمدل نقضي براي  ߙوضعيتي است كه تحت آن 
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  معتبر باشد. ܣبسته است اگر و تنها اگر  ܣ. ساختمان براي 2قضيه 
كند و بعلاوه  برهان را، كه از سطرهايي كه در بالا بصورت شهودي ترسيم شد تبعيت مي

 ܣهايي كه براي يافتن مدل نقض براي  احتمال ܣهايِ بديل ساختمان  دهد مجموعه نشان مي
يافتـه عـادي از    يـك تبـديل  ايـم زيـرا آن برهـان     برد، حذف كـرده  وجود دارد را از بين مي

  .10است) Kripke, 1959( و )Kripke, 1963-A(هاي قضاياي مشابه  برهان
  

 تماميت  ةقضي. 5

 خاصيت سازگاري 1.5

  معتبر است. ܣدر حساب محمولي هيتينگ قابل اثبات باشد، آنگاه  ܣ. اگر 3قضيه 
حسـاب محمـولي   بنـدي اسـتاندارد    اين قضيه تقريباً بديهي است. فقط بايد در صورت

دار هستند. چنان تأييد  ها معتبر هستند و قواعد اعتبار نگه هيتينگ تاييد كنيم كه اصل موضوع
  شناسي نمودارهايِ بث در اين بخش دلالت شود. ي خواننده گذارده مي كردني به عهده

  بسته است. ܣاثبات پذير است ساختمان براي  ܣاگر نتيجه بشود كه 
 

 خاصيت تماميت 2.5

بسـته   ܣي اينكه اگر ساختمان  قابل اثبات است؛ به وسيله ܣدهيم هر فرمول معتبرِ  نشان مي
ايـن كـار را بـا     )Kripke, 1959(و  )Kripke, 1963-A(اثبات پذير است. مشابه  ܣباشد آنگاه 

  دهيم.) انجام ميCharacteristic formulaي فرمول مشخصه ( استفاده از ايده
ي نمودار را در يك درخت متنـاهي از نمودارهـا (يـا در     ، رتبه)Kripke, 1963-A(مشابه 

ي پايـان   كنـيم: نقطـه   ي يك گره در هر نمودار متناهي) چنـين تعريـف مـي    حقيقت بوسيله
,ଵݐي پايان نباشد، در نظر بگيريد  نقطه ݐدارد. اگر  0درخت رتبه  … , هاي آن باشـد،  تالي ௡ݐ

(ݐ)ܴ݇݊ܽآنگاه  = {(௜ݐ)ܴ݇݊ܽ}	ݔܽܯ + . ساده است كه نشان دهيم به ازاي هـر درخـت    1
  شود. ي منحصربفرد براي هر نمودار از درخت تعريف مي متناهي از نمودارها يك رتبه
كنيم:  ي زير را تعريف مي در يك درخت از نمودارها، دنباله ݐي  در هر نمودار داده شده :{௜ݐ} ଴ݐ = ,ݐ ௝ାଵݐ = اگر چنان مقدمي وجود داشته باشد. در غيـر   ௝ݐ	݂݋	ݎ݋ݏݏ݁ܿ݁݀݁ݎ݌	ℎ݁ݐ

ي آخـرش   اين صورت غيرقابل تعريف باشد. دنباله بصورت واضحي متناهي است و جمله
. جمـلات دنبالـه   "به مبدأ ݐمسير برگشت از "خوانيم  مبدأ درخت است. ما آن را چنين مي
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 (ݐ)χروي درخت در نظر بگيريـد   ݐآيند. به ازاي هر  درخت مي روي "ݐجلوتر از " ݐبجز 
آزاد هستند اما چنين نيست كه در هر نمـودار پـيش از آن    ݐي تمام متغيرها كه در  مجموعه

  آيد، باشد. مي
ي بديل به يك درخت متناهي صورت  در هر گام از ساختمان نمودارهاي يك مجموعه

ي  در مجموعه، را در يك گام داده شده بوسيله ݐدهد. ما فرمولِ مشخصه از يك نمودار  مي
در نظـر بگيريـد    ݐكنيم. در نمودار داده شـده   ي آن در مجموعه تعريف مي استقرا روي رتبه …,ଵܣ , …,ଵܤ]௠ܣ , شود. علاوه بـر   ظاهر مي ݐفرمولي باشد كه در سمت چپ (راست)  [௡ܤ
,ଵݔيد اين در نظر بگير . . , ݍباشند. (محتمل است كـه   (ݐ)߯اعضاي  ௤ݔ = (ݐ) ي .) اگـر رتبـه  0 = …(ଵݔ)شود  چنين تعريف مي ݐي  باشد آنگاه فرمول مشخصه 0 ଵܣ)(௤ݔ) ∧ ⊂.௠ܣ… . ଵܤ ∨ ــت)      (௡ܤ… ــپ (راس ــولي در چ ــيچ فرم ــر ه ــا اگ ــف    ݐ؛ ي ــين تعري ــد چن نباش

…(ଵݔ)شود مي ൫ݔ௤൯(ܤଵ ∨ …(ଵݔ)ൣ(௡ܤ… ൫ݔ௤൯¬(ܣଵ ∧ (ݐ). اگر رتبه ௠)൧ܣ… > باشد در  0
,ଵݐنظر بگيريد  … , …,ଵܥباشد و در نظر بگيريد  ݐهاي  تالي ௣ݐ , فرمول مشخصـه متنـاظر    ௣ܥ

…(ଵݔ)، ݐي  باشد. آنگاه فرمـول مشخصـه   ൫ݔ௤൯൫ܣଵ ∧ .⊂.௠ܣ… ଵܤ ∨ ௡ܤ… ∨ ଵܥ ∨  ௣൯ܥ…
…(ଵݔ)نبـود   ݐاست؛ يا اگر هيچ فرمولي در سمت چپ (راست)  ൫ݔ௤൯൫ܤଵ ∨ ௡ܤ… ∨ ଵܥ ∨ …(ଵݔ)௣൯ൣܥ… ൫ݔ௤൯൫ܣଵ ∧ .⊂.௠ܣ… ଵܥ ∨ ي  . فرمــول مشخصــه از يــك مجموعــه ௣൯൧ܥ…
ي نمـودار اصـلي از مجموعـه تعريـف      بديل (درخت) نمودارها بصورت فرمول مشخصـه 

هـاي بـديل در هـر گـام داده شـده از       يِ كل سيسـتمِ مجموعـه   است. فرمول مشخصه شده
سـتم تعريـف   هـايِ بـديل سي   يِ مجموعـه  هـايِ مشخصـه   ساختمان همچون عطف فرمـول 

  است. شده
و  )Kripke, 1963-A(ي حاضر از فرمول مشخصه همزادي بـراي   در معناي طبيعي، ايده

)Kripke, 1959( تواند تسهيل شود  ي فرمول مشخصه مي است. درك مطلب خواننده از ايده
را نيـز   )Kripke, 1959(و  )Kripke, 1963-A(هاي مشابه از فرمول مشخصه در  اگر وي تلقيّ

  اش كند.كنك
از هر  اي فرمول مشخصه ଴ܤي ساختمان باشد و  فرمول مشخصه از گام اوليه ଴ܣلم: اگر 

⊣  گامي از ساختمان باشد آنگاه ଴ܤ ⊃  ଴ܣ

ي هـر گـام از سـاختمان دلالـت بـر       برهان. كافي است نشان دهيم كه فرمول مشخصـه 
امـين گـام بطـور عمـومي     - ݉كند. اما فرمول مشخصـه از   ي گام ماقبل مي فرمول مشخصه
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ଵܦصـــورت  ∧ ௝ܦ… ∧ ௜(1ܦبطـــوري كـــه  ௡ܦ… ≤ ݅ ≤ ي  هـــاي مشخصـــه فرمـــول (݊
݉امين گـام را بـه   - ݉است و  اي كه اعمال شده هاي بديل آن گام هستند. قاعده مجموعه + را تغيير  ௝ܦي بديل همراه با فرمول مشخصه ي  دهد، فقط يك مجموعه امين گام تغيير مي1

ي بـديل مجـزاّ بـا     باشد ايـن مجموعـه را بـه دو مجموعـه     VIيا  Ρl، Λrقاعده، دهد. اگر  مي
⊣تغييــر خواهــد داد. حــال مــايليم اثبــات كنــيم       ௝ᇱᇱܦو  ௝ᇱܦي  هــاي مشخصــه  فرمــول ଵܦ ∧ ௝ܦ… ∧ ௝"ܦ ∧ ଵܦ.⊂.௡ܦ… ∧ ௝ܦ… ∧ . براي انجام اين كار كافي اسـت اثبـات   ௡ܦ…

௝ᇱܦكنيم  ∧ .௝ᇱᇱܦ ⊃. باشـد   VIيـا   Ρl، Λrشود بجز  اگر قانوني كه اعمال مي. به همين ترتيب ௝ܦ
شــــــود. بــــــراي اثبــــــات اينكــــــه  تبــــــديل مــــــي ௝ᇱܦبــــــه  ௝ܦآنگــــــاه  ⊢ ଵܦ ௝ᇱܦ	…⋀ ଵܦ.⊂.௡ܦ…⋀ ௝ܦ…⋀ ــيم    ௡ܦ…⋀ ــات كن ــه اثب ــافي اســت ك ⊣ك ௝ᇱܦ ⊃ . ௝ܦ

݉ام ساختمان بـه گـام   - ݉بنابراين هنگامي كه يك قاعده تبديل كننده گام  + ام اعمـال  - 1
اي كه قاعده در واقع به آن اعمال شد را  ي مجموعه نياز داريم كه فرمول مشخصهشد، فقط 

  در نظر بگيريم.
بـا فرمـول    ℐ) يـك مجموعـه چـون    VIيـا   Ρl، Λrحال فرض كنيد يك قاعـده (بجـز   

خواهيم اثبـات   كند. مي تبديل مي ௝ᇱܦي  را به يك مجموعه با فرمول مشخصه ௝ܦي  مشخصه
⊣كنيم  ݆′ܦ ⊃ نمـوداريي باشـد كـه قاعـده در واقـع بـه آن اعمـال         ݐ. در نظر بگيريـد   ݆ܦ
ي آن باشد. علاوه بر اين، در نظر بگيريد كـه   فرمول مشخصه ܥاست و در نظر بگيريد  شده ي اعمال قاعده به آن تبديل شـده   بوسيله ݐباشد كه نمودار  ᇱݐي نمودار  فرمول مشخصه ᇱܥ

اضافه  ଵݐگذارند و يك نمودار جديد  را دست نخورده باقي مي ݐ، Nr ،Pr ،Πrاست. (قواعد 
مربوط  ᇱܥي جديد  يكسان خواهد بود اما فرمول مشخصه ݐبا  ᇱݐكنند. در آن موردي كه  مي

توانيم نشان  يكسان نيست.) فرض كنيد كه ما مي ܥي قديمي  با فرمول مشخصه ݐبه نمودار 
⊣دهيم  ′ܥ ⊃ ايـم كـه    باشـد مـا نشـان داده    ℐي  نمـودار اصـلي مجموعـه    ݐ. آنگاه اگـر  ܥ ⊢ ݆′ܦ ⊃ مقدم باشـد و در نظـر    ݐام - ݉در گام  ଵݐ. در غير اين صورت در نظر بگيريد  ݆ܦ

݉در گام  ଵᇱݐبگيريد  + ي  فرمـول مشخصـه   [ଵᇱܥ]ଵܥمقدم باشد و در نظر بگيريد  ᇱݐام از - 1 ଵᇱݐ]ଵݐ .⊂.ܺ) يك فرمول از فـرم  .u.qتسوير كلي ( ଵܥباشد. آنگاه  [ ܻ ∨ يـك   ଵᇱܥاسـت و   ܥ
u.q.  ܺاز فرم.⊃. ܻ ∨ ⊣باشد. از آنجايي كـه   ᇱܥ ′ܥ ⊃ ⊣واضـح اسـت كـه     ܥ (ܺ.⊃. ܻ ∨ (ᇱܥ ⊃ (ܺ.⊃. ܶ ∨ . با اعمال كردن تعميم كلي بـه ايـن آخـرين حكـم و توزيـع كـردن        (ܥ

⊣آوريم  سورهاي كلي در ميان نماد استلزام، بدست مي ′1ܥ ⊃  ℐمودار اصلي ن ଵݐ. اگر  1ܥ
ଵᇱܥباشد آنگاه  ⊃ ௝ᇱܦهست  ଵܥ ⊃ ଶᇱݐ]ଶݐصورت در نظر بگيريد . در غير اين௝ܦ ଵᇱݐ]ଵݐمقدمِ  [ ] 
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௝ᇱܦباشد و استدلال مشابهي را مثل قبل بدان اعمال كنيد. ظاهراً بدست خواهيم آورد  ⊃ . ௝ܦ
را كه قاعـده واقعـاً بـدان     ݐفقط بايد نمودار  VIيا  Ρl، Λrاي بجز  بنابراين در مورد هر قاعده

ᇱܥاست را در نظر بگيريم و فرمول  اعمال شده ⊃ كه در بالا برقرار شـد را اثبـات كنـيم.     ܥ
 ᇱܥاسـت و   ܤاز فرمـول معـين    .u.q، يك ݐي  ، فرمول مشخصهܥتوجه كنيد كه بطور كلي 

⊣است. اگر اثبات كنيم  ᇱܤاز فرمول معين  .u.qيك  ′ܤ ⊃ ي تعميم كلـي و   آنگاه بوسيله ܤ
ᇱܥتوانيم بدست آوريم  توزيع سورها در اطراف نماد استلزام مي ⊃   .ܥ

اي دارد كـه بـراي    اين ملاحظات را در ذهن نگه داريد، ما برهان را با توجـه بـه قاعـده   
݉بدست آوردن  + امين گام به كار گرفته شده است به موارد زير تجزيه - ݉امين گام از - 1

اگـر بـراي آن مـورد نشـان داده      "تصديق شده است"توانيم بگوييم يك مورد  كنيم. مي مي
⊣باشيم كه  ݆′ܦ ⊃ ⊣كه اين در واقع به  ݆ܦ ′ܤ ⊃ شود. به خواننده توصيه فروكاست مي ܤ

  را كنكاش كند. )Kripke, 1959(و ) Kripke, 1963-A(شود كه برخوردهاي مشابه در  مي
را فرض خواهيم كرد كه فرمول هاي  ݐي نمودار براي درنظر گرفتن يك قاعده، بطور كل

اش  اش، هم در سمت راست و هم در سمت چپ اعمـال شـده و فرمـول مشخصـه    شامل
بنابراين يك استلزام است. مواردي كه سمت راست يا چپ تهي هستند بـه خـود خواننـده    

  واگذار خواهد شد.
ܺاز  .u.qيك  ݐي  . فرمول مشخصهNlمورد  ∧ .⊂.ܣ¬ در سمت  Aعد از اينكه است. ب ܻ

ܺاز  .u.qاش يك  راست قرار گرفت فرمول مشخصه ∧ .⊂.ܣ¬ ܻ ∨ خواهد بود. اين مورد  ܣ
⊣توسط  ܺ ∧ .ܣ¬ ⊃. ܻ ∨ :ܣ ⊃: ܺ ∧ .ܣ¬	 ⊃.   شود. تصديق مي ܻ

ܣ¬.⊂.ܺاز  .u.qيك  ݐي  . فرمول مشخصهNrمورد  ∨ است. هنگامي كه يك نمـودار   ܻ
 ܣ¬هست  ଵݐ، فرمول مشخصه از ଵݐܵݐدر سمت چپ آغاز ميكنيم و  ܣهمراه با  ଵݐجديد 
است)،  ظهور پيدا كرده ݐاكنون در  هم ܣتهي است چون يكي از متغييرهاي آزاد  (1ݐ)߯(زيرا 

ܣ¬.⊂.ܺاز  .u.qيــك  ݐي  و فرمــول مشخصــه ∨ ܻ ∨ شــود. ايــن مــورد توســط  مــي ܣ¬ ⊢ ܺ. ⊃. ܣ¬ ∨ ܻ ∨ :ܣ¬ ⊃: ܺ. ⊃. .∨.ܣ¬   شود. يتصديق م ܻ
⊣. توسط Λlمورد  ܺ ∧ ܣ ∧ ܤ ∧ ܣ ∧ .⊂.ܤ ܻ:⊃: ܺ ∧ ܣ ∧ .⊂.ܤ   شود. تصديق مي ܻ

ــورد  ــه  Λrم ــول مشخص ــد فرم ــر بگيري ــوانيم  ݐي  . در نظ ــك   ܥرا بخ ــه ي از  .u.qك ܺ.⊃. ܻ ∨ ܣ) ∧ كند كـه   تقسيم مي ᇱᇱݐو  ᇱݐرا به دو نموداري بديل  ݐ، Λrباشد. قاعده ي  (ܤ
ــه ــول مشخصـ ــان  فرمـ ــب ᇱᇱܥو  ᇱܥشـ ــه ترتيـ ــايِ .u.q، بـ .⊂.ܺهـ ܻ ∨ ܣ) ∧ (ܤ ∨ و  ܣ ܺ.⊃. ܻ ∨ ܣ) ∧ (ܤ ∨ ⊣اســت. بــا اســتفاده از    ܤ (ܺ.⊃. ܻ ∨ ܣ) ∧ (ܤ ∨ (ܣ ∧ (ܺ.⊃. ܻ ∨
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ܣ) ∧ (ܤ ∨ :⊂:(ܤ ܺ.⊃. ܻ ∨ ܣ) ∧ ــي    (ܤ ــت م ــورها بدس ــع س ــيم و توزي ــم  و تعم آوري ⊢ ′ܥ ∧ .′′ܥ ⊃. ــر  ܥ ــوب اســت:    ݐ. اگ ــن نتيجــه مطل ــه باشــد اي نمــودار اصــلي مجموع ⊢ ݆′ܦ ∧ .′݆′ܦ ⊃. ي  باشد. فرمول مشخصـه  ݐمقدم  ଵݐصورت در نظر بگيريد  . در غير اين ݆ܦ .ଵܺاز  .u.qيك  ଵݐبراي  ଵܥ ⊃. ଵܻ ∨  ଵᇱܥي بديل  به دو فرمول مشخصه Λrاست. آن توسط  ܥ
.ଵܺهـاي  .u.qشود كه بـه ترتيـب    تبديل مي ଶᇱᇱܥو  ⊃. ଵܻ ∨ .ଵܺو  ᇱܥ ⊃. ଵܻ ∨ هسـتند. بـا    ᇱᇱܥ

⊣استفاده از  ′ܥ ∧ .′′ܥ ⊃. ⊣آوريم  به سادگي بدست مي ܥ ′1ܥ ∧ ′′1ܥ . ⊃. . با ادامـه دادن   1ܥ
آوريـم   هاي متناهي بدست مي به سوي مبدأ، در تعدادي گام ݐاين روند در مسير برگشت از  ⊢ ݆′ܦ ∧ .′݆′ܦ ⊃.   .  ݆ܦ

⊣با استفاده از  Λr. شبيه به Plمورد  (ܺ ∧ ܣ) ⊃ .⊂.(ܤ ܻ ∨ (ܣ ∧ (ܺ ∧ ܣ) ⊃ (ܤ ∧ ⊂.ܤ . ܻ):⊃: ܺ ∧ ܣ) ⊃ .⊂.(ܤ ܻ .  
.⊂.ܺاز  .u.qيك  ݐ. در نظر بگيريد فرمول مشخصه Prمورد  ܻ ∨ ܣ) ⊃ مـا   Prباشد.  (ܤ

در سمت راسـت كـه    ܤدر سمت چپ و  ܣهمراه با  ଵݐرا به سوي آغاز يك نمودار جديد 
ܣاش  بنابراين فرمول مشخصه ⊃ تهـي اسـت). آنگـاه     (1ݐ)߯كنـد. (  است، راهنمايي مي ܤ

ــه  ــول مشخص ــك   ݐي  فرم ــه ي .⊂.ܺيِ  .u.qب ܻ ∨ ܣ) ⊃ (ܤ ∨ ܣ) ⊃ ــد و   (ܤ ــديل ش تب ⊢ ܺ. ⊃. ܻ ∨ ܣ) ⊃ (ܤ ∨ ܣ) ⊃ :(ܤ ⊃: ܺ. ⊃. ܻ ∨ ܣ) ⊃   ي مورد است. تصديق كننده (ܤ
⊣بــا اســتفاده از  Λr. شــبيه بــه Vlمــورد  (ܺ ∧ ܣ) ∨ (ܤ ∧ .⊂.ܣ ܻ) ∧ (ܺ ∧ ܣ) ∨ (ܤ ∧ .⊂.ܤ) ܻ): ⊃: (ܺ ∧ ܣ) ∨ .(ܤ ⊃. ܻ) .  
.⊂.ܺ. توسط Vrمورد  ܻ ∨ ܣ) ∨ (ܤ ∨ ܣ ∨ :⊂:ܤ ܺ.⊃. ܻ ∨ ܣ) ∨   شود. تصديق مي (ܤ
ܺيِ  .u.qيك  ܥي  فرمول مشخصه ݐ. اگر l∑مورد  ∧ .(ݔ)ܣ(ݔ∃) ⊃. را داشـته باشـد،    ܻ

ܺيِ  .u.qيـك   ᇱܥي آن  كـه فرمـول مشخصـه    ଵݐ بـه  ݐ، lΣبعد از اعمـال   ∧ (ݔ)ܣ(ݔ∃) ∧ .(ܽ)ܣ ⊃. يـك متغيـر تـازه اسـت كـه قـبلاً معرفـي نشـده بـود           ܽرا دارد. از آنجايي كه  ܻ ܽ ∈ ܺ)(ܽ)يِ  .u.qرا يـك   ᇱܥتـوانيم   . بدين ترتيب مي(ଵݐ)߯ ∧ (ݔ)ܣ(ݔ∃) ∧ .(ܽ)ܣ ⊃. ܻ) 
⊣بگيريم. بنابراين  (ܽ)൫ܺ ∧ (ݔ)ܣ(ݔ∃) ∧   .  ൯(ܽ)ܣ
ــورد  ⊣. توســـــــط Σrمـــــ ܺ.⊃. ܻ ∨ (ݔ)ܣ(ݔ∃) ∧ :⊂:(ܽ)ܣ ܺ.⊃. ܻ ∨  (ݔ)ܣ(ݔ∃)

  شود. مي  توجيه
⊣. توســــــط Πlمــــــورد  ܺ ∧ (ݔ)ܣ(ݔ) ∧ .(ܽ)ܣ ⊃. ܻ: ⊃: ܺ ∧ .(ݔ)ܣ(ݔ) ⊃. ܻ 

  ميشود.  توجيه
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.⊂.ܺيِ .u.qيك  ݐي  . فرمول مشخصهΠrمورد  ܻ ∨ ما را راهنمـايي   Πrاست.  (ݔ)ܣ(ݔ)
در سمت راست آغاز كنيم بطوري كه  (ܽ)ܣو  ଵݐݏݐهمراه با  ଵݐكند تا يك نمودار جديد  مي (1ݐ)߯قبلا استفاده نشده باشد. آنگاه  ܽ = رخ  ݐاست كه در  ଵݐتنها متغيير آزاد  ܽزيرا  {ܽ}

بـه يـك    ݐي  و فرمول مشخصـه  (ܽ)ܣ(ܽ)است:  ଵݐي  نداده است. بنابراين فرمول مشخصه
u.q.  ܺاز.⊃. ܻ ∨ (ݔ)ܣ(ݔ) ∨ ⊣است. بنـابراين   تبديل شده (ܽ)ܣ(ܽ) ܺ.⊃. ܻ ∨ (ݔ)ܣ(ݔ) ∨ :⊂:(ܽ)ܣ(ܽ) ܺ.⊃. ܻ ∨ (ݔ)ܣ(ݔ) ∨   شود. تصديق مي (ݔ)ܣ(ݔ)

در سـمت   ܣكند اگر يك فرمول چـون   نهايتاً، ما بايد تصديق كنيم قانوني را كه بيان مي
قرار دهيم. اين مطلب  ଵݐرا در سمت چپ  ܣ، آنگاه بايد  ଵݐݏݐظاهر شود و  ݐچپ نمودار 

ܺتوسط  ∧ .⊂.ܣ ܻ ∨ ൫(ܺᇱ ∧ (ܣ ⊃ ܻᇱ൯:⊃: ܺ ∧ .⊂.ܣ ܻ ∨ (ܺᇱ ⊃ ܻᇱ) شود. حال  توجيه مي
  لم اثبات شده است.

  در حساب محمولات هيتينگ اثبات شده است. ܣمعتبر باشد، آنگاه  ܣ. اگر 4قضيه 
معتبر اسـت،   ܣهيچ متغيير آزادي ندارد. از آنجايي كه  ܣم توانيم فرض بگيري برهان. مي

ي بديل بسته  بسته است. آنگاه يك گام وجود دارد كه در آن هر مجموعه ܣساختمان براي 
ଵܦي آن گام باشد  است. در نظر بگيريد فرمول مشخصه ∧ ها، فرمـول   ௝ܦبطوري كه  ௡ܦ	…

ଵܦهاي بديل آن گام است. از لم داريم  ي مجموعه مشخصه ∧ .⊂.௡ܦ	… فرمـول   ܣ(زيرا  ܣ
ي  . مجموعـه ௝ܦنشان دهـيم   ݆مشخصه ي گام اوليه است). بنابراين كافي است به ازاي هر 

بسـته اسـت.    ݐاست، شامل يك نمودار  است و بسته شده ௝ܦاش  بديلي كه فرمول مشخصه
يـك   ܥي آن  سمت است، بنابراين فرمـول مشخصـه   در هر دو ܤشامل يك فرمول  ݐآنگاه 

u.q.  ܺاز ∧ .⊂.ܤ ܻ ∨ ⊣است. واضح است كه  ܤ نمودار اصـلي مجموعـه باشـد،     ݐ. اگر ܥ
باشد. آنگاه فرمول مشخصـه ي   ݐمقدم  ଵݐاست. در غير اين صورت در نظر بگيريد  ௝ܦاين  .⊂.ᇱܺاز  .u.qيك  ଵݐاز  ଵܥ ܻᇱ ∨ ⊣است. واضح است كه  ܥ . با ادامه دادنِ اين روش، ما 1ܥ

⊣كنيم تا زمـاني كـه بدسـت بيـاوريم      به سوي مبدأ حركت مي ݐدر مسير برگشتن از  . ݆ܦ
Q.E.D11 .  

⊣بسـته باشـد    ܣدهد كه اگر سـاختمان   متناهي ارائه ميتوجه. قضيه يك برهان شبه A .
نمـودار معـادل بـا    ي نشـان دادن اينكـه رونـد     توانستيم اين را بصورت ديگري بوسـيله  مي

) سيستم هيتنگ است نيز اثبات Gerhard Karl Erich Gentzenبندي استاندارد گنتزن ( صورت
شود، حتي در چنين صـورتي   كنيم. البته كه قضيه و برهان به حساب جملات نيز اعمال مي

  برهان براي حساب محمولي نيز برقرار است.
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  )1964آگوست  9يادداشت (اضافه شده در تاريخ 
و ديدگاه وي راجع به فورسينگ در حقيقت تقريباً بـه   ايم ي فرفرمان را ديده اكنون مقاله

ي مدلي براي يا درارتباط بـا منطـق    ديدگاه ما نزديك است اگرچه وي آن را بر مبناي نظريه
  شهودي بنا نكرده است.

  )1964اكتبر  28يادداشت (اضافه شده در تاريخ 
از ملاحظـه   1بخـش  بايد اشاره شود كه مثـال   1.1ي انتهاي بخش  در ارتباط با ملاحظه

ߙ)		(ܽ)، FCكند. در آنجا ملاحظه كـرديم كـه در    اصل ماركو را رد مي ↾ (ݔ)ܽ)(ݔ)¬(ߚ = ߙ)¬			(ܾ)اما همچنين  (0 ↾ (ݔߙ)(ݔ∃)(ߚ = يـك   ܤتوجه كنيد كه تا زماني كه  (ܾ). از (1
ــت،    ــي اسـ ــاي دودويـ ߙ)فضـ ↾ (ݔ)ߙ)(ݔ)(ߚ ≠ 0 ⊃ (ݔ)ߙ = ــم 1 ߙ)¬			(ܿ)، داريـ ↾ (ݔ)ߙ)(ݔ∃)(ߚ ≠  2با هم با اصل ماركوف در تضاد هستند. مثال بخـش   (ܿ) و (ܽ). اما  (0

تواند هر دو اصل ماركوف  نقض به تنهايي مي از ملاحظه به جهت نشان دادن اينكه يك مثال
  و حدس كوردا را رد كند، آورده شد.

از يك فضاي كاملاً دودويـي مسـتلزم ايـن     ߙبايد اشاره كنيم كه اصل ماركوف به ازاي 
(ݔ)ߙ)(ݔ)¬خواهد بود كه  = 0 ⊃ (ݔ)ߙ)(ݔ∃) = شـود   . از اين به راحتي نتيجه مي(1

ܽ، ܽكه براي عدد حقيقي  ≠ ܽكنـد بـر    دلات مـي  0 ⋕ از ملاحظـه).   1. (مشـابه بخـش   0
وابسته بـه حـل مسـائل)     ipsبنابراين اگر دليلِ رد برآوئر از مورد دومي (با استفاده كردن از 

  است. كردهبپذيرفته شود برآوئر قبلاً اصل ماركوف را رد 
خواهم از مايكل دامت و جان كرازلي بخاطر كمكشان در ويراستاري اين مقاله و بـه   مي

  تشكر كنم. 1.2ويژه از دامت براي اصلاح مهمي در بخش 
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  گيري نتيجه. 6
سيستمِ دلالت شناسي طراحي شده توسط كريپكي براي منطق شهودي، طي سالهايِ پس از 

براي منطق شهودي؛ همان چيزي كه ساير سيسـتم هـاي   شده  اي ي همه كاره وسيلهعرضه، 
- اش نتوانستند بشـوند. ايـن ابـزار منعطـف، از مفـاهيم فنـيِ حـاد رياضـتي         دلالت شناسي

دانـان و نيـز آموزشـي     گيرد و خـود را بـراي اهـداف منطقـيِ منطـق      شهودگرايي فاصله مي
پـل كـوئن    ي فورسـينگ  رابطـه كند. بعلاوه كريپكي توانسـت بـا وام از ابـزارِ     تر مي مناسب
هاي ممكـنِ موجهـاتي، كـه از تحقيقـات خـودش       دان آمريكايي و با ابتناء به جهان رياضي

سرچشمه گرفته بود، گذري تازه براي حركت بين منطق كلاسيك و منطق شهودي باز كنـد  
هايي  كه منشاء اثر مطالعات كلان منطقي پس از وي شد؛ و جز اين، همچنين، واجد اهميت

 creatingاست. مثلاً اينكـه شـهودگرايي برآوئـر داراي لـوازمي مفهـومي اسـت،       فلسفي 

subject، ًهاي ممكن را در خود هضم كرده و  ي جهان بتواند ايدهها  به كمك آن كه احتمالا
  خود را تصريح كند.

 

  ها نوشت پي
 

كرد هرجا ميشنيد (مولانا/ اختلاف در چگونگي  همچنين هريك به هر جزوي رسيد/ فهم آن مي 1.
 و شكل پيل/دفتر سوم) (مترجم)

براي خواننده اي كه تمايل دارد محرك عميق تر مقاله حاضر را بطور كامل درك كند با اين حال  .2
) كـه تحليـل هـاي    Kripke, 1959) و (Kripke, 1963-Bو ( )Kripke, 1963-Aاصـرار دارد كـه در (  

  دهد كنكاش كند. زيربنايي براي منطق موجهات بدست مي
,ܲ)∅ پذيرفتيم) Kripke, 1963-A(در  .3  ܣو زيرفرمول اتمي از يـك فرمـول ثابـت     ܭߝܪروي  (ܪ

توانستيم بطور مشـابه ايـن جهـت را بـه نحـو       خوانديم. مي ܣ. ما اين را يك مدل از مرتب شود
تواند تعبيرات  ) ميKripke, 1963-Aبطور عكس ( mutatis mutandisمطلوبي در اينجا نيز بپذيريم؛ 

كوئن بـه كـار گرفتـه شـده،      "فورسينگ"در تحليل  )Kripke, 1963-A(حاضر را بپذيرد. نظرگاه 
ساخته شـده   (ݔ)ܲط به فرمولهايي كه از فرمول اتمي ثابت بطوري كه در نظر گرفته ايم مدلها فق

  دهد. باشند ارزش نسبت مي
در نظر گرفته ايم كـه   همچنين بايد اشاره كنيم گرچه در اين بخش ما فرمول اتمي را جوري

,ଵݔ)௡ܲاي و فرمول  حروف گزاره … , باشد، اگر فرمول از يك كـلاس فرمـول اتمـي ثابـت      (௡ݔ
ها بايد بطور مشابه انجـام شـوند. در مسـائله در تفسـير اثبـات       ده باشد، تعريفدلخواه ساخته ش
  پايين به كار گرفته شده است. 1.3پذيري در بخش 
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هـايي   اسـت كـه چنـين دنبالـه     ما مطلع هستيم كه گودل (در نوشته اي منتشر نشده) پيشنهاد داده .4
هـا كـاملاً آزاد نيسـتند و توسـط      كه آن خوانده شوند؛ احتمالا به اين استدلال "مطلقاً بي قاعده"

مبني بر بدون هيچگونه حدي بودن الاّ آنچه در تعريف سوال آمـده سـت    "مرتبه بالاتر"الزامات 
شود.  در برگرفته شده است و هميشه دز تصميم هاي بعدي توسط انتخاب آزاد در نظر گرفته مي

شده است ما ترديد داريم تا اين تغييرات از آنجايي كه پيشنهاد گودل تا كنون مزين به زيور طبع ن
  را مال خود كنيم.

را از ايـن كوتـاه نوشـت    . كريپكي اسـتفاده از  infinitely proceeding sequenceكوتاه نوشتي براي  5.
است. براي اطلاعات  اخذ كرده Arrand Heytingنوشته  Intuitionism: An Introduction(1956)كتاب 

  )ترجم.  (م32صفحه  3كنيد بخش تكميلي، در آن ملاحظه 
6. Initial Segment  ي   ي خوش ترتيب باشد. آنگـاه مجموعـه   يك مجموعه (≥,ܣ): در نظر بگيريد {ܽ ∈ :ܣ ܽ < ݇به ازاي برخي  (݇ ∈  ;Of (Rubin 1967, p. 161خـوانيم.   مـي  ܣرا بخش اوليه از  ܣ

Dauben 1990, pp. 196-197; Moore 1982, pp. 90-91) ترجم(م( 

  (مترجم) است. اين بخش در ترجمه نيامده 7.
8. Tableaux (Plural) /Tableau  ترجماند. (م پيشنهاد داده "نمودار"معادل اين واژه را دكتر نبوي( 

9. l: left/ r: right 
,ܣ)∅كنيم كه  درخت معتبر باشد اگر و تنها اگر  را جوري تعريف مي ܣ 10. (ܩ = براي هر مـدل   ܶ ,ܩ)روي يك درخت  ∅ ,ܭ .݉.ݍ(ܴ شـود ايـن اسـت كـه      آنگاه آن چه بـه راحتـي اثبـات مـي    . ݏ

بالا اعتبار  1.2يك درخت معتبر باشد. اما با توجه به بخش  ܣساختمان بسته است اگر و تنها اگر 
بصورت زير  1.2منطبق با اعتبار درخت است. بصورت جايگزين ميتوانيم بدون استفاده از بخش 

است كه اعبتار مستلزم اعتبار درخت است و اثبات پذيري مسـتلزم اعتبـار   استدلال كنيم: واضح 
هاي  دهد اعتبار درخت مستلزم اثبات پذيري است بنابراين ايده است. نتايج تماميت زير نشان مي

  درخت منطبق اند.
درخـت   يك روند تابلو تعريف كنيم كه نسـبت بـه مـدل   ܴ ي توانستيم يك مبتني بر رابطه مي

دانيـد آن   آشناست مي )Kripke, 1963-A(ها داشته باشد. خوانندهاي كه با  شتري با مدلمناسبت بي
  گيرد. چطور انجام مي

 )Kripke, 1959(و  )Kripke, 1963-A(توجه كنيد كه، به عنوان مـوردي قابـل مقايسـه كـه در     
از تابلوهـا   2ي  ي قضـيه  هاي نامعتبر بوسـيله  هاي نقضي كه براي فرمول است، مدل مشاهده شده

,ܩ) .q.s.mبدست آمده، همواره روي يـك درخـت شـمارش پـذير      ,ܭ هسـتند كـه بـا يـك      (ܴ
-Lowenheimاسـكولم ( - هيم است. اين نتايج لوونِ از افراد همراه شده ܷي شمارش پذير مجموعه
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Skolemدر ق ( سمتII  براي نشان دادن اينكه نتايج تماميت حاضر شامل نتايج بث)Beth, 1957( 
  نيز هست استفاده خواهد شد.

11. Quod erat demonstrandum عبارتي لاتين به معني :what was to be shown   در بين رياضي دانـان
  (مترجم) دهند. به سنگ قبر معروف است و در پايان برهان قرار مي

  (مترجم) در مقاله اصلي ارجاع دهي به صورت عددي است. 12.
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