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 چكیده

يک روش بیزی  ،. در اين مقالهاست عمومیترين مسائل در بیمة  يکی از اساسی خسارات معوقسازی  ذخیره

بیمة بدنه و بیمة  های رشته خسارات معوقسازی  های ذخیره داده توأم بندی مدليافته برای  تعمیم
نوع  يرسون پیو  استیودنتی  tبا استفاده از توزيعهای  شخص ثالث اتومبیل يک شركت بیمة ايرانی

كنند،  بودن پیروی نمی ها از فرض نرمال داده كه  یهنگام. شود متغیره به كار گرفته میوهفتم د
به استنباطهای استوارتری منجر نوع هفتم  يرسون پیو  استیودنت ی   tچون سنگینی  متوزيعهای دُ

. ساختار تعلق دارند نرمال مقیاس -آمیخته توزيعهای ۀرد اين توزيعها بهشوند.  می

سادگی با  ارچوب بیزی، برآورد پارامترها بهشود كه در چ سبب می ردهمراتبی اين  سلسله
توزيعهای  میانگینبرای  .استفاده از روشهای مونت كارلوی زنجیر ماركوفی انجام شود

زدن تصادفی در نظر گرفته  اريانس، و قدمآنالیز كوو ،آنالیز واريانس، سه مدل گیری نمونه
بر اساس واگرايی  آنالیز حساسیت ةيک مطالع، های مؤثر برای شناسايی نمونه ،علاوه به .شود می

 ی tزدن تصادفی با توزيع  دهد كه مدل قدم نتايج نشان میانجام شده است. در مدلها  لر لیب -كولبک
 عملکرد بهتری دارد.متغیره برای پرداختهای خسارت، ود استیودنت

 بیزی، استنباط مقیاس، -آمیخته توزيعهای ،خسارات معوق سازیذخیره واژگان کلیدی:

 .لر لیبكولبک واگرايی، موردی حذف
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 . مقدمه1

در اين  ر.گذا بیمه و بیمه( )شركتگر  بیمه دوطرف، بین است یقرارداد نامه يک بیمه

شود كه در صورت بروز  بیمه( متعهد می گر در قبال مبلغی ثابت )حق قرارداد بیمه

 دروارده را جبران و يا وجه معینی را بپردازد.   خسارت برای موضوع قرارداد، خسارت

گر ارائه  گذار يک ادعا به بیمه يک رويداد )خسارت( اتفاق افتد، بیمه كه  یصورت

نامند. در طول يک سال  میگر بايد بپردازد، مقدار خسارت  هموجهی را كه بی كند. می

، بنابراين بايد تواند برخی از خسارات را بلافاصله تسويه كند شركت بیمه نمیمالی، 

در نظر  1خسارت معوقذخیرۀ ای تحت عنوان  برای پرداخت چنین خساراتی، ذخیره

 :(and Merz, 2008 Wüthrich)است  به دلايل زيربگیرد، اين امر 

. معمولاً در گزارش خسارتها تأخیر وجود دارد )فاصلة بین وقوع خسارت و 1

بنابراين گزارش يک خسارت ممکن است چند ؛ گزارش به شركت بیمه طولانی است(

 اند از: برخی از دلايل تأخیر در گزارش عبارت سال طول بکشد.

نکرده است به ذار فرصت گ خسارت در روزهای پايانی اتفاق افتاده و بیمه •

 گر اعلام كند؛ بیمه

 بودن خسارت اطمینان ندارد؛ ای یمهگذار از تحت پوشش ب بیمه •

 خبر است؛ قق خطر منجر به خسارت بیگذار از تح بیمه •

 گر اطلاع بدهد. گذار قادر نیست كه به بیمه بیمه •

 . بعد از گزارش ممکن است چند سال طول بکشد تا يک خسارت به طور كامل2

 تسويه شود.

. همچنین خسارتی كه تسويه شده است )بسته شده است( ممکن است به هر 9

 دلیلی دوباره مطرح شود.

ای  بدهی بابت خسارت معوق كه توسط هر يک از مديريتهای مختلف بیمه

سوزی، اتومبیل، مهندسی، مسئولیت، و ...( در شركتهای بیمه برآورد و  )باربری، آتش
                                                                                                                  
1. Outstanding Loss Reserves 
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 بازنگریشود، شامل موارد زير است ) انعکاس در حسابهای شركت اعلام می برای

 (:1938، اصلاحی پیشنهادهای ةارائ بیمه مؤسسات فنی ذخاير ةنام ینيآ

IBNR) اند ای كه گزارش نشده شده خسارتهای واقع •
 ؛(1

RBNSای كه پرداخت نشده است ) شده خسارت گزارش •
 (؛2

IBNER) به طور كامل گزارش نشده است خسارتی كه •
 ؛(9

 تسوية خسارت. هزينة •

شود كه  برآوردی آن سبب می ذخاير دارای اهمیت زيادی است زيرا كم ةمحاسب

شود كه  برآوردی آن نیز سبب می شركت بیمه نتواند تعهدات خود را انجام دهد و بیش

معوق و  خسارات بینی اضافی نگه داشته شود. لذا پیش ةصورت غیرلازم سرماي به

 استمرار توانايی مالی و مناسب برای پرداخت چنین ادعاهايی نقش مهمی در ۀذخیر

مطالبات با روشهای مناسب و  بینی پیشبنابراين ؛ ای دارد شركتهای بیمهوكار  كسب

 سازی است. هدف ذخیره ،بینی پیشی خطا برآورد

)بردار تصادفی 21) (2)
( , )ij ij ijX X R′= ∈Xآن را كه در ( )l

ijX ۀ میزان  دهند نشان

يا  سال) 8مبدأيک شركت بیمه برای سال  ةلیوس به 4غیرتجمعی پرداختهای خسارات

,...,1}( نامه صدور بیمه دورۀ }i I∈  يی كه تا  فصلهاتعداد سالها يا ) 1تأخیر سالو

,...,1}( آيد تأخیر به وجود می ،پرداخت خسارت }j J∈ {1,2}درl  بیمه رشتةامین ∋

بیمه  در هر رشتة های مربوط به پرداختهای خسارت داده در نظر بگیريد. ،است

نشان  1مثلث تأخیر به صورت يکشود، معمولاً  می دهيد 1جدول گونه كه در  همان

  شوند. داده می

 

                                                                                                                  
1. Incurred But Not Reported 
2. Reported But Not Settled 
3. Incurred But Not Enough Reported 

4.Incremental Paid Losses 
5. Accident Year 

6. Development Year 

7. Run-Off Triangle 

http://www.investopedia.com/terms/r/reported-not-settled-rbns.asp
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 . مثلث تأخیر1جدول 

 j ریتأخسال 
 iمبدأ ل سا

J   j   2 1 

      1 

      2 

)مقادير    )l

ij
Xختهای خسارت()پردا   

      I-j 

)مقادير  )l

ij
X شوند.می بینی كه پیش     

      I 
 

در  در مثلث پايینی خسارات معوقمیزان  بینی برای پیش تعددیمدلهای آماری م

توان به  بیمه می رشتةيک  سازی در روشهای ذخیرهبرای مرور  دارد؛ وجود 1جدول 

مراجعه  (2005) 9(، و وتريچ و مرز2001و  2002) 2(، انگلند و ورال2000) 1تیلور

 كرد.

ای به منظور  مختلف بیمه های رشته بندی تؤام مثلثهای تأخیر مرتبط با  مدل

جديد در  مسئلةيک  ،محاسبة ذخايردر  آنها بینوابستگی ساختارهای درنظرگرفتن 

و  8(، هس2004) 4توان براون، برای نمونه میتسا سازی تصادفی ذخیره نوشتگان

 1(، ژانگa2003و  b2003(، مرز و وتريچ )2001) 1(، اشمیت2001همکاران )

(، 2012(، ژانگ و همکاران )2012و وتريچ ) 3(، سالزمن2011) 5(، شی و فريز2010)

(، مرز و 2019و وتريچ ) 11(، هپ2012(، شی و همکاران )2012) 10نگدی جو

                                                                                                                  
1. Taylor 

2. England and Verrall 

3. Wüthrich and Merz 

4. Braun 

5. Hess 

6. Schmidt 

7. Zhang 

8. Shi and Frees 

9. Salzmann 

10. De Jong 

11. Happ 
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مدل لگ  کي( 2012( را نام برد. شی و همکاران )2014( و شی )2019همکاران )

پیشنهاد  ای بیمه ةوابست های رشته معوق برای  خسارات بینی در پیش را نرمال بیزی

 كردند.

 ی tتوزيعهای  از خسارات( را به حالتی كه 2012شی و همکاران )روش  در اين مقاله،

دهیم و بر اين اساس و در يک كنند، تعمیم میپیروی می دومتغیره 1نوع هفتم يرسون پیو استیودنت 

بیمة بدنه و بیمة  خسارات سازی ههای ذخیرداده توأم بندی مدل چارچوب بیزی به

و  استیودنت ی tتوزيعهای  .پردازيممی شخص ثالث اتومبیل يک شركت بیمة ايرانی

 2تری از توزيع نرمال دارند و لذا اغلب به استنباطهای استواتری مهای سنگیننوع هفتم، دُ يرسون پی

ANOVAآنالیز واريانس ) هایمدل ،همچنین برای تابع میانگین شوند. منجر می
آنالیز  ،(9

 .گیريم در نظر میرا  8زدن تصادفی (، و قدمANCOVA 4كوواريانس )

بعد از برازش مدل، مطالعات حساسیت برای كشف مشاهدات مؤثر، يعنی 

مشاهداتی كه حذف آنها منجر به تغییرات اساسی در برآوردهای پارامترها يا تابعی از 

شود، مورد علاقة بسیاری از محققان است. يک  پارامترها در يک تحلیل آماری می

شده  ف موردی معرفیهای مؤثر روش حذ شده برای شناسايی نمونه روش شناخته

كار  است. اين روش با موفقیت برای مدلهای آماری مختلفی به   (1351) 1كوک توسط 

های تأثیر تشخیص  (2003و همکاران ) 1چوگرفته شده است. در چارچوب بیزی، 

روش تشخیص  .توسعه دادندا از طريق روش بیزی های بقا رحذف موردی برای مدل

مورد  قبلی تحقیقاتتاكنون در  معوق خسارات سازی هذخیر توأم بندی بیزی برای مدل

 ای هبنابراين يکی ديگر از اهدف اين مقاله، مطالعة انداز؛ توجه قرار نگرفته است

                                                                                                                  
1. Pearson Type VII 

2. Robust 

3. Analysis of Variance 

4. Analysis of Covariance 

5. Random Walk 

6. Cook 

7. Cho 
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1لر لیب-واگرايی كولبک بر اساس های مؤثر ی برای شناسايی نمونهتشخیص

(K-L)

در مسئلة  خسارات توأم بندی مدل در  (2003چو و همکاران ) پیشنهادشده توسط

افزاری استاندارد  نرم با یآسان بهمعیارهای بیزی  غیرعمر است.های  هسازی بیم ذخیره

 شوند. محاسبه می OpenBUGS بیزی مانند

 خساراتهای داده ،2 شده است: در بخش  یده سازمانصورت زير  مقاله به ةادام

توصیف  ايرانی بیمة بدنه و بیمة شخص ثالث اتومبیل يک شركت بیمةهای  رشته

تأثیر  یتشخیصروش شده است.  ارائهاستنباط بیزی مدل آماری و  ، 9 بخشدر . اند شده

ها و  تحلیل داده به 8  بخش  در بررسی شده است.  4 بیزی در بخش  ها به روش نمونه

 بیان شده است. گیرینتیجهدر پايان  بیان نتايج پرداخته و

 ها. توصیف داده2

های  یمهب و حق پرداختهای خسارات، در اين مقاله كاررفته بهتأخیر  هایهای مثلثداده

-1932برای دو رشتة بیمة بدنه و بیمة شخص ثالث اتومبیل در سالهای  عايدشده

ضريب  اند. ، كه به صورت فصلی ثبت شدهاست يک شركت بیمة ايرانی 1938

در مثلثهای تأخیر  میزان پرداختهای خسارت سلولهای متناظربین  يرسون پیهمبستگی 

با توجه به  و آنهاستبین همبستگی وجود است كه بیانگر  11/0، ة بیمهرشتاين دو 

پذيرفته  01/0داری  همبستگی میان دو مثلث در سطح معنیمقدار،  -صفربودن پی

1,2lهر يک از دو رشتة بیمه ) برایشود.  می (، پرداختهای خسارت را با تقسیم بر =

)كنیم، يعنی های عايدشدۀ سال وقوع متناظر آن نرمال میبیمهحق )l
ijY به صورت را 

( )

( )

( )
log( ),   , =1,...,16,

l
ijl

ij l
i

X
Y i j

p
= 

)كنیم، كه در آن تعريف می )l

i
pصدور فصلبیمة عايدشدۀ مربوط به حقi ام و مثلث

 اتخسار پرداختهای لگاريتممقادير  (.and et al., 2016 Côtéام است )lرشتة

های بیمة بدنه و بیمة شخص ثالث  تأخیر مربوط به رشته در دو مثلث شده نرمال

                                                                                                                  
1. Kullback-Leibler Divergence 
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ترتیب نمودارهای  به 9و  2شکلهای  اند.نشان داده شده 4و  9اتومبیل در جدولهای 

دو رشتة بیمه را به  شدۀ نرمال اتخسار پرداختهای لگاريتمو سريهای زمانی  نگار بافت

 دهد. جداگانه نشان میصورت 

 

 
 خیرتأدو مثلث  شدۀ نرمال اتخسارپرداختهای لگاريتم  نگار بافت . نمودارهای2شكل 

 

  
 تأخیردو مثلث  شدۀ نرمال اتخسارپرداختهای لگاريتم سريهای زمانی  . نمودارهای3 شكل
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 مدل آماری و استنباط بیزی. 3

 نوع هفتم چندمتغیره يرسون پی. توزيع 3-1

 ، به صورت)Pearson, 1916نوع هفتم چندمتغیره ) يرسون پیتوزيع 
1

2
2

2

( )
( ; , , ) [1 ]

( )
2

,
m

d

m
f y m

d
m

µ

π

−−Γ
Λ = Λ + ∆

Γ −

 

دهندۀ دترمینان ماتريس  نشان Λبردار میانگین،  µكه در آن شود،تعريف می

Λ، 2كوواريانس 1( ) ( )Tµ µ−∆ = − Λ −y y ،يک فاصلة ماهالانوبیسm  درجة آزادی

ها مورد  بسیاری از پديدهبندی است. اين توزيع به طور گسترده در مدل yبعد  dو

نوع  يرسون پینشان دادند كه توزيع ، (2000) 1گیرد. فرناندز و استیلاستفاده قرار می

يک تعلق دارد. بر اين اساس،  چندمتغیره نرمال مقیاس -آمیخته توزيعهای ۀردهفتم به 

 به صورت yای از توزيعنمايش جايگزين سلسله مراتبی دو مرحله
1 1 2| ~ ( , ),  ~ ( , ),

2 2
LN gamma

ν ν
λ λ−Λ = ΛY μ Σ 

يک متغیر تصادفی  Λ دهندۀ توزيع نرمال چندمتغیره،نشانLN(.,.)است، كه در آن

1 هایو پارامتر گاماتابع چگالی آمیزنده با  2( , )= ν νν .1هنگامی كه  است 2ν ν=  ،باشد

y  دارای توزيعt 1چندمتغیره با درجة آزادی  استیودنت یν .خواهد بود 

 خسارات معوقسازی  های ذخیره بیزی استوار توأم دادهمدل . 3-2

)كنیم كه  فرض می )l

ij
Y  يا  نوع هفتم يرسون پی توزيعباt همتغیردو استیودنت ی 

ijبنابراين بردار تصادفی؛ شوند بندی  مدل
Y  را بر اساس نمايش سلسله مراتبی به

 صورت

(1) 1 1 2~ ( , ),  ~ ( , ),
2 2

ij ij ij L ij ij ijN gamma
ν ν

λ λ−Λ = ΛY μ Σ 

 به صورتΣوijy ،ijμكه در آن، توان در نظر گرفتمی

                                                                                                                  
1. Fernandez and Steel 
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(1) (1) (1,1) (1, )

( ) ( ) ( ,1) ( , )

   ,     و          

L

ij ij

ij ij

L L L L L

ij ij

y

y

µ σ σ

µ σ σ

= = Σ =

     
     
     
     

    

y μ 

از يک  هاسلول یدو بیانگر وابستگی دوبه Σ ماتريس كوواريانس  .شوندتعريف می

 مثلث و سلول متناظر از مثلث ديگر است.

 گیريم:برای میانگین در نظر میامین مثلث تأخیر، مدلهای زير را lبرای

,...,1} برای ANOVA: مدلANOVAمدل. 1 }i I∈  1و,..., 1j J i= − به ، +

 (Verral, 199l) صورت

(2) ( ) ( ) ( ) ( ) ,l l l l
ij i jµ µ α β= + + 

)های در شرطاست و  ) ( )

1 1

0

I J
l l

i j

i j

α β
= =

= =∑ ثابت اثرهای( 2رابطة ) در .كندمی صدق∑

( )l

iα و( )l

jβ دهند. أخیر را نشان میتمبدأ و  فصلهایپارامترهای ترتیب  به 

ی خط مبدأ فصل اثرهایكنیم كه ، فرض میANCOVAدر مدل  :ANCOVAمدل . 2

 ( به صورت2بنابراين تابع میانگین ) هستند،

( ) ( )( ) ( ) ,  l ll l
ij jiµ µ α β= + + 

)در شرط و كندتغییر می )

1

0

J
l

j

j

β
=

كنیم اثرهای  در اين مدل فرض می .كندصدق می∑=

 تصادفی و اثرهای فصل تأخیر ثابت هستند. ،فصل مبدأ

 ( و2با استفاده از رابطة )زدن تصادفی: مدل قدم. 3

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) )

1 1 
( , lو   l l l l l

i i j ji jh uα α β β− −= + = + 

i,...,2برای كه گیريم تابع میانگین در نظر می برای را زدن تصادفیيک مدل قدم I= 

,...,2و  1j J i= − ) های در شرط + ) ( )
1 1 0l lα β= در اين مدل فرض  كنند.صدق می =

 هستند. تصادفیهر دو تأخیر  وكنیم اثرهای فصل مبدأ  می
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 پسینیو  ی. توزيعهای پیشین3-3

برای همة  یكردن توزيع پیشینكردن توصیف بیزی مدلها، مشخصبرای كامل

ضروری است. به دلیل آنکه هیچ اطلاعاتی دربارۀ پارامترهای  پارامترهای نامعلوم

نسبت داده  1آگاهندهمزدوج كم یمدلهای پیشنهادشده وجود ندارد، توزيعهای پیشین

، ANOVAپارامترهای مدلنوشتگان موضوع برای اساس  بربنابراين، ؛ شود می

 های پیشین

( ) ( )(1) ( ) (1) ( )

1

,..., ( , ),  ,..., ( , ),

                               ( , ),

~ ~

~

i j

L L

i i i L j j j L
N N

Wishart L

α α β β

τ

′

−

′= Σ = Σ

=

α β

Σ

α 0 β 0

Σ R 

(1) در آن كه گیريم،را در نظر می ( )

2 2
( ,..., )L

i i i

diag
α α

σ σ=αΣ  و

(1) ( )

2 2
( ,..., )L

j j j

diag
β β

σ σ=βΣ
 

Lمثبت با ابعاديک ماتريس نیمه Rو L×  است. برای

 های پیشین ANCOVA مدل

( )(1) ( )

1 1

2
,..., ( , ),  ( , ),~ ~L

L
N Gammaα αα α τ κ υσ

′ −= =αα 0 Σ 

( )(1) ( ) 1 
,..., ( , ),  ( , ),~ ~

j

L

j j j L
N Wishart Lβ β τ

′ −= Σ =β Σβ 0 Σ R 

2شود كه در آنگرفته می به كار

L Lασ ×=αΣ Iزدن تصادفی،  است، و برای مدل قدم

 های پیشین

( ) 2

1 1

2
~ (0, ),  ~ ( , ),

l

i h h hh N Gammaσ τ κ υσ −= 1
( , ),~ Wishart Lτ −=Σ Σ R 

( ) 2

2 2

2
~ (0, ),  ~ ( , ),

l

i u u uu N Gammaσ τ κ υσ −= 
توأم پارامترها با استفاده از قضیة بیز، با  پسینیشوند. توزيع در نظر گرفته می

با  آيد.به دست می ی( و توزيعهای پیشین1كردن توزيع درستنمايی در رابطة ) تركیب

برای ، ای هستندپیچیده دارای شکل آمده دست به پسینیعهای توجه اينکه توزي

مانند  MCMC از روشهای توانمی هاآوردن برآورد بیز پارامترهای مدل دست به

گیری مکرر از توزيع  نمونه با كه 1هستینگ-و الگوريتم متروپولیس 2گیر گیبز نمونه
                                                                                                                  
1. Conjugate but Weakly Informative Prior 

2. Gibbs Sampling 
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 آسانی با  به MCMC روشهای استفاده كرد.كنند، هر پارامتر عمل می شرطی كامل

 شوند. محاسبه می OpenBUGSاستاندارد بیزی مانند هایافزار نرم

 . مقايسۀ مدلها3-4

و  )Spiegelhalter et al., 2002((DIC) 2برای مقايسة مدلها، معیارهای اطلاع انحراف

9ایلگاريتم شبه درستنمايی حاشیه
(LPML) ايم. فرض كنیمرا به كار برده

(1) ( )( ,..., )L
ij ij ijy y ′=y و ،θ را  4مجموعة همة پارامترهای مدل باشد. معیار انحراف

 كه به صورت
1

1 1

  

( ) 2log ( ) 2 log (  ),

I J i

ij

i j

D f f

+ −

= =

= − = − ∑ ∑θ y θ y θ 

)پسشود، در نظر بگیريد. تعريف می ) ( ( ))D E D=θ θ  معیاری در برازش مدل است

 ، به صورتMCMCهایتواند با استفاده از نمونهو می
1

(
 

)

1 1 1

 
1

2 log ( ),

I J i M
m

ij

i j m

D f
M

+ −

= = =

= − ∑ ∑ ∑ y θ 

)تقريب زده شود، كه در آن  )mθ ،mتکرار زنجیر  امینMCMC  مدل وM  تعداد

 به صورت DICتکرارهاست. با درنظرگرفتن اندازۀ انحراف، معیار بیزی 

ˆ ,DDIC D p= + 

ˆتعريف شده است، كه در آن  ˆ
D

p D D= )با  − )

1

1ˆ ( )

M
m

m

D D
M

θ
=

= است. هر اندازه  ∑

كوچکتر باشد، مدل بهتر برازش داده شده است. آمارۀ عرض پیشگوی  DICمقدار 

8شرطی
(CPO) معیار مشهور ديگری است كه معمولاً برای مقايسة مدلها در متون ،

                                                                                                                  
1. Metropolis Hastings Algorithm 

2. Deviance Information Criterion 

3. Log Pseudo Marginal Likelihood 

4. Deviance 

5. Conditional Predictive Ordinate 
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توضیحات بیشتر دربارۀ اين آماره و كاربردهای آن به شود )برای بیزی به كار گرفته می

 به صورت CPO( مراجعه كنید(. آمارۀ 1332و همکاران ) 1گلفند
1

( ) (- )

( )
( ) ( ) ( )=

( )
,ij ij ij ij ij

ij

CPO p f d
f

π
π

−

− ∈Θ ∈Θ

  = =  
  

∫ ∫θ θ
θ y

y y y θ θ y θ
y θ

 

كه در آنشود، تعريف می
( ) ij−y بردار  با حذفها دهندۀ دادهنشانij

y  است و

( ) ( )ij ijp −y y يک مشاهده جديد به شرط  توزيع پیشگوی( ) ij−y  است و( )π θ y

 به صورت MCMCهایبا استفاده از نمونه توانرا میijCPO. است θپسینیتوزيع 
1

( )

1

1 1

( )
,

M

ij m

m ij
M f

CPO

−

=

=
  
 
  

∑
y θ

 

 به صورت LPMLو بر اساس آن معیار ) Chen et al., 2000( تقريب زد
1

1

 

1

log( ),
I J i

ij

i j

L ML CPOP
+ −

= =

=∑ ∑ 

 دهندۀ عملکرد بهتر مدل است. بزرگتر نشان LMPLيک شود.تعريف می

 مباحث تشخیصی تأثیر موردی بیزی. 4

كنید فرض ، يک گام مهم در تحلیل مدلهای آماری است.مباحث تشخیصی تأثیر

( )L θ y و( )
( )

ij
L −θ y های كامل و  داده بر اساسدهندۀ تابع درستنمايی    ترتیب نشان به

برای  پسینینمونه باشند. توزيعهای امین ijبا حذفها  داده بر اساستابع درستنمايی 

صورت ترتیب به  تواند به امین نمونه می ijبا حذفها  كامل و دادههای  داده

( ) ( ) ( )Lπ π∝θ y θ y θ و( ) ( )
( ) ( ) ( )

ij ij
Lπ π− −∝θ y θ y θ آن  در كه شوند، تعريف( )π θ

)فرض كنید است.  θ یتوزيع پیشین )( , )ijK P P بین  لر لیب -دهندۀ فاصلة كولبکنشان

P  و( )ij
P  باشد، كه در آنP دهندۀ نشان( )π θ y  و( )ij

P دهندۀنشان( )
( )

ij
π −θ y

 است، لذا

                                                                                                                  
1. Gelfand 
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( )

( )

1 1

( )
( , ) ( ) log

( )

               log[ [{ ( )} ]] [log{ ( )}],

ij

ij

ij ij

K P P d

E f E f

π
π

π −

− −

=
  
 
  

= − +

∫

θ y θ y

θ y
θ y θ

θ y

y θ y θ 

)بنابراين )( , )ijK P Pتأثیر حذفij توأم  پسینیهای كامل روی توزيع  نمونه از داده امینθ  را

)برآورد مونت كارلوی .كند می گیریاندازه )( , )ijK P P   صورت به 
1

( )

( ) ( )
1 1

 

1 1 1ˆ ( , ) log l og[ ( )],
( )

 

M M
m

ij ijm
m mij

K P P f
M Mf

−

= =

= − +
          

∑ ∑ y θ
y θ

 

عنوان يک مشاهدۀ مؤثر بزرگ به لر لیب -يک مشاهده با مقدار كولبک .آيد دست می به 

 شود.در نظر گرفته می

 ها. تحلیل داده5

 افزار كار بردن نرم با به  ،یزیب یساز هیانجام مدلها با استفاده از روش شب یبرا

OpenBUGSپس از حذف ميتکرار اجرا كرد 280000 یبرارا  بزیگ ریگ ، نمونه .

 های نمونه یكاهش همبستگ یبرا دن،یداغ ۀدور    عنوان تکرار به  80000 نیاول

كار گرفته شد.  به  ریتکرار در زنج نیام 40هر  کیستماتیصورت س به  شده یساز هیشب

 ریزنج يیهمگرا یابيارز یداشت. برا میخواه شده یساز هیشب ةنمون  8000، تيدرنها

 اهای مونت كارلویخطروند، نمودارهای خودهمبستگی و  هایماركف، نمودار

، مقايسة بین مدلهای مختلف 2. جدول قرار گرفت یپارامترها مورد بررس

نشان  4-9شده در بخش شده را با استفاده از معیارهای انتخاب مدل بحث داده برازش

فصل اول برای  18سال جلوتر مدلها،  کبینی ي به منظور ارزيابی توانايی پیش دهد.می

 شود. ها به كار گرفته می برازش داده
 شده داده مقايسۀ بین مدلهای برازش .2ول جد

 DIC LMPL توزيع خسارت مدل میانگین

ANOVA 

 -15/208 3/400 نرمال

 -11/135 4/951 نوع هفتم يرسون پی

t 81/135 4/951 استیودنت ی- 

ANCOVA 09/201 4/953 نرمال- 
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 DIC LMPL توزيع خسارت مدل میانگین

 -12/134 914 نوع هفتم يرسون پی

t  94/138 5/913 استیودنتی- 

 زدن تصادفیقدم

 -31/151 1/911 نرمال

 -93/151 980 نوع هفتم يرسون پی

t  33/171 5/345 استیودنتی- 

 

برای  دومتغیره استیودنتی  tزدن تصادفی با توزيع بر طبق معیارها، مدل قدم

برای بیمة  در اين مدل، برازش بهتری دارد. شده نرمال خساراتلگاريتم پرداختهای 

)انحرافهای  پسینی(، میانگینهای 2( و بیمة بدنه )مثلث 1شخص ثالث )مثلث 

( 11/0) -18/0( و 19/0) -92/2ترتیب برابر با به µ،(2)µ(1)استاندارد( میانگینهای كل 

زدن در مدل قدم مبدأ فصلهایاثر  پسینیهای ای نمونه، نمودار جعبه4است. شکل 

يک روند دهد. را برای دو مثلث نشان می دومتغیره استیودنت ی tتصادفی با توزيع 

غیرثابت در بین برآورد میانگین اثر فصلهای مبدأ در مثلث بیمة شخص ثالث و يک 

فصل و پس از آن يک روند افزايشی در بین برآورد میانگین اثر امین  5روند كاهشی تا 

های ای نمونه، نمودار جعبه8شکل شود. مثلث بیمة بدنه مشاهده می فصلهای مبدأ در

دومتغیره استیودنت  ی tزدن تصادفی با توزيع اثر فصلهای تأخیر در مدل قدم پسینی

برآورد میانگین اثر فصلهای دهد. يک روند كاهشی در برای دو مثلث را نشان می

 شود.تأخیر از اولین تا آخرين فصل تأخیر در هر دو مثلث مشاهده می
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box plot: alpha

-1
.0

-0
.5

0
.0

0
.5

[2,1]

[2,2]

[3,1]

[3,2]

[4,1]
[4,2]

[5,1]

[5,2]

[6,1]

[6,2]

[7,1]

[7,2]

[8,1]

[8,2]

[9,1]

[9,2]

[10,1]

[10,2]

[11,1]

[11,2]

[12,1]

[12,2]

[13,1][13,2]
[14,1][14,2]

[15,1][15,2]

-0.173

اثر فصلهای مبدأ  پسینیهای ای نمونهجعبهنمودار  .4شكل  

در دو  دومتغیره استیودنتی  tزدن تصادفی با توزيع برای مدل قدم

 مثلث

box plot: beta
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-3.31

اثر فصلهای تأخیر  پسینیهای ای نمونهنمودار جعبه .5شكل  

در دو دومتغیره  استیودنتی  tزدن تصادفی با توزيع برای مدل قدم

 مثلث
 

ة كه در واقع هدف نهايی در مسئل  شده مثلث پايینی  بینی میزان ادعاهای پیش

 ی tبا توزيع زدن تصادفی بر اساس مدل قدم بیمهدر هر دو رشتة  سازی است ذخیره

 4و  9در جدولهای  شده نرمالدومتغیره برای لگاريتم پرداختهای خسارات  استیودنت

 نشان داده شده است.
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ساس شده بر ا بینی پیش شدۀ نرمالپرداختهای خسارات لگاريتم بیمۀ شخص ثالث )مثلث بالايی( و میزان  شدۀ نرمالخسارات پرداختهای مثلث تأخیر میزان لگاريتم . 3جدول 

 )مثلث پايینی(استیودنت دومتغیره ی  tعيتوززدن تصادفی با مدل قدم

سال 

 خسارت

فصل 

 خسارت

 وسعة خسارتفصل ت

0 1 2 9 4 8 1 1 5 3 10 11 12 19 14 

1932 

-98/2 بهار  93/2-  31/1-  94/1-  58/2-  82/2-  11/2-  91/2-  98/4-  05/4-  19/4-  13/4-  4/8-  85/8-  41/8-  

-4/2 تابستان  98/2-  49/1-  81/2-  15/2-  41/2-  08/2-  31/9-  12/9-  5/9-  11/9-  03/8-  58/4-  24/8-  41/8-  

-98/2 پايیز  52/1-  89/2-  1/2-  28/2-  39/1-  11/9-  41/9-  43/9-  95/9-  13/4-  21/8-  38/4-  49/8-  89/8-  

-92/2 زمستان  08/9-  48/2-  42/2-  39/1-  19/9-  21/9-  81/9-  41/9  52/4-  11/4-  83/4-  1/8-  45/8-  83/8-  

1939 

-4/2 بهار  92/2-  1/2-  25/1-  34/2-  81/2-  19/2-  89/2-  54/9-  18/9-  11/4-  11/4-  8-  95/8-  81/8-  

-4/2 تابستان  43/2-  95/1-  1/2-  21/2-  91/2-  92/2-  41/9-  11/9-  12/9-  - 24/4  - 11/4  - 35/4  - 98/8  - 41/8  

-44/2 پايیز  59/1-  83/2-  2/2-  21/2-  03/2-  24/9-  22/9-  93/9-  - 58/9  - 21/4  - 15/4  - 33/4  - 91/8  - 45/8  

-94/2 زمستان  14/9-  81/2-  41/2-  04/2-  14/9-  9-  99/9-  - 19/9  - 53/9  - 91/4  - 19/4  - 04/8  - 41/8  - 81/8  

1934 

-92/2 بهار  82/2-  19/2-  44/1-  91/2-  91/2-  43/2-  - 22/9  - 85/9  - 59/9  - 28/4  - 11/4  - 35/4  - 98/8  - 41/8  

-94/2 تابستان  1/2-  81/1-  11/2-  03/2-  24/2-  - 11/2  - 21/9  - 81/9  - 52/9  - 29/4  - 18/4  - 31/4  - 98/8  - 44/8  

-91/2 پايیز  03/2-  9/2-  08/2-  08/2-  - 81/2  - 51/2  - 28/9  - 1/9  - 51/9  - 25/4  - 1/4  - 01/8  - 93/8  - 43/8  

-41/2 زمستان  02/9-  89/2-  92/2-  - 98/2  - 83/2  - 3/2  - 94/9  - 1/9  - 31/9  - 91/4  - 15/4  - 03/8  - 45/8  - 85/8  

1938 

-4/2 بهار  1/2-  18/2-  - 2/2  - 91/2  - 83/2  - 31/2  - 98/9  - 11/9  - 31/9  - 91/4  - 13/4  - 1/8  - 43/8  - 83/8  

-81/2 تابستان  83/2-  - 28/2  - 21/2  - 91/2  - 1/2  - 32/2  - 98/9  - 11/9  - 31/9  - 95/4  - 51/4  - 11/8  - 43/8  - 1/8  

-8/2 پايیز  85/2-  28/2-  29/2-  - 91/2  - 11/2  - 32/2  - 98/9  - 11/9  - 31/9  - 93/4  - 51/4  - 12/8  - 43/8  - 83/8  
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-شده بر اساس مدل قدم بینی پیش شدۀ نرمالو میزان لگاريتم پرداختهای خسارات بیمۀ بدنه )مثلث بالايی(  شدۀ نرمالمیزان لگاريتم پرداختهای خسارات مثلث تأخیر . 4جدول 

 استیودنت دومتغیره )مثلث پايینی(ی  tعيتوززدن تصادفی با 

سال 

 خسارت

فصل 

 خسارت

 خسارت ةفصل توسع

0 1 2 3 4 5 1 1 5 3 10 11 12 19 14 

1932 

-01/1 بهار  25/1-  19/2-  35/9-  51/4-  18/8-  15/1-  54/8-  45/1-  4/1-  28/5-  11/1-  5/3-  59/5-  18/1-  

-03/1 تابستان  99/1-  81/2-  15/9-  08/8-  93/8-  15/8-  25/1-  51/1-  04/5-  15/1-  35/1-  04/5-  91/1-  51/1-  

-03/1 پايیز  11/1-  3/2-  15/9-  01/8-  15/8-  05/1-  28/1-  35/1-  85/1-  11/5-  4/3-  35/1-  04/5-  51/1-  

-11/1 زمستان  51/1-  58/2-  42/4-  22/8-  02/1-  39/8-  51/1-  51/1-  39/5-  58/5-  12/1-  18/5-  14/5-  35/1-  

1939 

-01/1 بهار  15/1-  1/2-  11/9-  13/8-  59/8-  1/4-  99/1-  4/5-  11/5-  1/1-  39/1-  21/5-  22/5-  08/5-  

-04/1 تابستان  9/1-  1/2-  82/4-  19/1-  04/5-  31/1-  5/1-  94/5-  11/5-  29/5-  03/5  93/5-  93/5-  22/5-  

-11/1 پايیز  9/1-  49/9-  15/4-  85/8-  34/8-  32/1-  13/1-  25/3-  - 98/5  - 99/5  - 11/5  - 41/5  - 41/5  - 91/5  

-11/1 زمستان  59/1-  91/9-  53/4-  33/8-  19/1-  42/1-  29/5-  - 11/5  - 95/5  - 98/5  - 2/5  - 8/5  - 81/5  - 99/5  

1934 

-51/0 بهار  18/1-  34/2-  52/9-  45/8-  48/1-  35/1-  - 01/1  1/5-  - 23/5  - 21/5  - 11/5  - 49/5  - 49/5  - 28/5  

-51/0 تابستان  23/1-  32/2-  8/4-  1/1-  15/1-  - 13/1  - 01/1  - 08/5  - 28/5  - 24/5  - 01/5  - 91/5  - 95/5  - 21/5  

-51/0 پايیز  08/1-  11/9-  13/4-  53/4-  - 01/1  - 11/1  - 34/1  - 35/1  - 13/5  - 15/5  - 09/5  - 91/5  - 92/5  - 11/5  

-31/0 زمستان  11/1-  9-  85/4-  - 4/8  - 01/1  - 11/1  - 3/1  - 38/1  - 11/5  - 18/5  - 35/1  - 23/5  - 23/5  - 12/5  

1938 

-12/0 بهار  12/1-  33/2-  - 25/4  - 91/8  - 01/1  - 81/1  - 55/1  - 32/1  - 19/5  - 12/5  - 34/1  - 21/5  - 21/5  - 05/5  

-51/0 تابستان  11/1-  - 3/2  - 28/4  - 99/8  - 35/8  - 81/1  - 58/1  - 53/1  - 1/5  - 03/5  - 39/1  - 21/5  - 29/5  - 01/5  

-35/0 پايیز  - 91/1-  3/2-  - 25/4  - 98/8  - 01/1  - 88/1  - 58/1  - 31/1  - 1/5  - 05/5  - 38/1  - 29/5  - 29/5  - 01/5  
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ذخاير دو مثلث بر اساس مدلهای پیشنهادشده و انحراف استاندارد  پسینیمیانگین  

با برآورد ذخاير  گزارش شده است. 8در جدول  1ای زنجیرهمدل نردبان  بر اساسو 

ای در دو مثلث به طور جداگانه و بدون درنظرگرفتن  نردبان زنجیره مدلاستفاده از 

ای مقدار  دهد كه مدل نردبان زنجیره است. نتايج نشان می آمده دست بهوابستگیها 

 هایكند و انحراف استاندارد برآورد ذخاير را كمتر از روشهای پیشنهادشده برآورد می

آمده بر  دست استاندارد برآوردهای به رافآمده بر اساس اين مدل نیز از انح دست به

 زدن تصادفی بزرگتر است. اساس مدلهای آنالیز كوواريانس و قدم
 برآوردهای ذخاير .5جدول 

 توزيع خسارت مدل میانگین

 بیمۀ بدنه بیمۀ شخص ثالث

 میانگین
انحراف 

 استاندارد
 میانگین

انحراف 

 استاندارد

ANOVA 

 3/544×310 1092×310 1944×310 8929×1010 نرمال

 3/318×310 1010×310 1425×310 8519×1010 نوع هفتم يرسون پی

t  استیودنتی 
1010×1049 310×1313 310×4/332 310×3/589 

ANCOVA 

 5/254×310 8/104×310 4441×310 8189×1010 نرمال

 1/991×310 9/192×310 4411×310 8559×1010 نوع هفتم يرسون پی

t  استیودنتی 
1010×8339 310×4811 310×9/981 310×910 

زدن قدم

 تصادفی

 1/912×310 8/520×310 4134×310 4399×1010 نرمال

 919×310 1/520×310 4828×310 8139×1010 نوع هفتم يرسون پی

t  استیودنتی 
1010×8819 310×4115 310×5/525 310×3/458 

 341×310 184×310 8021×310 1949×1010 ای مدل نردبان زنجیره
 

مدلها فصل،  11بودن اطلاعات برای رغم موجود كه قبلاً بیان شد، علیگونه  همان

 در شده پرداخت خسارات و برازش داده شدفصل اول  18های مربوط به  دادهبه تنها 

 فرمولبا استفاده از  ،2اريبی نسبیمیانگین برای اين مقادير،  بینی و ام پیش 11فصل 
( ) ( ) ( )

1
ˆ [ ] [ .] [ .Rel.Bi ]as , 1 ( ) /M l l l

ij ij ijm A
y m y obs y obs

NM =
= −∑∑

 
 

                                                                                                                 
1. Chain-Ladder 

2. Relative Bias 
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استیودنت دومتغیره  ی tبا توزيع زدن تصادفی بر اساس مدل قدمبرای هر دو مثلث 

)ق در رابطة فو ، كهشده است محاسبه )
[ .]

l

ij
y obs و( )ˆ [ ]

l

ij
y m ترتیب مقدار  به

 Aو امlدر مثلث  MCMCتکرار زنجیر  امینmدر  شده بینی پیششده و  مشاهده

ام است كه در  11شده در فصل  انديسهای مربوط به خسارات پرداختمجموعة 

14Nهر مثلث های مورد مطالعه برای  داده برای همچنین اين معیار  است. =

ای  ام با استفاده از مدل نردبان زنجیره 11شده در فصل  های خسارات پرداخت بینی پیش

 محاسبه شد.
 بینی . برآورد میانگین توان دوم خطای پیش3جدول 

 مدل نوع بیمه
Rel.Bias 

 شخص ثالث
 -48/0 ای هزنجیر نردبان

 -91/0 استیودنتی  tزدن تصادفی با توزيع قدم

 بدنه
 24/1 ای زنجیرهمدل نردبان 

 01/1 استیودنتی  tزدن تصادفی با توزيع قدم

 

 

با توزيع زدن تصادفی مدل قدمدهد كه در هر دو مثلث عملکرد  نشان می 1جدول 

t نمودار توزيع 1شکل ای بهتر بوده است.  استیودنت دومتغیره از مدل نردبان زنجیره ی ،

ANOVA ،ANCOVA مجموع ذخاير دو مثلث را بر اساس سه مدل پسینیبینی  پیش

لگاريتم پرداختهای خسارات  یبرا رهیدومتغاستیودنت  ی tبا توزيع زدن تصادفی  و قدم

 دهد.های مونت كارلو نشان میبا استفاده از نمونه شده نرمال

 
  استیودنتی  tتوزيع  بر اساس مجموع ذخاير دو مثلث پسینی بینی نمودارهای توزيع پیش .3شكل 
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 4كه در بخش  لر لیب-واگرايی كولبک ۀ، انداز ها برای كشف نقاط مؤثر در داده 

 ی tتوزيع با  زدن تصادفیقدم پارامترهای مدل پسینیهای  نمونه اساس بر ،معرفی شد

را برای  لر لیب-واگرايی كولبکۀ نمودار انداز ،5شکل محاسبه شد.  استیودنت دومتغیره

پرداختهای میزان توجه به  دهد. نشان میه دو رشتة بیمۀ متغیرهای دو نمونه ةهم

 -های كولبک دو مثلث، اندازه یستونها های قبل و بعد در سطرها و خسارات در دوره

ها  با ساير نمونه ةرا در مقايس 5در شکل  دهش های مؤثر شناسايی نمونهبالای  لر لیب

(1)يک طرح اغتشاش در مشاهدات را با همچنین  كند. بیان می
57y δ+ 2آن كه درδ =

شود، اين مشاهدۀ جديد  مشاهده می 5گونه كه در شکل  همان. یماست، در نظر گرفت

 عنوان يک مشاهدۀ پرت شناسايی شده است. به

 

  
 متغیرهدواستیودنت  ی tتصادفی با توزيع زدن برای مدل قدم لر لیب -. اندازۀ واگرايی کولبک7شكل 

 

 گیرینتیجه. 3

، و  ANOVA،ANCOVA نوع مدل سه،  با استفاده از استنباط بیزی مقالهدر اين 

 همتغیردو استیودنت ی tنوع هفتم و  يرسون پی ، توزيعنرمال هایبا توزيع زدن تصادفی قدم

خسارات سازی های ذخیرهدادهرا برای  شده نرمال اتخسار پرداختهای لگاريتمبرای 

مورد بررسی قرار  يک شركت بیمة ايرانیبیمة بدنه و بیمة شخص ثالث اتومبیل  ۀریدومتغ
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عملکرد بهتری نسبت به سنگین  مهای با توزيعهای دُدهد كه مدلنشان مینتايج داديم. 

 د.ندار توزيع نرمال

ای در دو مثلث به طور جداگانه و بدون  با استفاده از مدل نردبان زنجیره همچنین

دهد كه مدل  نتايج نشان می ؛را به دست آورديم ، برآورد ذخايرستگیهادرنظرگرفتن واب

و كند  ای مقدار ذخاير را كمتر از روشهای پیشنهادشده برآورد می نردبان زنجیره

آمده بر اساس اين مدل نیز از انحراف استاندارد  دست انحراف استاندارد برآوردهای به

زدن تصادفی بزرگتر  آمده بر اساس مدلهای آنالیز كوواريانس و قدم دست برآوردهای به

اريبی نسبی مقادير خسارات  میانگین بینی مدلها، به منظور ارزيابی دقت پیشاست. 

استیودنت  ی tبا توزيع زدن تصادفی قدمام، با دو مدل  11شده در فصل  پرداخت

نشان داد كه در هر دو مثلث  ای محاسبه شد؛ نتايج دومتغیره و مدل نردبان زنجیره

دومتغیره از مدل نردبان استیودنت  ی tبا توزيع زدن تصادفی مدل قدمعملکرد 

درنظرگرفتن وابستگیهای بین مثلثهای تأخیر در  بنابراين؛ ای بهتر بوده است زنجیره

واگرايی  بر اساس، علاوه بهتری منجر شود.  تواند به نتايج دقیق محاسبة ذخاير می

 .شدندشناسايی  توأم پسینی هایهای مؤثر بر توزيع نمونه ،لر لیب-كولبک

بیمة مركزی، روش محاسبة  85نامة شمارۀ  بنابراين با توجه به اينکه بر اساس آيین

يک  با درنظرگرفتنفقط ذخاير خسارات معوق در شركتهای بیمه در ايران محدود و 

واردكردن  به منظورشود كه  می تحقیق پیشنهاد ساس نتايج اينمثلث تأخیر است، بر ا

برای  استوار از روشهای بیزی وابستگیهای بین مثلثهای تأخیر در محاسبة ذخاير

. ستفاده شودای ا های مختلف بیمه بندی توأم خسارات معوق مربوط به رشته مدل

 بر آنالیز حساسیت ةيک مطالع ،پس از برازش مدلهاكه  شود همچنین پیشنهاد می

روشها و  .انجام شود های مؤثر شناسايی نمونه به منظورلر لیب-اساس واگرايی كولبک

محاسبه  OpenBUGS افزاری استاندارد بیزی مانند نرمآسانی با  معیارهای بیزی به

 شوند. می
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