
 

 

 

 

 
صندوق  یپرش رو ـ پخش ندیبراساس فرا یمستمر دیخر یبرا نهیزمان به

  یتصادف ریموو مرگ

 ∗یآران یحسن داداش
  ∗∗وحید مختاری

  چکیده

با  هایزین نظامگبا مشارکت معین، جایتگی های بازنشساخیر، در بسیاری از کشورها نظام ۀدر چند ده
متوجه  تربیش لیمایسک های با مشارکت معین، رتوجه به این که در نظامبا مزایای معین شده است.

 برای اعضا تگیو همچنین بعد از بازنشسستگی شاز بازن قبل در سبد مدیریت باشد،میاعضای صندوق 
انتخاب  ۀکرده و به مسئل فرض راشستگی ، دوران بعد از بازنمقالهدارای اهمیت بسیاری است. در این 

 مستمریسک که در کاهش ری (وران توزیع سرمایه)د گیزمان خرید مستمری بعد از بازنشست ۀبهین
مختلف های مدل در را مستمری خرید ۀبهین زمان ۀمسئل زیادی محققان. پردازیمیاهمیت دارد، م

مورد اوت متف جهت سه از مطالعه این. اندکرده بررسی مختلف مطلوبیت و برای توابع نیحرکت برآو
 ،کیریس ییپرش برای مدل کردن داراـ  پخشاز دینامیک  استفاده اولاً،. است گرفته قرار سیبرر

ش اقتصادی، ارز مطلوبیتیک  سازیبه جای ماکزیمم اً،دوم. است نیاستفاده از حرکت برآوجای به
 دهیمینشان م هوف ـ وینر ۀتجزی از استفاده با همچنین،. کنیمیبازاری جریان نقدی آینده را ماکزیمم م

 علاوه،به. شودمحدود می بازده ـ زمانۀ های بالا و یا پایین در دامناز کرانیکی  ۀوسیلبه تداوم ۀناحی که
 ۀرای محاسبروش بیک نهایت در .کنیممی استفاده ماکهام گامپرتز توزیع با غیرثابت میرومرگ از نرخ

 .شودمی احتمال خرید مستمری ارائه
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 مقدمه

 گیزند هایبرای حفظ استانداردبی حل مناسمستمری عمر با پرداخت ثابت راه خرید یک

کند. ایراد یدر برابر فقر در زمان پیری محافظت م است و اشخاص راگی بازنشست در زمان

آن مشروط به  هایناپذیری آن و این حقیقت است که پرداختبیمه، برگشت این نوع لیاص

 ۀبرپای لیها خدمات ماهای بیمه یا بانکر شرکتیگد از طرف .کننده استبقای دریافت

اند شده حیها برای افرادی طرادهند. این صندوقیارائه م گذاری مشترکهای سرمایهصندوق

هستند. در  خود گذاریبالاتری از سرمایه رشد مقابل تری دربیش که حاضر به پذیرش ریسک

 دهند که افراد باید قبل ازمیقیقت ارائه این ح از عیمدارک وسی لیاین زمینه مطالعات قب

 آید اینیکه پیش م لیصورت سواگذاری کنند. در اینسرمایهیی هاطرح در چنینستگی بازنش

مستمری عمر تعویض کنیم یا نه؟ در صورت  را با یک گذاریاست که آیا چنین سرمایه

 کنیم؟ مبادرت به انجام این کار نیتعویض چه زما

 ۀاند. مقالکردهسی خرید مستمری را برر ۀهای مختلف مسئلاز جنبه مقالات متعددی 

 برای ارث گذاشتن ندارند، بهتر ایزهانگیکه صی اشخا نشان داد (Yaari, 1965)ی یار معروف

ک با مدل کردن دینامی (Milevsky, 1998) کیثروتشان مستمری بخرند. میلوس ۀهم است با

خیر اً آمیز بودن تاحتمال موفقیت CIR ۀهای بهرز نرخو استفاده انی صندوق روی حرکت برآو

گذاری انجام که سرمایه نیخرید مستمری را تا زما نییع .کرد سیدر خرید مستمری را برر

 رهاینات و دیوالد خیر انداخت.أباشد، به ت مستمری داشتهک شده درآمدی حداقل برابر با ی

(Hainaut, and Devolder, 2006)  ۀعددی دربارسی سازی مطلوبیت را با بررماکزیمم ۀمسئلیک 

 رانشمکاو همیلوسکی . ارائه دادند لیما هاییها و دارایتخصیص بهینه بین مستمری

(Milevsky, Moore, and Young, 2006) گذاری بهینه و استراتژی خرید مستمری را سرمایه

صفر رسیدن کردن احتمال به نیممیهدفش م که اندکرده سیای برربرای شخص بازنشسته

برای  اند که در حال حاضرای را فرض کردهبازنشسته خود مدل ها درآن .باشدیاش مسرمایه

دنبال هندارد و ب فیکا ۀمطلوبش را تأمین کند، سرمای خرید مستمری عمری که بتواند مصرف
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کردن احتمال یمم نیم خرید مستمری برای ۀبهین همچنین استراتژی و ییتخصیص بهینه دارا

 کینتواند مصرف مطلوبش را با  کهنی از دست دادن ثروتش است. بنابراین شخص تا زما

 ییدارا در این مدل دینامیک) مستمری عمر پوشش دهد اقدام به خرید مستمری نخواهد کرد

 (.کندیپیروی م سیهند نیحرکت برآو ز یکسکی اری

گذاری بهینه را برای شخص خرید مستمری و سرمایه ۀزمان بهین (Stabile, 2006) استبیل 

 هیچ و با توابع مطلوبیت -یا -گذاری همهسرمایه ثابت در قالبرایی با نیروی می ایبازنشسته

که شخص  تیدهد درحالیدهد. او نشان میارائه مبازنشستگی  برای دوران قبل و بعد از مختلف،

که  نیبه تعویق انداختن خرید مستمری تا زما باشد گریزریسک لیدر مورد خرید مستمری خی

 ن در نظریزه به ارث گذاشتنگا استبیل، برسد، بهینه است. در مقالهصی او به مرز نامشخ ۀسرمای

 وجود ندارد و هدف شخص، ماکزیمم کردن لیل انتقال بین نسشکشود. بنابراین میگرفته نم

های گذاری و جریان پرداختهمطلوبیت مصرف مورد انتظار در طول سرمای ۀشد تنزیل

 یکثابت و دینام ۀزمان خرید مستمری است. نرخ مخاطر از میزان مصرف و مستمری با استفاده

 برای فیهمچنین توابع مطلوبیت مختل شود.یبندی ممدلنی با حرکت برآوایی ریسکی دار

 Milevsky, and) گیانسکی و میلو .درنظر گرفته شده استتگی بازنشس دوران قبل و بعد از

Young, 2007) تریینند با این تفاوت که فرضیات آماری واقعکمیرا تحلیل  استبیل ۀنیز مسئل 

 ۀهای بهینکنند و استراتژییم استفادهشی افزای ییگیرند. برای مثال از نیروی میرایرا درنظر م

همه یا هیچ و  گذاری در دو حالتهای سرمایهمستمری را برای ماکزیمم کردن بازده خرید

ر قرا سیتواند با درصدی از ثروتش مستمری بخرد مقایسه و مورد برریم که شخصتی حال

مستمری با خرید ۀ زمان بهین ۀدربار (Emms, and Haberman, 2008) دهند. امس و هابرمنیم

 بر حرکت نیصندوق مبت و یک ومیر گامپرتززیان و با استفاده از تابع مرگسازی تابع نیممیم

با استفاده  (Gerrard, Højgaard, and Vigna, 2012) رانشمکاو ه اند. جراردکرده بحث نیبرآو

مشخص  زمان گذاری بهینه را تا یکسرمایه ۀتابع هدف، مسئل یک ۀبرپای عیضرر مرب از تابع

 ,Di Giacinto) رانشمکادی جیاچینتو و ه ۀمقال ۀکنند. در ادامیم سیبرر خرید مستمری



 

 

011 

 

Federico, Gozzi, and Vigna, 2014) حی فرایند ثروت طرا برای لیسطح اطمینان حداقک ی

 .کندیحفظ مگی سترشککردند که صندوق را از خطر و

ک با ی لیگذاری مازمان بهینه برای تعویض سرمایه دنبال یکما به مقالهدر این  

که شخص در آن  لیما ییدارا است. اولاً  هستیم که از سه جهت قابل توجه مستمری عمر

ک یۀ وسیلبه سیهند نیجای حرکت برآوبهی( قبل از خرید مستمر) کندیگذاری مسرمایه

با شاخص  ییشود. کاربردهای عددی که در آن بازده دارایم بندیپرش مدلـ  فرآیند پخش

8١١S&P مدل ای که با نیبیها در مقایسه با پیشکه وجود پرش دهدیشود، نشان میتنظیم م

جای دهد. دوماً بهیتغییر م تعویض را ۀنقط ایطور قابل ملاحظهگیرد، بهیصورت م نیبرآو

زمان توقف، ارزش بازاری جریان  مطلوبیت اقتصادی، با استفاده از کردن یک ماکزیمم

 جاری، مفروضات مربوط به ۀقابل توجه مطالع ۀکنیم. سومین جنبیم نقدی آینده را ماکزیمم

باشد. نهایتاً یبرخلاف اکثر کارهای انجام شده وابسته به زمان م باشد کهیومیر منیروی مرگ

نرخ  تیوق .کندیم سیعددی احتمال خرید مستمری برر را برای تخمین شیرو مقالهاین 

 تیا ارزش بازاری اس باشد، هدف ماکزیمم کردن قیمت بدون ریسک ۀتنزیل برابر نرخ بهر

که این مسئله یآید. از آنجاییدست می مورد انتظار آینده بههاپرداخت ۀکه از تنزیل شد

ای در بستهحل نیمهراه یک مقالهدارد، این  ییایکگذاری اختیار آمرقیمت بایی هاشباهت

و و نککند که توسط بویارچییم پیشنهاد (EPV) حال مورد انتظار رهای ارزشگقالب عمل

گذاری اختیارهای قیمت برای (Boyarchenko, and Levendorskii, 2007)کی لوندوفس

دانیم کران یاز قبل م یایکگذاری اختیار آمریاند. اما برای قیمتتعریف شدهیی ایکآمر

 (،اختیار فروش) یمانع پایینک یا ی (اختیار خرید) ییمانع بالا اجرا یک ۀناحی ۀکنندمحدود

در ابتدا  توانیاین جنبه را نم ی،رد فعلککه در روییاست. درحال «بازده-زمان»در دامنۀ

 کند که شخص فرض بر اینیپیشنهاد م یدلیل اساس یک فیاز طر شناخته شده دانست.

شدن سرمایه در مراحل کم خاطر ترس ازضعیف عمل کرد، به یمال یکه اگر دارای گذارد

تداوم  ۀلت ناحیمستمری عمر تعویض کند. در این حا گذاری را با یکسرمایه بعد، بهتر است
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که  یر، زمانگطرف دی شود. ازمی محدود کران پایین در فضای زمان و بازده یک وسیلۀبه

 را تضمین کند، شخصی ای بالا باشد که خرید مستمری مطلوبهای صندوق به اندازهبازده

د دوکران بالا مح یک وسیلۀتداوم به کند که در این حالت ناحیۀیمستمری م اقدام به خرید

 یروش دو ناسازگار ارائه و به این مرزهای دو شود. در این مطالعه شرایط لازم برای وجودیم

به  هردو دلیل فوق برای خرید مستمری با توجه .آوریمیدست ما بهنهبرای محاسبۀآ

کند که در سپتامبر و اکتبر یبیان م قابل توجیه هستند. استنتون یمشاهدات تجرب

ماه  یک درگی بازنشست تر از متوسطبرابر بیش ا، سهکآمریی هوای های خطوطخلبان٨22١

دلیل رشد به گیاستریت این استقبال زیاد از بازنشستوال بازنشسته شدند. به گزارش مجلۀ

 .ثیر خود را روی افزایش مقادیر مستمری داشته استأبازار سهام در ماه جولای بوده که ت

است. در روز  ٨2١٣ی بعد از سقوط بازار سهام در سال مستمر طور مشابه افزایش خریدهایبه

ساخت هواپیما در  شرکت) شرکت لاکهید 6١١سهام بیش از ، ٨2١٣نوامبر  9 دوشنبه،

زود ی گهای بازنشستها، برگهکه بیشتر کارمندان این شرکتی درحال .پایین آمد (اکآمری

  (.انهل متداول ماهکتر از شسه برابر بیش اً تقریب)اکتبر ارائه داده بودند  4١را  خود امگهن

دهد یرا ارائه می مالی دارای دینامیک های زیر است: بخش اول:مقالۀ حاضر شامل بخش

کند، در مورد یگذاری مدر آن سرمایه مستمری اندازش را قبل از خریدکه شخص پس

 .کندیم یمعرفسازی را ماکزیمم کند و مسئلۀیومیر بحث ممفروضات مربوط به مرگ

ازی و سگسسته هایهوف را بیان و با استفاده از ترکیب روش -تجزیۀوینربخش دوم: 

 .کندیم یهوف، زمان بهینۀخرید مستمری را بررس -تجزیۀوینر

 .کندیم یهای مختلف را بررساحتمال خرید مستمری در سنبخش سوم: 

 شود. در این کار عددییگیری مکار عددی نتیجه یک وسیلۀحاضر به بخش چهارم: مقالۀ

 ۀاستفاده شده است و بازد ومیر کشور ایرانو نرخ مرگ ومیر گامپرتز ماکهاماز نرخ مرگ

 8١١S&Pروزانۀ هایماکزیمم روی بازده ینمایروش درست گذاری مشترک باصندوق سرمایه

حث در چند سناریو ب یخوبمحض بهی مقایسه با حرکت برآون تنظیم شده است. همچنین یک
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 .شده است

 مدل بازار مالی .1

د کنگذاری میگذاری مشترکی که شخص در آن سرمایهسرمایه ارزش و بازده صندوق

,Ω) یدر فضای احتمالات tXو  tW یبا فرآیندهای تصادف به ترتیب را ℱ, {ℱ}𝑡 , ℙ)  تعریف

 :شوندیفرمول زیر به هم مربوط م وسیلۀکنیم که بهیم

(1-1) 
( )

0 .tX

tW W e=  

 بندیمدلصورت زیر به دوم ۀمرتب یپرش نمای -فرآیند پخشک ی یبه وسیله tX بازده

پرش نسبت به فرایند  -پخش فرآیند ۀوسیلگذاری بهبندی بازده سرمایهمدل)شود یم

نیز  یهای واقعکه بازده تر است چراکگذاری نزدیسرمایه یبازده واقع به یحرکت برآون

 (:هستند دارای پرش

(1-2) ( ) ;t tdX dt dW Y dNtθ α σ= − + +  

، تلاطم و مقداری ثابت σ، های صندوقن بازدهگیمیان 00X ،θ= که در آن 
tW  حرکت

 ,Hainaut, and Deelstra) باشند. این مدل دریثابت م و مقداری یسود تقسیم نرخ αو ی برآون

 و ژوئن9١١4شده بین ژوئن مشاهده روزانۀ هایماکزیمم به دادهی نمایبا روش درست (2014

که در فصل کاربرد عددی از این پارامترها  برازش داده شده است  8١١S&Pاز شاخص  9١٨4

 ن راتوان آیتر باشد، مصندوق بزرگ هایین بازدهگبه میان نسبت α استفاده خواهیم کرد. اگر

رصدی درآمد متغیر که د مستمری متغیر تفسیر کرد. میزان اینک عنوان نرخ برداشت یا یبه

ها رداشتاز بی سبد دارد. ترکیبی به مدیریت اجرایگی باشد، بستیمصندوق  از ارزش بازاری

ت صور تواند ارزش حساب مستمری متغیر را به صفر کاهش دهد که در اینیم ول بازارزو ن

 های بسیاری روی نرخ برداشت از صندوقمقاله گذاری به پایان خواهد رسید.یهقرارداد سرما

باشد،  یمقداری منف αاگر  را از صندوق تضمین کنند. یاند تا میزان برداشت ثابتکار شده

ه نرخ کرد. توجه کنید ک تفسیری دوران تجمع یعنوان نرخ مشارکت، پرداختتوان آن را بهیم

قسمت پرش  .خواهد شد توضیح داده اً تواند وابسته به زمان باشد که بعدیمشارکت یا برداشت م
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شود که یبندی ممدل λبا شدت ثابت  Nt  فرآیند پواسونک ی ۀوسیلپرش به-پخش از فرآیند

زیر  یالگبا چ Yدومۀ مرتب یینمامتغیر وسیلۀها بهپرش است. میزان�̃�𝑡 اونیمستقل از حرکت بر

 :شودیتوزیع م

3)-(1 ( ) { } ( ) { }0 0
1 1 1 ,y y

Y y y
f y e eλ λλ λ

+ −+ − − −
≥ <= − −P P  

 ترتیب به که باشدی میمقدار ثابت منف −𝜆و  ثابت و مثبت هستند یمقدارها +𝜆و  ℙکه 

برابر است  Yانتظار  مورد مقدار. دهندیرا نشان م یینپا و به سمت بالا یینما یهاپرش احتمال

 :یپایین یعن های مورد انتظار به سمت بالا وین پرشنگدار از میامجموع وزن با

4)-(1 ( ) ( )1 1
1 .Y

λ λ+ −= + −E P P  

 :کردی صورت زیر بازنویستوان سرمایه شخص را بهیحال م

5)-(1 
( )

1

0 0 .

Nt

t j

jt

t W Y
X

tW W e W e
θ α σ

=

− + +∑
= =  

 Xt لاس ازر هستند، تبدیل لاپگدیککه فرآیندهای پخش و پرش مستقل از یباتوجه به این

ب باشد. تبدیل لاپلاس فرآیند پواسون مرکیبخش م ضرب تبدیل لاپلاس این دوبرابر حاصل

 :دست آمده استصورت زیر بهبه (Shreve, 2004) در مرجع

6)-(1 ( )( )
1

exp exp( 1 ,
tN

j Y

j

z Y t zλ φ
=

  
= −     

∑  

 به ترتیب −𝜉و  +𝜉فرض کنید ϕY(z) دست آوردنبرای بهاست.  Yتبدیل لاپلاس از  ϕY(z)که 

−λ  برایصورت اشند که در اینب −λو  +λ با شدتی متغیرهای نمای < z < λ+:خواهیم داشت 
𝜙𝑌(𝑧) =  ℙ 𝔼(exp(𝑧𝑌)) 

                                                              = ℙ 𝔼(exp(zξ+)) + (1 − ℙ)𝔼(exp(−zξ−)) 

                                                                              = ℙ
λ+

λ+−z
− (1 − ℙ)

λ−

z−λ−.                                    

(1-7) 
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 :آوریمیدست مبه صورت زیر به ψ(𝑧) را برحسب نمای مشخصۀآن Xt تبدیل لاپلاس
𝔼(𝑒𝑧𝑋𝑡) = 𝑒𝑡ψ(𝑧), 

 :صورت زیر استبه ψ(z) که در آن

ψ(𝑧) = (𝜃 − 𝛼)𝑧 +
1

2
𝑧2𝜎2 + ∫ (

+∞

−∞

𝑒𝑧𝑦

− 1)𝜆𝑓𝑌(𝑑𝑦)                                                                                         

= (𝜃 − 𝛼)𝑧 +
1

2
𝑧2𝜎2 + 𝜆(𝜙𝑦(𝑧)

− 1).                                                                                          (1 − 8) 

 ومیر و مدل بقاءاحتمالات مرگ

بهینه  (سن)زمان یک ایم که در گذاری را فرض کردهشخص سرمایه مطالعه، در این

ور طو به یعمر بخرد. سن بهینه به نیروی میرای مستمری یک ۀ خودسرمای خواهد با همۀیم

ناآگاه  از آن شخص که شرکت بیمه یهمه به وضعیت سلامت تر ازبه جنسیت او و مهم یبدیه

ها نسبت به شده یرها یا همان بیمهگب گفت حقوق توانیدارد. در حقیقت، مگی است، بست

خودشان دارند و نیازهای خود را مطابق آن ی زندگبه تری از امید بیش های بیمه اطلاعشرکت

 ها،یرگبشرکت بیمه و حقوق نامتقارن بین کنند. برای مشخص کردن این اطلاعاتیتنظیم م

ی واقع ومیرکند متفاوت با نرخ مرگیومیری را که شرکت بیمه تعیین منرخ مرگ

دهیم که ینمایش م  𝜏𝑑شخص را با یرها درنظر خواهیم گرفت. زمان مرگگبحقوق

,Ω)ی ن در فضای احتمالاتگفرآیند پواسون ناهم وسیلۀیکبه ℱ, {ℱ}𝑡ℙ) شودیم بندیدلم. 

ومیر نامیده نرخ مرگشدت این فرآیند را که  کرده وفرض �̃�𝑡 و 𝑁𝑡ز فرآیند مرگ را مستقل ا

دهیم. با این مفروضات، احتمال یتابع معین از زمان است، نشان م که یک μ(t) شود بایم

صورت زیر نمایش داده بماند به ر زندهگسال دی 𝑢ساله در زمان صفر،  η شخص ه یککاین

 :شودیم

                                                    u pη = ℙ(𝜏𝑑 > u)

= 𝑒− ∫ 𝜇(𝜂+𝑠)𝑑𝑠
𝑢

0 ,                                           (1 − 9) 
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سال آینده بمیرد برابر است با u ه همان شخص در طولکو احتمال این

 . 1u uq pη η= uمشتق  ،u زمان مرگ دری احتمال آن این برلاوهع− qη ه نسبت بu 

 یزمان ساله در بازۀη  شخصک ی هکر، احتمال اینگعبارت دیشود. بهیتعریف م

 (u, u + du)صورت زیر استبمیرد به: 

                                                     
𝜕

𝜕𝑢 u qη

= 𝜇(𝜂 + 𝑢)𝑒− ∫ 𝜇(𝜂+𝑠)𝑑𝑠
𝑢

0 𝑑𝑢.                                     (1 − 10) 

یک نرخ تنزیل ثابت باشد. ارزش حال مورد انتظار از یک مستمری عمر،  ρ فرض کنید

 :شودیصورت زیر تعریف متا زمان مرگ شخص به t از زمان یواحد پولک با پرداخت ی
                                                       �̅�𝜂+𝑡

= ∫ 𝑒−ρ(s−t)
𝑇𝑚

𝑡
s t tpη− + ds,                                             (1 − 11) 

 میرور، شرکت بیمه با نرخ مرگگدی انسان است. از طرفر یک عم حداکثر طول mTکه 

tfو𝜇𝑡𝑓(𝑡)  که به ترتیب با ییتابع بقاو 

u pη = 𝑒− ∫ 𝜇𝑡𝑓(𝜂+𝑧)𝑑𝑧
𝑢

0
شود، کار ینشان داده م  

 یومیر تجرببراساس مرگ اطلاعات را از مشاهدات آماری، مثلاً  های بیمه اینکند. شرکتیم

که متفاوت از اطلاعات شخص واحد است. اگر نرخ  آورندیدست مکشور بهک جمعیت ی

ضریب مستمری تعریف کنیم،  𝜌𝑡𝑓 شود بایم شرکت بیمه تضمین وسیلۀبه ای را کهبهره

 :صورت زیر خواهد بودبه
                                                        a̅η+t

tf

= ∫ e−ρtf(s−t)
Tm

t

tf

s t tpη− + ds.                                         (1 − 12) 

شود. یین متعیفوق ضریب  ۀوسیلبه شخص بعد از خرید مستمری به یمیزان حقوق پرداخت

عنوان مستمری برای شخص مستمری بخرد. جریان نقدی که به t فرض کنید شخص در زمان

 :دهیمینشان م 𝐵η+t شود، بایپرداخت م

)1 − 13( 
1

,
1

t
t tf

t

W K
B

a
η

η
+

+

−
=

−ò
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باشد  K>0 تواند به دو صورت بیان شود. اگریم Kبارگذاری تجاری است و ک ی ϵدر اینجا 

 .گیریمینظر م ری دمشوق مالیاتک باشد، آن را ی K<0 اگر الزحمه وحق عنوانبه

های مستمری، با قیمت ارزش حال مورد انتظار از پرداخت نسبت زیر برای مقایسۀ

 .رودیکار ممستمری به شده برایپرداخت

)1 − 14( 
1

( ) .
1

s

tf

s

a
f s

a

η

η

+

+

=
−ò

  

گذاری متبرای قی ومیری که شرکت بیمهنرخ مرگ به تفاوت بین مستقیماً نسبت فوق 

 یشود. برای شخصیخریدار مربوط م شخص یومیر واقعبرد با نرخ مرگیکار ممستمری به

است  ٨١١٪   زا تربزرگ تابع جامعه دارد، این یین سلامتنگتری نسبت به میابیش یکه سلامت

در باشد. یقیمت م که شرکت بیمه برای مستمری تعیین کرده، برای این شخص زیری و قیمت

 .خردیم تری مستمری عمربا احتمال بیش یی نشان خواهیم داد چنین شخصعدد بخش کاربرد

جامعه برخوردار  یین سلامتگتری نسبت به میانپایینتی که از سلامی ر برای شخصیگاز طرف د

ای این شخص عمر برۀ گذاری بیماست. در این حالت قیمت ٨١١ ٪تر از کم f(s) تابع .است

عددی نیز خواهیم دید، چنین  طور که در بخش کاربردباشد. همانیعادلانه م بالاتر از قیمت

 .برای خرید زودتر مستمری دارد اشتیاق کمتریی شخص

 تابع هدف

برای خریدار مستمری در نظر گرفتیم شامل دو مرحله است.  که گذاریسیاست سرمایه

 یگذاری کرده و سود تقسیمخود را در بازار سرمایهصندوق  شخص سرمایۀ اول، ۀدر مرحل

گذراند یم خود را یکند و امورات زندگیمستمری متغیر را دریافت میک ر گسبد یا به بیان دی

وی به ذینفع او به ارث خواهد  گذار فوت کند سرمایۀسرمایه که در این مرحله اگر شخص

شود. اول یدوم م یابد و شخص وارد مرحلۀیپایان م از حالات زیرکی اول در ی رسید. دورۀ

موجود درصندوق به حدی  کرده و سرمایۀ عمل خوب یگذاری شخص خیلکه سبد سرمایهاین
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عیف ض گذاری شخصکه سبد سرمایهمستمری خوب بخرد و دوم اینیک برسد که بتواند 

ا گذاری یزیان بیش از حد مجبور به ترک سرمایه عمل کند و او برای جلوگیری از ضرر و

صندوق مستمری بخرد و وارد مرحله دوم  موجود در ۀو با سرمای اول سیاست کرده همان دورۀ

 یتخود را با حقوق یا مستمری ثاب عمری صورت مابقگذاری شود که در ایناز سیاست سرمایه

 .کندیخواهد گذرانید که از بیمه دریافت م

جریان  شدۀتنزیل (کنیم که ارزش بازارییگذاری را طوری انتخاب متوقف سرمایه زمان

 نرخ تنزیل استفاده شده در محاسبات را .شخص ماکزیمم شود گذاریسبد سرمایه )نقدی آینده

تفاده اسی فاکتور تنزیل نمای محاسبات از یگیریم و برای سادگیدر نظر م ρثابت و برابر با 

 کنیم که به سن ویتعریف م τخرد با یای را که شخص مستمری مزمان یا لحظه .کنیمیم

ت. تجاری اس یاز مشاهدات عمل شیول ناگی اصندوق او وابسته است. وابست موجود در سرمایۀ

به منظور کاهش خطر انتخاب بد از فروختن مستمری به افراد  درعمل های بیمهدرواقع، شرکت

سن را با کنند. اینیمسن خودداری م
mT η+ شخص یک  ییعن دهیم.ینشان مη  ساله در زمان

صفر، بعد از
mT ر، اوگعبارت دیسن خود خواهد رسید. بهم سال به ماکسیم

mT دارد  سال وقت

. پس کندیبیمه از فروختن مستمری به او خودداری م که مستمری بخرد و پس از آن شرکت

گذاری که در بالا ذکر شد تمام شود و سرمایه اول سیاست باید دورۀ به این سنقبل از رسیدن 

بازده  -زمان ای در دامنۀاز مرز ناشناخته گذاری شخصسبد سرمایهی مال ۀکار باید بازدبرای این

 را که در bt از رسیدن به قبل دهیم. ناحیۀیشان من 𝑏𝑡ا ذرد. این کران را بگب یدارای

, 0]دامنۀ �̃�𝑚] × ℝ قراردارد باC انداختن خرید  دهیم که در این ناحیه به تعویقینشان م

ۀمل ناحیکم گویند. در ادامه بحثیاستمرار م تداوم یا ناحیۀ ناحیۀ را Cباشدیمستمری بهینه م

C  را باC نشان خواهیم داد. 

کند،  گذاری را متوقفشود شخص سرمایهیکه باعث م یدلیل اصلک که گفته شد یچنان

 یلۀوستداوم باید به شخص است. در این حالت ناحیۀ گذاریکردن سبد سرمایه ضعیف عمل

 :داریم Cۀمحدود شود. پس برای ناحی کران پایینک ی
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 ( ){ }0, | 0 , .x

m tt x t T W e b= ≤ ≤ ≥C  

ــتــمری ز ــئـلـه یـا هــمــان زمــان خــریــد مس ــورتبــه τمـان تـوقـف مس  ص

{ }inf | ,s s ms W b s t T≤ ≥ ری که منجر به توقف گما تنها دلیل دیا .شــودیم تعریف ∧

 صــندوق است که بتواندۀ ســرمای یشـود افزایش کافیگذاری و خرید مسـتمری مسـرمایه

کران ک یۀ وسیلباید به Cۀصورت ناحیرا برای شخص فراهم کند. در این یمسـتمری معقول

 .بالا محدود شود
 ( ){ }0, | 0 , .x

m tt x t T W e b= ≤ ≤ ≤C  

}به صورت τزمان خرید مستمری  }inf | ,s s ms W b s t T≥ ≥  .شودیتعریف م ∧

, 0]دامنۀی یا بخش پایینی بخش بالای Cتوان مشخص کرد کهیدر این مرحله نم T̃m] ×

ℝ توان حدس زد که تعاریف بالا براییمی است ولC باهم ناسازگار هستند. 

t هایگذاری شخص در زمانسرمایهی هدف ما در این بخش، بررس ≤ T̃m  است تا مرز

ریان نقدی ج شدۀارزش بازاری را که تنزیلتعیین کنیم.  کننده ارزش بازاری سبد او راماکزیمم

, 𝑉(𝑡 آینده است با 𝑋𝑡) کنیمیصورت زیر تعریف منشان داده و به: 
15)-(1

 ( ) ( )
( )

( )
( )( , ) max | .( )d m d

d

dd m mm d

T ts t s t

t s tT Tt T
V t X e W ds e W e B

τ τ τρ τρ ρ
ττ τ η ττ ττ

α
∧ ∧ − −− − − −

≤ ∧ + ∧∧ ∧
= + +∫ ∫E 1 F   

 تابع ارزش رده باشدکگذاری خود را به مستمری تبدیل نسرمایه T̃m اگر شخص تا زمان

 صورت زیر خواهد بود:به

 
( )( )( , ) | .

d m

m m m
m d

s T

m T T TT
V T X e B ds F

τ ρ

ητ

− −

+∧
= ∫E  

مستقل است،  Xtیهای مالاز فیلتر تولید شده توسط بازده  𝜏𝑑که زمان مرگباتوجه به این

𝑡 برای تابع ارزش ≤ �̃�𝑚شودیمی صورت زیر بازنویسبه: 



019 

 

 

 

 به
ان

زم
 نهی

 یبرا
 دیخر

مر
ست

م
 ی

فرا
س 

سا
برا

ی
 ند

ش ـ
پخ

 
رو

ش 
پر

 ی
گ

مر
 و 

وق
ند

ص
 ریمو

ادف
ص

ت
 ی

16)-(1

 ( ) ( )

( ( )) ( ( ))

( , ) max

max ( ( )) ( ) ( ) |

( ( ) )

( ).

m m

m
m

s Tm
m

t t

m

T T
s t s t

t s t t s tTt T

T u

s t t s t t

du u du

s m tTt

V t X e p W ds e B ds
s

e s W ds e W K f

q p

T

τ

τ ρ ρ
η η τττ

τ ρ µ η ρ µ η

ττ

η ηα

α µ η τ
∧

∧ − − − −
− + + ∧∧− +

∧ − + + − + +

− +

∧

∂
= + +

∂

∫ ∫= + + + − ∧

∫ ∫

∫

E

E

∣F

F

  

)تابع ارزش برابر �̃�𝑚برای زمان ) ( )( , )
m m

m mT T
V T X W K f Tτ ∧= البته )است  −

 .(باشد مستمری خریده نشده T̃mاگر تا زمان

 فرم کلاسیک تابع ارزش

𝑡ی زمان تابع ارزش روی بازۀی از نظر کنترل تصادف ≤ 𝑠 ≤ �̃�𝑚 اه معادلات گاز حل دست

 :(Fleming, and Rishel, 1975) آیدیم دستمرز داده شده به زیر با
17)-(1

 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

,
, ,

, ,

, , ,

t

t

x X

t

x X

t

V s x
s V s x V s x

s

s W e s x

V s x W e K f s s x

ρ µ η

α µ η −

−

∂
− + + + ∂ = − + + ∀ ∈


= − ∀ ∈



L

C

C

 

 :شودیم صورت زیر تعریفاست و به 𝑋𝑡فرآیند کنهایت کوچیمولد ب ℒu(x)که
                                  

( ) ( ) ( ) ( )( )
2

2

2

1
,

2

u u
u x u x y u x

x x
θ α σ λ∂ ∂

= − + + + −
∂ ∂

EL                   

(1-18) 

)و  ) ( ) ( ),
m

m mT
V T x W K f T= شرط  (مستمری خریده نشود T̃m اگر قبل از) −

 .باشدیاه معادلات فوق مگحل دست برای ینهای

 یپرش و حرکت برآون -پخشیک خرید مستمری برای دینام مرز بهینۀ .2
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 هوف -تجزیۀ وینر

 ۀوسیلانتظار بههای ارزش حال موردگرهوف برای عمل ـ از تجزیۀوینری اصول ابتدای   

کی نرخ بهره بدون ریس q>0 فرض کنیدشده است.  تعریفی خوببهکی لوندوفس و وکبویارچین

 :شودیصورت زیر تعریف مبه 𝑔(𝑋𝑡)نمورد انتظار برای جریار ارزش حال لگعم .باشد

1)-(2 
0

( )( ) ( ( ) ),x qt

q tg x q e g X dt
∞ −= ∫E E  

ی در حالت کلکه 
0( ( )) ( ( ) | )x

t tg X g X X x= =E E .یبرای تابع نمایg(x) =

ezx گیری مستقیم داریمرالگانت و لوی با استفاده از نمای: 

2)-(2 
0

( )( ) ( ( ) ) .
( )

zx
x qt

q t

qe
g x q e g X dt

q zψ
∞ −= =

−∫E E  

ψ(𝑧) باشد به شرطی حقیق 𝑧 اگرآخرین تساوی  − 𝑞 < مختلط 𝑧 رقرار است و اگرب 0

ψ(𝑅𝑒 𝑧) باشد به شرط − 𝑞 <  .برقرار است 0

 توابع
0

supt s
s t

X X
≤ ≤

و  =
0
inft s

s t
X X

≤ ≤
 𝑋𝑠 را به ترتیب سوپریمم و اینفیمم فرآیند =

,0]ی روی بازۀزمان 𝑡] را بای نمایی زمان تصادفک اگر ی یرید.گدر نظر ب Γ  نشان دهیم که

𝑋0 کهی هوف در حالت-است تجزیۀوینرq  برابر بای دارای شدت = 𝑧 باشد برای 0 ∈ 𝑖ℝ 

 :شودیصورت زیر تعریف مبه

3)-(2 
0 0 0( ) ( ) ( ).

zX zX zXe e eΓ Γ Γ=E E E 

Xرابطۀ فوق با وجود رابطۀ X X XΓ Γ Γ Γ= + Xبودن و مستقل  − Γ  وX XΓ Γ− 

Xاز یکدیگر و این حقیقت که  Γ  وX XΓ Γ− .هم توزیع هستند قابل اثبات است 

 :کنیمیم ینمادگذار یرصورت زهوف را به -ینرویۀ تجز یفاکتورها

4)-(2 

0 0

0

0 0

0

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ).

s

s

zX zXqs

q

zX zXqs

q

z q e e ds E e

z q e e ds E e

κ

κ

Γ

Γ

∞+ −

∞− −

= =

= =

∫
∫

E

E
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)0از آنجا که  ) ( ( ))zXe q q zψΓ = −E، صورت زیر هوف را به-توان تجزیۀوینرمی

 نمایش داد:

5)-(2 ( ) ( ).
( )

q q

q
z z

q z
κ κ

ψ
+ −=

−
  

)برای هرتابع )g  :شوندیصورت زیر تعریف مبه EPVرهای گعمل ℂ تعریف شده روی ⋅

6)-(2 

( )
( )
( )

0

0

0

( ) ( ( ) ),

( ) ( ( ) ),

( ) ( ( ) ).

x qs

q s

x qs

q s

x qs

q s

g x q e g X ds

g x q e g X ds

g x q e g X ds

∞ −

∞+ −

∞− −

=

=

=

∫
∫
∫

E

E

E

E

E

E

  

)هوف -فاکتورهای وینربا استفاده از  )q zκ )و  + )q zκ تابع برای  2)-(4ر تعریف شده د −

 
.( ) zg e⋅ z  که در آن= ∈ iℝ توان نوشتیم: 

7)-(2 ( )
( )

.

.

.

( )( ) ,
( )

( ) ( ),

( ) ( ).

z zx

q

z zx

q q

z zx

q q

q
e x e

q z

e x e z

e x e z

ψ

κ

κ

+ +

− −

=
−

=

=

E

E

E

  

 :آوریمیدست مبه (3-2) بنابراین با استفاده از
 . . .( ) ( ) ( ).z z z

q q q q qe e e+ − − += =E E E E E  

)1نتیجه گرفت  توانیاز موارد فوق م    )q q −= −E L  کهℒ نهایت کوچکمولد بی𝑋𝑡 

1است همچنین  1 1( ) ( )q q q

− + − − −=E E E 1و 1 1( ) ( )q q q

− − − + −=E E E  که در ادامه از آنها استفاده

و و کبویارچین ای ندارند.فرمول بستههوف - فاکتورهای وینری در حالت کلخواهیم کرد. 

اند وانستهفرد هستند و تهوف منحصر به-وینر اند، فاکتورهای تجزیۀثابت کردهکی لوندوفس

𝑞آنها را از تجزیۀ − 𝜓(𝑧) ایبین دو چند جمله دست آورند که نسبتبه𝑃(𝑧) و 𝑄(𝑧) است: 
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8)-(2 ( )
( ) .

( )

P z
q z

Q z
ψ− =  

 .چهار است ۀای از مرتبچند جملهیک  𝑃(𝑧) صورت کسر فوق، یعنی
 2 21

( ) (( ) )( )( ) ( ) (1 ) ( ),
2

P z z z q z z z zθ α σ λ λ λ λ λ λ λ λ λ+ − + − − += − − + − − − − − − + − −P P  

 :باشدیحاصلضرب زیر مQ(z) و مخرج کسر
 ( ) ( )( ),Q z z zλ λ+ −= − −  

)هستند. نسبت Q(z)ی های مثبت و منفبه ترتیب ریشه −𝜆و +𝜆که  )( )
P

z
Q

دارای دو  

ری در نیم گها در نیم صفحه چپ و دیاز مجانب است. یکیQ(z) هایدر ریشه مجانب، واقع

 :دارند. با توجه به موارد زیر صفحه راست قرار

(0) 0q ψ− )و < )q zψ− zوقتی که ∞−→ 0zو  ∞±→ λ+→ و  −
0z λ−→ + 

)از طرفی  )q zψ− 0zوقتی که  ∞+→ λ−→ 0zو  − λ+→ + 

ی حقیقۀدارای چهار ریشی یعنکند. را قطع می xچهاربار محور  P(z) توان نتیجه گرفتمی

است که به ترتیب بای منف رگمثبت و دوتای دی هااست. دوتا از ریشه
kβ
و +

kβ
 k=1,2که −

 .باشدیصورت زیر مها بهریشه دهیم. ترتیب اینینشان م
 

2 1 1 20 .β λ β β λ β− − − + + +< < < < < < 

)ۀفرد هستند با تجزیهوف منحصر به -که فاکتورهای وینربا توجه به این )( )
P

z
Q

با  

 ها داریم:استفاده از ریشه

9)-(2 

2

1

2

1

( ) ,

( ) .

k
q

k k

k
q

k k

z
z

z

z
z

z

βλκ
λ β

βλκ
λ β

++
+

+ +
=

−−
−

− −
=

−
=

−

−
=

−

∏

∏
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 :صورت زیر نیز نمایش دادهوف را به -توان فاکتورهای وینریم

10)-(2 1 2
1 2

1 2

( ) ,q z a a
z z

β βκ
β β

± ±
± ± ±

± ±= +
− −

  

در آن ضرایبکه 
1a± و

2a± زیر است صورتبه: 

11)-(2 2 1 1 2
1 2

1 2 2 1

( ) ( )
; .

( ) ( )
a a

β β λ β β λ
λ β β λ β β

± ± ± ± ± ±
± ±

± ± ± ± ± ±

− −
= =

− −
  

qرهایگو در نهایت عمل

+E وq

−E پذیربرای تابع اندازه( )g های زیر رالگانتۀوسیلبه ⋅

 .آیندیدست مبه
12)-(2

 
( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

2 2

0
1 1

2 20

1 1

,

( ) ( ) .

j j

j j

y x y

q j j j j
x

j j

xy x y

q j j j j

j j

g x a e g x y dy a e g y dy

g x a e g x y dy a e g y dy

β β

β β

β β

β β

+ +

− −

+∞ +∞− − −+ + + + +

= =

− − −− − − − −

−∞ −∞
= =

= + =

= − + = −

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑∫ ∫

E

E

  

)یها برای توابع نمایاین فرمولتوان نشان داد که یمی راحتبه    ) zxg x e=  و هر

های بعدی استفاده خواهند در بخشهای فوق عبارت .برقرار هستندی نمای از توابعی ترکیب خط

 .شد

 سازی زمانگسسته

]یزمان ۀباز    , ]mt T را به n صورتبهی زمانۀزیرباز
0 1 n mt t t t T= < <…< = 

tبیننی زما ۀکنیم و فاصلیسازی مگسسته j
و 

1t j را با +
j∆ های دهیم. روی این بازهیم نشان

)توابعی زمان ( ))sρ µ η+ کار  ۀدر ادامی مقادیری ثابت هستند که برای سادگbs و +

 :دهیمیصورت زیر نمایش مبه

13)-(2 
1

1

( ( )) ( ), [ , ],

, [ , ]

 

 ,

j j j

s j j j

s s t t

b b s t t

ρ µ η ρ µ +

+

+ + = + ∈
 = ∈

  

)که )j jtµ µ η= bو + =b
jj t .کارۀهمچنین در ادامV(t ,x)j

vرا با  (x)j
f(tو  )j
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fرا با j
تابع ارزش نسبت به زمان را با ی مشتق جزئ 1)-(17 اهگخواهیم داد. در دست نمایش 

رنتیجه شکل د کنیمیزین مگجایی اول با روش تفاضلات متناه ۀمرتب استفاده از تعریف مشتق

 صورت زیر خواهد بود:سیستم به ۀزمان گسست
14)-(2

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
1 1 , ,

, ,

t

t

x X

j j j j j j j t

x X

j t j

v x v x W e j x

v x W e K f j x

ρ µ α µ −
+

−

 − + ∆ + −∆ = − + ∆ ∀ ∈


= − ∀ ∈

L C

C

  

)که ) ( )tx X

n t nv x W e K f
−=  شرط نهایی برای حل آن است. −

صورت زیر تعریف تابع جدیدی به  (EPV) رهایگمنظور حل سیستم با استفاده از عملبه

 :کنیمیم

                                          

)15-(2                                    
( )

( ) ( ) ( ) ,tx X

j j t jv x v x W e K f
−= − − 

عمر  یمستمر یک یآن یدو ارزش خر گذارییهسرما یاستارزش س ینتفاوت بکه 

)یعبارت. به باشدیم )jv x ۀیناح یاست و رو یمستمر یدخر یارانداختن اخت یرخأارزش به ت

C .نهایت کوچک با دخالت تابع اخیر و مولد بی مثبت است𝑋𝑡 2)-(14اول سیستم ۀ در معادل 

 دست خواهیم آورد:به
 

( )2

1

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( (1) 1)

2

1
( ) ( , ) .

( ) ( ( ))

( )

tx X

j j j j j j Y t

j j j

j j

j

v x v x f W e

f K j x

ρ µ α µ ρ µ θ α σ λ φ

ρ µ

−
++ + − = − − + + + + − − − − −

∆ ∆ ∆

+ + + ∀ ∈
∆

L

C

 

 (2-16) 

که
jδ های زمانیدر بازه

1[t ,t ]j j  شود:صورت زیر تعریف میمقداری ثابت است و به +

(2-17) 

21 1
: ( ) ( ) ( (1) 1) .

2
( )j j j j Y

j

fδ α µ ρ µ θ α σ λ φ= − + + + + − − − − −
∆
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 با: شودیبرابر م یو شرط مرز
18)-(2 ( ) 0 ( , ) .jv x j x= ∀ ∈C  

درپی ارائه از توابع پی EPVهای زیر و عملگرهای حلی با استفاده از گزارهتوان راهحال می

 .((٨428های زیر مراجعه کنید به )داداشی آرانی و مختاری، داد )برای اثبات تمامی گزاره

 7.0گزاره 

)تابع یدفرض کن )jg  :یمکن یفتعر یرصورت زرا به ⋅

19)-(2 1 0

1
( ) ( ) ,x

j j j j j

j

g x v x W e q f Kδ+= − +
∆

  

که در آن
1

( )j j

j

q ρ µ= + +
∆

. 

)اگر )jg t باشد، تابع ارزش در زمان ینزول ⋅ j
 برابر است با:

20)-(2 
0

1

0 ( , ln / ]( ) ( ) ( 1 )( ),
j j j

x

j j j q b W q jv x W e K f q g x− + −
−∞= − + E E  

,0] ای ازصفحهنیم Cتداومۀ یو ناح �̃�𝑚] × 𝑅 مرز یرو ز
0

ln( )
jb

W
 است. 

)اگر )jg t باشد، تابع ارزش در زمان یصعود ⋅ j
 برابر است با:

21)-(2 
0

1

0 [ln / , )( ) ( ) ( 1 )( ),
j j j

x

j j j q b W q jv x W e K f q g x− − +
+∞= − + E E  

,0]از یاصفحه یمن C تداومۀ یو ناح �̃�𝑚] × 𝑅  مرز یو بالا
0

ln( )
jb

W
 است. 

فرض کنید
kβ
)صورت کسر هاییشهر k=1,2که± )jq zψ− و

ka± کهk=1,2 

 یرز یۀقض در EPVی عملگرها یبرا یلیتحل یباشند. آنگاه عبارت (11-2)شده در تعریفضرایب 

 ینهبه یمرزها ییشناسا یبرا EPVی عملگرها یعدد ۀمحاسب یبرا ییهاروش . بعداً شودیم یانب

 ارائه خواهد شد.

 7.7گزاره 
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)مقدار )
jq jg x−E و( )

jq jg x+E است یرصورت زبه: 

22)-(2 

2

, 1 0

1

2

, 1 0

1

1
( )( ) ( ) (1) ,

1
( )( ) ( ) (1) ,

j j

j j

x

q j k k k j j q j j

kj

x

q j k k k j j q j j

kj

g x a w x W e q f K

g x a w x W e q f K

β δ κ

β δ κ

− − − − −
+

=

+ + + + +
+

=

= − − +
∆

= − +
∆

∑

∑

E

E

  

,که توابع 1( )k jw −
+ ,و ⋅ 1( )k jw +

+  :شوندیم یفتعر یرصورت زبه ⋅

23)-(2 
, 1 1

, 1 1

( ) ( ) ,

( ) ( ) .

k k

k k

x
x y

k j j

x y

k j j
x

w e e v y dy

w e e v y dy

β β

β β

− −

+ +

−−
+ +−∞

+∞ −+
+ +

⋅ =

⋅ =

∫
∫

  

,دست آوردنمنظور بهها، بهرالگانتۀهای عددی برای محاسبتوان از روشیم 1( )k jw −
+ ⋅ 

,و 1( )k jw +
+  استفاده کرد. ⋅

)تواند وابسته به زمانیم αبرداشت یانرخ مشارکت  نکته: )tα صورت  ینباشد. در ا

)توانیم )tα یزمان یهاکرد که در بازه یفتعری اتابع پله یکصورت را به
1[t ,t ]j j + 

)یگذاریاست و با جا یتثا یمقدار )tα یجاهبα یفدر تعر
jδ آمده  دستبه یجتمام نتا

 درست خواهند بود.

 7.5نتیجۀ 

)وقتی )jg نهیباشد، آنگاه مرز به یشهر یکبا  یصعود یا یتابع نزول یک یبترتبه ⋅

0

ln
j

j

b
h

W

∗  .آیدیدست مبه یراز حل معادلات ز یبترتبه =
24)-(2

 

2

, 1 0

1

2

, 1 0

1

1
( )( ) ( ) (1) 0,

1
( )( ) ( ) (1) 0.

j

j j

j

j j

h

q j j k k k j j j q j j

kj

h

q j j k k k j j j q j j

kj

g h a w h W e q f K

g h a w h W e q f K

β δ κ

β δ κ

∗

∗

− ∗ − − − ∗ −
+

=

+ ∗ + + + ∗ +
+

=

= − − + =
∆

= − + =
∆

∑

∑

E

E

  

gبودن ینزول یا یصعود یبرا ی،لازم و نه کاف یطیشرا یرگزاره ز (x)j
 یشه،ر یکبا  
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 7.8گزاره 

gاگر (x)j
 باشد، آنگاه: یشهر یک یو دارا یصعود یتابع 

25)-(2 1 1&
1 1

0 ( ) 0.j j j j j

j j

f q f f Kδ+ +− > − <
∆ ∆

  

gاگر (x)j
 باشد، آنگاه: یشهر یک یو دارا ینزول یتابع 

26)-(2 1 1&
1 1

0 ( ) 0.j j j j j

j j

f q f f Kδ+ +− < − >
∆ ∆

  

فوق  ۀعکس گزار یعنی. یستندن یکاف یلازم ول یطیشرا فوق ۀگزار شده در یمعرف یطشرا

ا در را اثبات نکرده، ام شروط ینبودن ا یکاف اییسندهنویچ ه کهینوجود ا. بایستبرقرار ن

ل ح یصدر تشخ یطشراین هرحال ا. بهآیندینظر مبه یکاف یطیها شراآن یعدد یکاربردها

g برقرار نباشند،یط فوق شرا یقابل استفاده هستند. وقت 7.0گزاره مانند  یمسائل (x)j
تواند ینم 

خواهد ن ساختما خوش سازیینهبه ۀحالت مسئل ینباشد. در ا یشهر یکبا  ینزول یا یصعود

ید،فرض کن افتد،یم یحالت چه اتفاقین در ا یدبدان کهینا یبود. برا
1

1 0j j
j

f δ+ − >∆ 

gیعنیاست.  (x)j
 .شودیمحدود م یینکران پا یکۀ یلوسبه Cتداومۀ یناح پساست.  یصعود 

 اما اگر
1

1( ) 0j j j
j

q f f K+− gباشد تابع ∆< (x)j
 یرو تواندینم و شودیمثبت م یداً اک 

 شودیت ممثب یزن یمستمر یدانداختن خر یرخأبه ت یاراخت یمتحالت ق ینصفر شود. در ا Cمرز

و با
0ln( )jb Wانتخاب صورتین. در ایابدیم یشافزا

jb = بوده و تابع ارزش را  ینهبه  ∞+

به یدنقبل از رس یمستمر یدخر یدو نبا کندیم یممماکز
mT .رخ دهد 

هردو شرط یمدر بالا فرض کرد
1

1
j j

j

f δ+ و ∆−
1

1( )j j j
j

q f f K+− ∆  

د وجود دار یراخ ۀگزار یعدم برقراری که برا یگریتر از صفر باشند. تنها حالت دبزرگ

دو شرط است. اگر ینتر از صفر بودن اکوچک
1

1 0j j
j

f δ+ − gباشد  ∆> (x)j
ی نزول 

1حالت اگر یندار است. در ااز بالا کران Cتداومۀ یو ناحاست 

1
( ) 0j j j

j

q f f K+− <
∆
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gباشد، تابع (x)j
 یمتق صورتین. در اشودیصفر نم Cمرز یخواهد بود، پس رو یمنف یداً اک 

بوده وبای منف یمستمر یدانداختن خر یقتعوبه
0ln( )jb W پس انتخابیابدیکاهش م .

jb =  انجام شود. فوراً  یمستمر یدخر یدبوده و با ینهبه ∞−

دست آوردنبه یبرا یاگزاره یردر ز
0

1

( , ln ]( 1 )( )
j j jj q b W q jq g x− + −

−∞E E شود.بیان می 

 2.2گزاره 

در زمان یمستمر یدخر یارانداختن اخت یقتعوارزش به
jt که یدرحالت( )jg  یتابع ⋅

 باشد، برابر است با ینزول
27)-(2

 
0

00 0

2 2
1

( , ln ] , , 1 0

1 1

2 2
( ln )(1 )(ln ) 1

1 1

1
1 ( ) ( ) (1)

1 1 ,
1

( ) [

( ) ( )]

j j j j

l jk j

j q b W q j k k l l k l j j q

k lj

x b Wb W xxk
k j j l j

k lk

q g x a a z x W

a e e q f K a e q
ββ

β β δ κ

β
β

++

− + − − − + + + −
−∞ +

= =

+
−− −+ + −

+
= =

= − −
∆

− − −
−

∑∑

∑ ∑

E E

  

)که یدر حالت )jg  باشد، برابر است با یصعود یتابع ⋅
28)-(2

 
0

0 0

2 2
1

[ln , ) , , 1 0

1 1

2 2
(1 )(ln ) ( ln ) 1

1 1

1
1 ( ) ( ) (1)

1 1 ,
1

( ) [

( ) ( )]

j j j j

k j l j

j q b W q j k k l l k l j j q

k lj

b W x x b Wxk
k j j l j

k lk

q g x a a z x W

a e e q f K a e q
β β

β β δ κ

β
β

− −

− − + − − + + − +
+∞ +

= =

−
− − −− − −

−
= =

= − −
∆

− − −
−

∑∑

∑ ∑

E E

  

,توابع که , 1( )k l jz +
+ ,و ⋅ , 1( )k l jz −

+  :شوندیم یفتعر یرصورت زبه  ⋅

29)-(2 

0

0

ln /

, , 1 , 1

0

, , 1 , 1
ln /

0

( ) ( ) ln ,

( ) ( ) ln .

j
l l

l l

j

b W jx y

k l j k j
x

x jx y

k l j k j
b W

b
z e e w y dy x

W

b
z e e w y dy x

W

β β

β β

+ +

− −

−+ −
+ +

−− +
+ +

⋅ = ∀ ≤

⋅ = ∀ ≥

∫

∫
  

 برابر صفر است. یگرد یو در جاها

 احتمال خرید مستمری .3
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را متوقف کرده و  گذارییهدر هر زمان دلخواه سرما تواندیم گذاریهجا که سرمااز آن

ور مجب یعنیرو خواهد شد. هروبی با خطر واگذار صندوق قطعاً  یرعمر بخرد، مد یمستمر یک

 اتی،یمالی هادر فرانسه باتوجه به مشوق دهد. مثلاً  یلتحو یکجارا  گذارییهاست پول سرما

 اریگذیهسرما یهاخود را در صندوقۀ یرتا ذخ شوندیم یقو بانکداران تشو گرانیمهب

 یها)شرکت SME یهاشرکت ۀنشدها با سهام ذکرصندوق ینا کنند. گذارییهسرمای خصوص

 یول یابدیکاهش م ینگینقدیسک کار ر یندارند. با ا ییبالا متوسط و کوچک( بازده نسبتاً 

 نگییشدن نقداز پول باعث کم یادیباشد خروج مقدار ز یبرداشت پول قو یبرا یزهاگر انگ

. کندیم کمکینگی نقد یسکر یریتدر مد یمستمر یددانستن احتمال خر ینبنابرا .شودیم

 پلاسلا یلمعکوس تبد یاکارلو و -مونت سازییهشب احتمال را با روش ینها اصندوق یرانمد

 ینآوردن ا دستبه یاز روش دوم برا مطالعه ینکه در ا آورندیدست مبه τزمان توقف

 احتمال استفاده خواهد شد.

 شود:یم یفتعر یرصورت زبهτلاپلاس از یلبدت γۀثابت داده شد یبرا

1)-(3 ( | ) ( | ) ( | ) ,( )s

t t t
t

e e P s ds P sγτ γ
γγ τ γ τ

+∞− −= ≤ = ≤∫E F F L F  

tτعملگر لاپلاس و γLکه شخص از صندوق  کهیناحتمال ا صورتین. در اباشدیم <

 ریصورت زعمر بخرد، از معکوس لاپلاس و به یمشترک خارج شده و مستمر گذارییهسرما

 :آیدیدست مبه
2)-(3

 

0

0

1 1 1 1
( | ) ( | ) lim ( | ) ,

2
( )

iT
s

t t t
iTT

P s e e e d
i

γγτ γ γτ
γ γ

τ γ
γ π γ

+− − −

−→∞
≤ = = ∫F L F FE E  

)یننقاط تک ۀهم یقیاز قسمت حق 0γکه | )te γτ−E F ینکه ا دانیمیتر است. مبزرگ 

X )از بازده صندوق یلاپلاس تابع یلتبد )t یداست، فرض کن: 

3)-(3 ( | ) : ( , ),t te u t Xγτ− =E F  
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 :آیدیدست مبه یرو از حل دستگاه ز

4)-(3 
 

( , )
( ) ( , ) 0 ,

( , ) 1  ,

u s x
u s x x

s

u t x x

γ∂ + − = ∈ ∂
 = ∈

L C

C

  

 یبرا یلیحل تحلکه راه باشدیدستگاه معادلات م یناست. هدف ما حل ا Xtمولد Lکه

 باریکدست آورد. زمان به یسازاز آن با گسسته یعدد برآورد توانیآن وجود ندارد. اما م

]یزمان ۀباز یگرد , ]mt T  را بهn یزمانۀ یربازز
0 1 n mt t t t T= < <…< . کنیمیم یمتقس =

و
j∆ یزمان ۀرا فاصل t j

تا
j+1t یزمان یهابازه ینا ی. رونامیمیمsb و شودیثابت فرض م

s jb b= اگر
1[ , )j js t t را با یستم فوق نسبت به زمان در س u یباشد. حال مشتق جزئ ∋+

و کنیمیم گذارییجا ی،اول از روش تفاضلات متناه مشتق یفاستفاده از تعر
ju(t ,x) را با

ju (x) یمدار یم،ده ینشان م: 

5)-(3 
1( ) (1 ) (  

 

) 0 ,

( ) 1 ,

j j j j

j

u x u x x

u x x

γ+ − +∆ −∆ = ∈
 = ∈

L C

C
  

nuکه (x) = 1 یهابا استفاده از عملگر توانیقبل م بخشمسئله است. مشابه  ییشرط نها 

EPV لاپلاس یلتبدτ یگرعبارت دبه یا
ju (x)یدمنظور تابع جد ینا یدست آورد. برارا به 

 .کنیمیم یفرا تعر یرز
6)-(3 ( ) ( ) 1,j ju x u x= −  

 صورت زیر بازنویسی شود:که باعث می شود سیستم اخیر به

7)-(3 
1

1 1 1
( ) ( ) (  ) ( ) ,

( ) 0 , 

j j

j j j

j

u x u x x

u x x

γ γ+
 + − = − + − ∈ ∆ ∆ ∆
 = ∈

L L C

C

  

 دست آورد.به توانیرا م یرز یجاست، نتا (16-2)یه شب یستمس ینجا که ااز آن

 5.0نتیجه 
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)تابع )u

jg  :کنیمیم یفتعر یرصورت زرا به ⋅

8)-(3 1

1
( ) ( ) ,u u

j j j

j

g x u x q+= −
∆

  

1uکه در آن

j

j

q γ= +
∆

)}0است. اگر  , ) | 0 , ln( / )}m jt x t T x b W= ≤ ≤ ≤C 

t لاپلاس در زمان یلگاه تبدباشد. آن j
,1برای 2, ,0j n n= −  با: شودیبرابر م −

9)-(3 
0

1

( ,ln / ]( ) 1 ( ) 1 ( ).( )u u
jj j

u u

j j b W jq q
u x q g x− + −

−∞= + E E  

)}0اگر , ) | 0 , ln( / )}m jt x t T x b W= ≤ ≤ ≥C گاه:باشد. آن 

10)-(3 
0

1

[ln / , )( ) 1 ( ) 1 ( ).( )u u
jj j

u u

j j b W jq q
u x q g x− − +

∞= + E E  

βاگر )ایهیشهرا ر ± )u

jq zψ− وa± یم،کن یفتعر 2)-(11 شده در یفتعر یبرا ضرا 

 گرفت. یجهرا نت یرز یلیتحل یهاعبارتتوان یم EPV یعملگرها یگاه براآن

 5.7نتیجه 

)ارزش حال مورد انتظار یعملگرها )u
j

u

jq
g−E و( )u

j

u

jq
g+E :برابر هستند با 

11)-(3 

2

, 1

1

2

, 1

1

1
( )( ) ( ) ,

1
( )( ) ( ) ,

u
j

u
j

u u u

j k k k j jq
kj

u u u

j k k k j jq
kj

g x a w x q

g x a w x q

β

β

− − − −
+

=

+ + + +
+

=

= − −
∆

= −
∆

∑

∑

E

E

  

,وابعتکه  1

u

k jw −
,و + 1

u

k jw +
 :شوندیم یفتعر یرصورت زبه +

12)-(3 
, 1 1

, 1 1

( ) ( ) ,

( ) ( ) .

k k

k k

x
x yu

k j j

x yu

k j j
x

w e e u y dy

w e e u y dy

β β

β β

− −

+ +

−−
+ +−∞

+∞ −+
+ +

⋅ =

⋅ =

∫
∫

  

 5.5نتیجه 

 :یمدار (10-3) و (9-3)های یسمت راست تساو EPV یعملگرها یبرا
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13)-(3

 

0

0

0

0

2 2 2
( ln / )

( ,ln / ] , , 1

1 1 1

2 2 2
( ln /

[ln / , ) , , 1

1 1 1

1
1 ( ) ( ) 1 ,

1
1 ( ) ( )

( ) ( )

( ) (

l j

u u
jj j

l j

u u
jj j

x b Wu u u

b W j k k l l k l j j lq q
k l lj

x b Wu u u

b W j k k l l k l j j lq q
k l lj

g x a a z x q a e

g x a a z x q a e

β

β

β β

β β

+

−

−+ − − − + + + +
−∞ +

= = =

−− + − − + + − −
∞ +

= = =

= − + −
∆

= − +
∆

∑∑ ∑

∑∑ ∑

E E

E E
)

1 ,)−
   

&شده با شاخص . پارامترهای تنظیم۰جدول 500S P ،Deelstra, 2014: 137)(Hainaut, and . 

 پارامتر پرش-پخش پارامتر براونی

2.38% 𝜃 16.15%|16.65%  θ 

8.61% �̃� 3.92%  σ 

  0.3825  P 

  148.2928  λ 

  217.1081 +λ 

  229.5335- -λ 

9720 Log. Lik. 10200 Log. Lik. 

 .. دیگر پارامترها2جدول

  α   0.5%|1% 
mTη +  80   

0W 100      K  +2|-2 

  ρ 3%  f(t)  1    

 

,که توابع , 1( )u

k l jz +
+ ,و ⋅ , 1( )u

k l jz −
+  شوند:یم یفتعر یرصورت زبه ⋅



093 

 

 

 

 به
ان

زم
 نهی

 یبرا
 دیخر

مر
ست

م
 ی

فرا
س 

سا
برا

ی
 ند

ش ـ
پخ

 
رو

ش 
پر

 ی
گ

مر
 و 

وق
ند

ص
 ریمو

ادف
ص

ت
 ی

14)-(3 

0

0

ln /

, , 1 , 1

0

, , 1 , 1
ln /

0

( ) ( ) ln ,

( ) ( ) ln .

j
l l

l l

j

b W jx yu u

k l j k j
x

x jx yu u

k l j k j
b W

b
z e e w y dy x

W

b
z e e w y dy x

W

β β

β β

+ +

− −

−+ −
+ +

−− +
+ +

⋅ = ∀ ≤

⋅ = ∀ ≥

∫

∫
 

 برابر صفر است. یگرد یو در جاها

کار  جایینتا اباشد. می 2.5و  2.2های مشابه اثبات گزاره 5.5و  5.7های اثبات نتیجه

ۀشد یینتع یشاز پ یهازمانی را برا τلاپلاس یلتبد
0 1 n mt t t t T= < …< دست به =

 یکه برا یمدار یازها نزمانین در ا یداحتمال خر یعنیτما به لاپلاس وارون ی. ولیمآورد

دانیمیکرد. م یماستفاده خواه استفست -یورگ یتمدست آوردن آن از الگوربه
1

( ) ( ) ( | )tF e γτγ
γ

−= E F یدحال فرض کنN یعدد یبگاه تقرباشد. آن یحصح یعدد 

 .آیدیم دستبه یرلاپلاس وارون، از مجموع ز

1

ln 2 ln 2
( | ) ( ),

N

t j

j

P s F j
s t s t

τ γ
=

≤ ≈
− −∑F 

یبکه ضرا
jγ شوندیم یفتعر یرصورت زبه. 

 .های اولیۀمتفاوتهای خرید مستمری برای سنمرزهای بهینه و احتمال. ۰شکل 
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با احتمالات  های مورد انتظار،شخص. سن از سن اولیۀی عنوان تابعمتوسط سن خرید مستمری، به. ۹جدول

 .انددهمحاسبه ش. ۰شکل خرید مستمری ارائه شده در 

سناریوی اول،  سن

( | )η τ η+E 

سناریوی  سن 

دوم، 

( | )η τ η+E 

40η = 

 سال

62.58  40η = 

 سال

21.41 

50η = 

 سال

61.04  50η = 

 سال

21.48 

60η = 

 سال

21.20  60η = 

 سال

21.47 

 
/2( , /2)

2

1
[ ]

2

(2 )!
( 1) .

( )! !( 1)!( )!(2 )!
2

N Nmin j N
j

j
j

k

k k

N
k k k j k k j

γ
+

+
=

= −
− − − −

∑ 

 

 -وریگ یتمکه الگور ید. توجه کنشودیاستفاده م N=12از معمولاً  یعدد یدر کاربردها

از  نتوایرا م یمستمر یدحالت احتمال خر یناست. در ا یعدد یداراوقات ناپا یاستفست گاه

 دست آورد.به Xtیکارلو برا-مونت سازییهشب
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سن ی. حرکت برآون پرش و -مرزها و احتمال خرید مستمری برای فرآیندهای پخش مقایسۀ. 2شکل 

 .سال ۴٠اولیه:

 

 اولیۀ شود. سنینیبندی ممدلی حرکت برآون وسیلۀبه tX یمتوسط سن خرید مستمری، وقت .۴جدول 

 .شودیگذار استفاده مسرمایه برایی مختلف

 

سناریوی اول،  سن

( | )η τ η+E 

سناریوی دوم،  سن

( | )η τ η+E 

40η 40η 64.08 سال =  21.12 سال =

50η 50η 21.11 سال =  21.12 سال =

60η 60η 20.48 سال =  21.14 سال =
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 گیریکاربرد عددی و نتیجه .4

 اشیهکه سرما کندیمشخص م یشخص مذکر یک یرا برا یمستمر یدخرۀ یفصل ناح ینا

. نرخ کندیم گذارییهسرما S&P500مشترک از شاخص گذارییهصندوق سرما یکرا در 

)مربوطه یروممرگ )tµ η . شودیارائه م ماکهام-گامپرتز یعتوزۀ وسیلبه افراد مذکر، یبرا +

)سالگی 41ن قبل از س یدبای مستمر یدخر 80)mTη +  یبرا یمهشرکت ب یراانجام شود، ز =

اده شده استف یگام زمان ینهمچن .فروشدینم یکردن خطر انتخاب بد، به افراد مسن مستمرکم

)سالیمزمان، برابر با ن یسازدر روش گسسته 0.5)j∆  .شودیدر نظر گرفته م =

رک مشت گذارییهبازده صندوق سرما ینامیکذکر شد، د یقبل یهاطور که در بخشهمان

 ینا یکه پارامترها شودیم یبنددوم مدلۀمرتب یینما پرش -پخش یندفرآ یکۀ یلوسبه

  ژوئن ینب روزانۀ یهااز داده یممماکز یینمابا روش درست  ینامیکد

 .روی موقعیت مرزهای بهینه θ ثیر رانشأت. ۹شکل 
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 .مستمری، برای پارامترهای رانش مختلف متوسط سن خرید. 5جدول 

سناریوی  رانش

اول، 

( | )η τ η+E 

سناریوی  رانش

دوم، 

( | )η τ η+E 

14.15θ =  86.24 16.15θ = 21.48 

15.15θ = 84.61 17.15θ = 21.42 

16.15θ = 61.04 18.15θ = 21.41 

 

 دهد.یم یشپارامترها را نما ینا 0جدولاند. آمدهدست به 7105 تا ژوئن 7115

شخص و رانش صندوق ۀیاولۀیسرما یل،نرخ تنز کنیدیم مشاهده 7جدول طور که درهمان

ρ%3 برابر با یبترتبه = ،0W θ%16.15و  100=  یویسنار اند. دردر نظر گرفته شده =

یک برابر با عدد  شودیداده م یشنما 1)-(14ۀمعادلۀ یلوسرا که به f(t)اول تابع

(f(t)=100%) گیریم،یدر نظر مK شخصۀیاول یهاز سرما %2مثبت و برابر با یعدد

(K=2) 0.5یمیو سود تقس گیردیالزحمه محق عنوانبه یمهاست که شرکت ب%α = 

خود دارد که  یرا از بقا ینیبیشاست شخص همان پ %100برابر با  f(t)جا کهاز آن. باشدیم

 یرناپذبرگشت  یاکه معاملهی، مستمر یدحداقل از خر یاکرده و  ییناو تع یبرا یمهشرکت ب

 هاییشآزما ینبرقرارند و همچن (26-2) یطشده شرایان. با مفروضات بیستاست نگران ن

توابعۀکه هم دهدینشان می عدد
jg (x) طییشرا)چون این شرایط،  هستند یشهر یکبا  ی،نزول 

بودنی لذا نزول ی،لازم هستند و نه کاف
jg (x) .)ۀگزارباتوجه به  یجهدرنتها باید بررسی شود 

 .شودیممحدود  کران بالا یلۀیکوسبه یوسنار ینتداوم در ا یهناح 7.0
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 .ثیر تلاطم روی مرزهای بهینهأت. ۴شکل 

 

 .متوسط سن خرید مستمری، برای پارامترهای تلاطم مختلف. 6جدول 

سناریوی اول،  تلاطم

( | )η τ η+E 

سناریوی دوم،  تلاطم

( | )η τ η+E 

3.92σ =  79.18 3.92σ = 95.83 

4.92σ = 78.72 4.92σ = 95.94 

5.92σ = 51.20 5.92σ = 59.98 

 

شخص استۀ یاول یهاز سرما %2-و برابر با یاتیمشوق مال یک Kدوم، یویدر سنار

(K=-2) .و رانش %1برابر با یمیسود تقسθ یافته یشافزا یاول کم یوینسبت به سنار 

)است 16.65%)θ  ینا بر. علاوهشوندیبرقرار م 2)-(25یط مفروضات شرا ینتحت ا. =
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توابع ۀکه هم دهدینشان م یعدد هاییشآزما
jg (x) ۀیهستند. ناح یشهر یکبا  یصعود 

 یمانز یدبا یمستمر یدو خر شودیمحدود م یینکران پا یکۀ یلوسبه یوسنار ینتداوم در ا

 .یایدب یینشدت پااتفاق افتد که بازده صندوق به

 «ییبازده دارا -زمان»ۀرا در دامن ینهبه یمرزها ینو همچن یمستمر یداحتمال خر 0شکل 

40,50,60ηۀیاولی هاافراد با سن یبرا سمت چپ و  یی،بالا یها. شکلدهدینشان م =

قبل  یمستمر ید. خردهندینشان م اول و دوم یویسنار یرا برا ینهبه یمرزها یبراست به ترت

صفر روع ازصندوق، با ش یتعلق گرفته برا یهابازده یراگر مس افتد،یاتفاق م یسالگ 41 از سن

0(X  دوم )شکل یویمرز سنار یا یراول )شکل چپ( را از ز یویمرز سنار باریکحداقل  (0=

 راست( را از بالا قطع کند.

 دیرشد نکرده باشد خر یحدکافکه بازده صندوق به یاول شخص تا زمان یویدر سنار

که  یابد شیافزا یقدربه اشیهتا سرما کندیشخص صبر میعنی . اندازدیم یقرا به تعو یمستمر

اگر صندوق  یوسنارین حاصل کند. در ا یناناطم یمناسب یمستمر یک یدبتواند از خر

خود  یسالگ 41 تا سن اً یبرا تقر یمستمر یدشخص خر کند عمل یفشخص ضع گذارییهسرما

 یننچ یداحتمال خر بینید،یسمت چپ م یین،در شکل پاطور که . اما هماناندازدیمیق تعوبه

شکل احتمال  یرو یلیبا تحل ینا براست. علاوه %3 تر ازکم یوسنار یندر ا یرترید یمستمر

گذار یهسرما کهینا ها قبل ازحالت از %95در یمستمر یدکه خر یدد توانیم ی،مستمر یدخر

  20تا  62ی هاسن ینب یطور متوسط مستمرگفت به توانی. مافتدیساله شود اتفاق م 28

 مشاهده کنید(.را  5جدول) شودیمیداری خر
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 .روی مرزهای بهینه f(t)ثیرأت. 5شکل 

 

 .f(t)ازی متوسط سن خرید مستمری، برای مقدارهای مختلف. 7جدول 

سناریوی اول،  ارزش پول

( | )η τ η+E 

سناریوی دوم،  ارزش پول

( | )η τ η+E 

(t) 1.0f =  69.18 (t) 1.0f = 79.85 

(t) 1.1f = 60.50 (t) 0.9f = 79.92 

(t) 1.2f = 57.01 (t) 0.8f = 79.98 

 

 یعسر یلیبازده صندوق خ کهینمگر ا شودیموکول م یمستمر یددوم، خر یویدرسنار

. باشدیم %8تر از سالگی کم 41 قبل از سن یمستمر یداحتمال خر یوسنار ینسقوط کند. در ا

را مشاهده  5جدول) شودیم یداریخر یسالگ 41تا  21ین ب یطور متوسط مستمربه ین،براعلاوه

 یستمرم یکبه  گذارییهسرما یلبه تبد یاشخص علاقه یاتی،مشوق مال یکباوجود کنید(. 
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 یدمقاومت شخص در مقابل خر یلصندوق افت کند. درواقع دل کهینبا حقوق ثابت ندارد. مگر ا

 (.%0.5جایبه %1باشد )یم یوسنار ینبالاتر در ا یمیخاطر سود تقسبه یمستمر

 7کل ش. باشدیم ینهمرز به یها روپرش یرثأنشان دادن ت مطالعه، ینمهم ا یجاز نتا یکی

ت حرک یکبازده صندوق  یعنیبدون پرش ) ۀینبه یو مرزها یمستمر یداحتمال خرۀ یسمقا

 -خشپ یندفرا یکبازده صندوق  یعنیبا پرش )ه ینبه یخط منقطع( با مرزها -است یبرآون

 یشکل مرزها یصندوق، رو ینامیکها در د. حضور پرشباشدی( میوستهخط پ -پرش است

 -پخش یندبالاتر از مرز فرا یاول )شکل چپ(، مرز برآون ناریوی. در سگذاردیم یرثأت ینهبه

 یندرامرز ف ۀتحت سلط یدوم )شکل راست(، مرز برآون یویدر سنار یگرپرش است. از طرف د

طور که در . همانشودیم یمتفاوت یدعوامل باعث احتمالات خر ینپرش است که ا -پخش

یدسررس یبرا بینید،یشکل هم م
mT ز مدل تر اکم یدر مدل برآون یمستمر یداحتمال خر

مدل  یکه برا یدد توانیم 8جدول  و 5جدول  یسهاول با مقا یودر سنار پرش است. -پخش

. فتدایپرش اتفاق م -از مدل پخش یرترسال د یکطور متوسط به یمستمر یدخر ی،برآون

 یدنتا رس یمستمر یدپرش، خر -و پخش یدوم، در هر دو مدل برآون یودر سنار که یدرحال

 .شودیانداخته م یقبه تعو یسالگ 41 به

 یویکه در سنار دهدینشان م یاساله 81 مرد یمختلف را برا θبا رانش ییمرزها 3شکل 

مورد انتظار صندوق ۀبازده سالان یانگینم %14.15اول )شکل سمت چپ( با رانش

 چیشخص ه گذاری،یهسود سرما ینبا وجود ا یجه. درنتشودیبه صفر م یکنزد (0.12%-)

ان فقد ینا بینیدیطور که در شکل منخواهد داشت و همان گذارییهسرما ۀبه ادام اییزهانگ

 کران بالا به θبا کاهش یعنیهل داده است.  یینتداوم را به سمت پاۀ یناح یکران بالا یزهانگ

 افتدیتر اتفاق مجوان یهاطور متوسط در سنبه یمستمر یدو خر شودیم یدهکش یینسمت پا

 مشاهده کنید(. را 8)جدول 
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θ%18.55دوم )شکل سمت راست( اگر یویدر سنار سالانه مورد انتظار  ۀاشد، بازدب =

مورد انتظار  گذارییهبازده سرما ین. اشودیم %3.88( برابریمیصندوق )بعد از سود تقس

 یبرا ییبالا یمی. سود تقسدهدیدر صندوق نشان م گذارییهسرما یبرا ییبالا یزهبزرگ، انگ

 نیدر ا ین. بنابرادهدیم یمستمر یدقبل از خر یدرآمد مناسب یکاز  یناناطم گذار،یهسرما

 یزار مالبا ینکهق ثابت بخرد. مگرابا حقو یمستمر یکوجود ندارد شخص  یلیدل یچحالت ه

تداوم به سمت  ۀیکننده ناحمرز محدود یابدیم یشافزا θرانش یوقت یوسنار ینرکود کند. در ا

 یالم یهابا توجه به بحران .شودیموکول م یندهبه آ یمستمر یدو خر شودیهل داده م یینپا

ا نهخاطر تلاطم آمشترک، به گذارییهسرما یهادر صندوق گذارییهگذشته، مردم از سرما

 یدخر یبرا گیرییمتلاطم در تصم کنید،یمشاهده م 8شکل طور که در . همانترسندیم

اول و  وییسنار یبرا یبچپ و راست به ترت یهاشکل یلدارد. تحل ییسزابه یرثأت یمستمر

 جدول. کندیم یداها کاهش پکران یبش σیشبا افزا یوکه در هردو سنار دهدیدوم نشان م

 شود.یانداخته م یرخأبه ت یمستمر یدتلاطم، خر یشبا افزا دهدینشان م 6

نرخ  بای پرش و حرکت برآون -مرزها و احتمالات خرید مستمری برای فرایند پخش مقایسۀ. 6شکل 

 .ومیر ایرانمرگ
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 متفاوت های اولیهبا سن یپرش و برآون -مستمری، برای فرایندهای پخشمتوسط سن خرید . 1جدول 

 .)سناریوی اول(

 

)اشخاص یرومنرخ مرگ ینتفاوت ب، f(t)یارزش پول )x tµ  یرومو نرخ مرگ +

)گرانیمهب یآمارۀدست آمده از جامعبه )tf x tµ  یا تریشب f(t). اگریردگیرا اندازه م +

 یار تبزرگ یبترتبه ی،مستمر یهاباشد، ارزش حال مورد انتظار از پرداخت %100تر ازکم

 گیرییمدر تصم ینقش مهم f(t)است. پس یمستمر یشده براپرداخت یمتتر از قکوچک

اول )شکل چپ(،  یویسنار در بینید،یم 8شکل طور که در دارد. همان یمستمر یدخر یبرا

 tXینامیکد در f(t) کهین. باتوجه به ادهدیهل م یینسمت پاکران بالا را به f(t)یشافزا

و در  یدبه مرز رس توانیم یترطور متوسط در زمان کمآن به یشبا افزا یول یستن یردرگ

 f(t)ی: وقتشوندیخلاصه م 2جدول در  یجنتا ین. اافتدیزودتر اتفاق م یمستمر یدخر یجهنت

 تریینیطور متوسط در سن پابه یمستمر یدشود، خر تریشب یکاز عدد  یاطور قابل ملاحظهبه

 یراب یتیمز ینو ا خردیم یرقیمترا ز یشخص مستمر یگرد یعبارتاتفاق خواهد افتاد. به

 یمهب دیخر یبرا یقو اییزهو خودش است و انگ یمهشرکت ب یناز اطلاعات نامتقارن ب یدارخر

 .کندیم یجادشخص ا یبرا

را به سمت بالا هل  یینکران پا f(t)یشدوم )شکل سمت راست( افزا یویدر سنار

مشاهده  حرکتۀ یجبه نت یهشب یحرکت ینچنۀ یجنت بینید، یم 2جدول . همچنان که در دهدیم

پرش، -پخش سن

( | )η τ η+E 

برآونی،  سن

( | )η τ η+E 

40η =  21.11 40η = 21.21 

50η = 20.48 50η = 27.61 

60η = 25.88 60η = 28.61 
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تر طور متوسط زودبه یمستمر یدخر یعنیاست.  یترشدت کم با یاول، ول یویشده در سنار

 وییاول )با کران بالا( و چه در سنار یویگفت چه در سنار توانیم یتدر نها .افتدیاتفاق م

 یآمارۀاز جامع یفرد معمول یکاز  یکه طول عمر بهتر یشخص یک( ییندوم )با کران پا

 خواهد بود. یعمر در زمان زودتر یمستمر یدمند به خردارد، علاقه یمهب

 .۰۹۳۰ل ایران ساها، گروه مردان کشور ومیر برای تعدادی از سننرخ مرگ. ۳جدول 

 µ(%)(x) (x)سن 

30 0.20 

40 0.24 

50 0.51 

60 1.30 

70 3.36 

80 8.59 

 یرانا یرومبا نرخ مرگ یعدد یجنتا

 یدخرینۀدست آوردن مرز بهبه یبرا یرانمردان کشور ا یرومبخش از نرخ مرگ یندر ا

یران کشور ا 0510 سال یبه زندگ یداز جدول ام یروممرگ . نرخشودیاستفاده م یمستمر

با کشور  (1یران )جدول کشور ا یرومنرخ مرگیسۀ با مقا برداشته شده است.( 1395)سوری، 

  یاحتمال آن که فرد یعنیبالاست  یرانیا یرومکه نرخ مرگ شودیمشاهده م( 11یک )جدول بلژ

است  تریشفوت کند ب یکیفرد بلژ یکتر نسبت به کوتاه یزمانه بازدر  یعنی زودتر، xبا سن

او خواهد  یۀسرما یدنارث رستداوم باعث بهیۀ ناح همان یا یو چون فوت فرد در دوران تجمع

اول به  یویدر سنار ینهمرز بهکنید یمشاهده م سمت چپ 6کل شطور که در همان ینشد بنابرا

ین ه اتداوم بیۀ . بزرگ شدن ناحشودیتر متداوم بزرگیۀ ناح یعنی شودیم یدهسمت بالا کش

سمت  6شکل . خردیم یمستمر یرترو د کندیم گذارییهسرما یادیمعناست که شخص مدت ز
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 7 چپ شکلاز سمت  یینپا تصویرآن با یسۀ چرا که با مقا دهدیم نکته را نشان ینا راست

 دیو متوسط سن خر یعدد یجشده است. نتا ترکم یسالگ 41 شدن به سن یکبا نزد یداحتمال خر

 دیمتوسط سن خرکنید یمشاهده م ینبرا. علاوهدهدیرا نشان م یتواقع ینا یزن 4جدول  در جدول

 پرش است. -از حالت پخش تریرسال د یک یباً تقر یدر حالت برآون

 گیرینتیجه

 یندرآف یلۀ یکوسبه ی،مستمر یدقبل از خر شدۀ یداریخر هایییمورد انتظار از دارا یبازده مال

 یمطالعات موجود از چهارچوب حرکت برآون تریشب کهیدرحال شودیمیجه پرش نت -پخش

 رها دشد، آشکار کرد که وجود پرش یبررس ین مقالهکه در ا یمورد . مطالعۀکنندیاستفاده م

 .دکننیاصلاح م یاملاحظهقابل  طورتداوم را بهیۀ ناح کنندۀیینتع یهامرز یی،دارا ینامیکد

عملگرها در  ین. اشودی( ارائه مEPVارزش حال مورد انتظار ) یحل، در قالب عملگرهاراه

شدند. اما  فادهی استو لوندوفسک یارچینکوتوسط بو یکاییآمر یاراختگذاری یمتق یابتدا برا

 .یستندمرسوم ن یلیخی در مطالعات مربوط به اکچوئر خود ییکارابرخلاف 

 ارائه شد. یلاحتمال تبد ینتخم یبرا یانتظار، روشارزش حال مورد یبا استفاده از عملگرها ینمچنه

دو  ی،واقع یرومشود و تحت مرگ گرفته S&P 500 از شاخص یکه صندوق مال یوقت

ر تنها اگ گیردیصورت م یمستمر یداول خر یویدر سنار .شودیمختلف مطرح م یویسنار

نها در ت یمستمر یددوم خریوی در سنار کهیکران بالا برسد. درحال یکبه  یافتیبازده در

 داشته باشد. یفیضع ید که صندوق عملکرد مالشویانجام م یصورت

بندی لمد طرح( یساز ی)بوم یرانبازار ا یهابا استفاده از داده را پرش -پخش یندفرا توانمی

 توان خرید مستمری با درصدی از سرمایه شخص را مورد بررسی قرار داد.کرد. همچنین می

 پیوست

)یواقع یرومنرخ مرگ نامه،یانپا یندر مطالب ارائه شده در ا )x tµ  یعتوز یکاز  +

 یفتعر یپارامترها یع،توز ینا یانتخاب شده برای پارامترها .کندیم یرویگامپرتز ماکهام پ
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شده  دارییخر عمر یمستمر گذارییمتق یهستند که برایکی بلژ ۀکنندیمشده توسط تنظ

 نرخ x با سن یشخص یبرا. (Hainaut, and Deelstra, 2014:143) کار گرفته بودتوسط مردان به

 شود:یارائه م یرز یعتوزۀ یلوسبه یروممرگ
 

 ( ) , ( ), ( ) ( ),xx a c c a ln s b ln g ln cµ µ µ µ µ µ µµ = + ⋅ = − = − ⋅  

sیپارامترهاکه  µ ،g µ  وcµ مثال  ی. براهستند 01جدول شده در داده  یرمقاد یدارا

 .دهدیاشخاص مذکر نشان م ینسبت به سن را برا یرومنرخ مرگ یشرفتپ 11جدول 

ه عمر کۀ منظور محصولات بیممیر بهوهای مرگمدل کردن نرخبرای کی بلژیی پارامترهای قانون. ۰۱جدول 

 .استمردان بوده هدف جمعیت

1.111880215484 s µ 

1.111255880008 g µ 

0.010122856151 cµ 

 .۰۱جدول بر پارامترهای ی مدل گامپرتز ماکهام، مبتنشده با ی بینمیر، پیشوهای مرگنرخ. ۰۰جدول 

 µ(%)(x) (x)سن 

30 0.10 

40 0.18 

30 0.35 

70 0.88 

50 2.23 

80 3.54 
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