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های تنوع روشدر حل مسایل ترکیبیات در ریاضی،  چکیده:

ها و استفاده از ابزارهای مختلف برای ترکیبیاتی برای اثبات قضیه

های شود که مسیر استدلالموجب مین، وهای گوناگارائه راه حل

های ابتکاری شباهت بیشتری داشته باشند تا به ترکیبیاتی به راه

یه عمومی، مانند آنچه که در مباحثی مانند جبر یا آنالیز و  یک رَ

شود که بسیاری از خورد. این ویژگی موجب میبه چشم می

رای های کلی، بدست آوردن رویهیادگیرندگان، با هدف به

. مشاهدات تجربی های ترکیبیاتی تلاش کنندبندی مسئلهرده

آنان در مسیر این تلاش، ابتدا دهد که معمولًا نشان می

یک فرمول س، سپد و کننبندی میهای ترکیبیاتی را دستهمسئله

شود سپارند. مشکل زمانی آشکار میخاطر میبرای هر حالت به

بتواند از یادگیرنده  هها بیش از حدی است ککه تعداد حالت

ای کارآمد استفاده کند. مطالعه حاضر، در عنوان رویهبه ها،آن

ادامه پژوهشی در خصوص یادگیری مباحث ترکیبیات است که 

ه با هدف شناسایی چگونگی توسعه تفکر ترکیبیاتی انجام شد

های ترکیبیاتی در . در این مقاله، استفاده از استدلالاست

آخرین گام شناخته شده در تفکر ترکیبیاتی،  عنوانآموزش، به

 مورد مطالعه قرار گرفته است. 

استدلال ترکیبیاتی، تفکر  ریاضی، اثبات :لمات کلیدیک
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Abstract: For proving and solving 

combinatorial theorems and problems, 

variety of creative methods are needed, as 

opposed to more classic fields such as 

algebra and analysis that their proving and 

solution methods are more routine. This 

charachteristic of combinatorics problems 

push many learners to find general 

methods by classifying its problems. 

Empirical evidence shows that at first, 

many students classify combinatorial 

problems and then, memorize one formula 

for each class. However, the difficulty 

becomes evident, when the number of 

classes become so big that a learner, is not 

able to use them as an efficient procedure. 

This study is a follow up to previous 

research on students� conception of 
combinatorial concepts. In this paper, the 

use of combinatorial reasoning in 

teaching as last step in the combinatorial 

thinking, is investigated. 
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 قدمه م

در برنامه های مستقل دانشگاهی صورت درسمباحث ترکیبیاتی بهشاهد ورود از چند دهه پیش، 

با توسعه کامپیوتر و نقش مباحث ترکیبیاتی در علوم کامپیوتر، توسعه درسی دانشگاه هستیم که 

واحدهای درسی گسسته و ترکیبیاتی در مجموعه دروس دانشگاهی، ضرورت و اهمیت بیشتری 

 هم ایت. در همین راستا، مباحث ترکیبیاتی با شیب ملایمی وارد برنامه درسی ریاضی مدرسهیاف

ریاضیات "و درس )متوسطه اول( های ریاضی دوره راهنمایی در درس ،طور ضمنیشد و به

ریاضی، حضور یافت. بالاخره، با تغییر نظام آموزش متوسطه در سال  -رشته فیزیک "جدید

دوره  "ریاضیات گسسته"درس در صورت مستقل و بهطور رسمی و هاین مباحث ب، 2902

شد. از سوی دیگر، بیشتر مسایل ایدر ایرانریاضی مدرسه دانشگاهی، وارد برنامه درسیپیش

همین دلیل، این مباحث در مسایل قابل طرح هستند و به ،نیازی اندکترکیبیاتی با پیش

نشان ( 2937)رضائی، چنین، پژوهش اند. همر باز کرده، جای خود را بیشتهاای و المپیادمسابقه

 مختلفی حوسط، در آموزانای است که دانشگونهبه ،داده است که ماهیت اکثر مسایل ترکیبیاتی

را دارند و همین امکان،  «حمله به آن مسئله»اقدام به حل یا حداقل  از دانش ریاضی، امکان 

آموزان، با این های بیشتری از دانششود تا گروهعث میکند و بامسایل ترکیبیاتی را جذاب می

 درگیر شوند.  ،«مبارزطلب»و « پیکارجو» مسایل 

آموزان بالقوه اقدام به حل مسایل ترکیبیاتی برای بسیاری از دانش «امکان»البته، در حالی که 

یل نمونه، یافتن وجود دارد، اما میزان آشنایی با مباحث متنوع ترکیبیاتی، تجربه حل انواع مسا

ای توانند نقش عمدههای مفهومی بین مباحث مختلف ترکیبیاتی و مانند آن، هر یک میارتباط

صورت قابل آموزان داشته باشند و توانایی حل مسایل متنوع ترکیبیاتی را بهبر عملکرد دانش

 توجهی افزایش دهند. 

ورود مباحث ترکیبیاتی به دوره متوسطه  ترین دلایلمهم ،با استناد به ادبیات پژوهشی این حوزه

 توان موارد زیر برشمرد: را می

( در زمینه 2330شناسی شناختی و کارهای فیشباین )روانویژه بهشناسانه های روانبررسی •

 تر بیاید. پایین ،شهود، موجب آن شد تا سن آموزش مباحث ترکیبیاتی

آموزان با این ، و آشنایی اندک دانشکاربرد وسیع مباحث ترکیبیاتی در علوم کامپیوتر •

همراه داشت. مباحث پس از پایان دوره متوسطه، مشکلاتی برای یادگیری دانشجویان به

 بنابراین، ضرورت ورود مباحث ترکیبیاتی به دوره متوسطه مورد توجه قرار گرفت. 
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ایل برای برانگیز ترکیبیاتی، موجب شد تا این مسنیاز اندک برای طرح مسایل چالشپیش •

 جذاب باشد، زیرا بدون ،ورزیمند به ریاضیآموزان علاقهبسیاری بخصوص برای دانش

توانند با مسایل کلاسیک ریاضی )تعریف، مثال، قضیه(، می و گذر از مسیر طولانی ضرورت 

 رو شوند. متنوعی روبه

عنوان به از مباحث ترکیبیاتی ،های ریاضیدر مسابقه،عمدتاً نیاز اندکدلیل پیشبه •

دیگری برای ورود عامل شود و همین موضوع، استفاده می «سنجعلاقه»یا  «استعدادسنج»

آموزان بیشتری را در برگیرد. این این مباحث به برنامه درسی دوره متوسطه شد تا دانش

های ریاضی مندان بیشتری به مسابقهآشنایی در مدرسه، باعث شد تا در دانشگاه نیز علاقه

 ند. جذب شو

دست آوردن چنین این ویژگی در تنوع، موجب شده است تا بسیاری از یادگیرندگان با هدف به

های ترکیبیاتی باشند، جستجویی بندی مسئلهبرای دسته یهایدنبال روشهای عمومی، بهرویه

بررسی های ظاهری مسایل همراه است. با تلاش برای شناسایی موقعیت ،که در بیشتر موارد

های ترکیبیاتی را به آموزان مسئلهنشان از آن دارد که در مسیر این تلاش، بیشتر دانش شواهد

کنند و سپس با حفظ کردن یک فرمول برای هر حالت، سعی بندی میهای مختلف دستهحالت

یافته به دانشگاه، حاکی از آن است که راه آموزان اما مصاحبه با دانشدر ساده کردن آن دارند. 

آموزان سازی، بر دوش معلمان قرار گرفته است و دانشاین تلاش برای سادهای از دهعمبخش 

ارزیابی چرایی و کنند. بندی استفاده میاز این رده ،کننده این محصولعنوان مصرفبیشتر به

های شود، نیازمند پژوهشآموزان انجام نمیکه به چه دلایلی این کار توسط دانشچگونگی این

 های گوناگون است. رای بررسی این موضوع از زاویهمتنوعی ب

های در حین حل مسئله را فعالیت یادگیرندگانبا این تصویر کلی، پژوهشگر بر آن شد تا 

را با عمق  های ترکیبیاتی ارائه شده توسط آناناستدلال، مورد مطالعه قرار دهد و ترکیبیاتی

قت بیشتر، بر مباحثی تمرکز شد که نتایج آن با هدف دبیشتری تجزیه و تحلیل نماید. همچنین 

عنوان نوعی از مسایل ترکیبیاتی( بدین منظور، مسایل شمارشی )به و گیری باشدقابل اندازه

 انتخاب شدند. 

 پیشینه پژوهش 

های تفکر ترکیبیاتی و استدلالهای انجام شده در رابطه با برای بررسی پیشینه، پژوهش

های مرتبط با تفکر این بررسی شامل موضوع(. 2937)رضائی،  ر گرفتترکیبیاتی مورد توجه قرا

بندی تفکر سطح،پس از مسیر کلی این بررسی، با تفکر ریاضی شروع شدهاست و ترکیبیاتی 
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پرداخته  «تفکر ترکیبیاتی»چیستی و بعد، به با اشاره به تفکر جبری ادامه یافته  ،هندسی

در ورود مباحث ترکیبیاتی به آموزش ظریه ژان پیاژه ندلیل نقش اساسی که شود. اما بهمی

صورت اجمالی نظریه پیاژه در مورد رشد و پیش از همه، بهعمومی و آموزش عالی داشته است، 

 شود. میهای متوالی رشد معرفی های مقدماتی آن و مرحلهتعریف

 تفکر ترکیبیاتیبا نظریه پیاژه ارتباط 

زاد باشد، موجودی فعال و در تکاپو برای برقراری ارتباط با محیط از نظر پیاژه، کودک حتی اگر نو

دهد صبر کند تا رویدادهای محیطی اتفاق است. برای مثال، کنجکاوی کودک به او مجال نمی

پردازد و سطوح فزاینده تحریک و برانگیختی را ها میبیافتند، بلکه کودک خود به کندوکاو آن

ثبت آن پذیر بهای فعلگونهکند، کودک بهاد محیطی بروز میکند. وقتی که رویدوجو میجست

گذارد. بر رفتار کودک اثر می، کند، و این تفسیرعکس، آن رویداد را تفسیر میپردازد، بهنمی

رویدادها را تفسیر »پردازد، بلکه از واقعیت نمی« رفای ص نسخه»ثبت ای غیرفعال بهگونهآدمی به

و  «پردازدهای در اختیار خود میها با طرحوارهآن 2سازیخشد و به همسانبکند، ساختار میمی

 بخشد. ها معنی میبه آن

و « تصور کودک از جهان»تحقیقات اولیه پیاژه درباره تفکر گسترده است و موضوع دو کتاب وی 

 9ندهیو سازما 1در این باره است. پیاژه دو اصل عمده سازگاری« تصور کودک از علیّت فیزیکی»

طور فزاینده به ،رشد عقلانی در مسیر سازگاری، بدین معنا که کنددر رشد عقلانی مطرح میرا 

ای با طور فزایندهبه ،در جریان است و در این فرایند، ذهن ما در پاسخ به تقاضاهای محیط

عنوان فرایندی به« 1همسازی»و « سازیهمسان»دو فرایند  و کندکارآمدی بیشتر عمل می

 ، دو جنبه مکمل از فرایند کلی سازگاری هستند. 3سویهوـد

دومین اصل کلی، یعنی سازماندهی، ناظر بر ماهیت ساختارهای ذهنی است که در سازگاری 

 ،یافته هستندهایی که بسیار پیچیده و وحدتشرکت دارند. از نظر پیاژه، ذهن به شیوه

                                                 
2Assimilation 

1Adaptation 
9Organization 

1Accommodation 
3Two-pronged 
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است که عبارت است از « 2وارهطرح» ترین سطحساده و شودساختاربندی یا سازماندهی می

 تواند در مورد یک شیئی انجام شود. ایی ذهنی یک عمل )فیزیکی یا ذهنی( که میمبازن

و خطی است، اما تفاوت میان  1تغییرات در یک مرحله مشخص معمولاً کمیّاز نظر پیاژه، اگر چه 

 ی رشد ذهنی،هاز مرحلها باید، کند که همه کودکانتأکید میواست؛ ، 9مراحل مختلف کیفی

 یکسان نیست.  ،سرعت این عبور برای همه، با وجودی که ترتیب بگذرندبه

صورت عمومی نیز مورد بحث قرار داده است. وی تفکر دوره تفکر دوره نوجوانی را به ،پیاژه

 ،نوجوان این که نوجوانی را در چارچوب چندین ویژگی کلی مورد مطالعه قرار داد. نخست

دهد، یعنی برای نوجوان )در مقابل در مرحله دوم قرار می« محتمل بودن»را نسبت به « تواقعی»

محتمل بودن بر واقعیت اولویت دارد. در رویارویی با یک مسئله علمی، او با مشاهده  ،کودک(

اندیشد. او در نظر موقعیت می کند، بلکه به امکانات ذاتی کار خود را شروع نمی ،نتایج تجربی

های کند که خیلی چیزها ممکن است رخ دهد و تعبیرهای بسیاری از دادهمجسم می ،خویش

چه رخ داده است، ممکن است یکی از چندین چنین آنعمل آید و همحاصل ممکن است به

توجه دارد نه به « 1هاگزاره»دهند. نوجوان به حالات متفاوتی باشد که در شرایط دیگر رخ می

گونه به کسب آن ،تجزیه و تحلیل فرضیه مورد نظر است که نوجوانتنها پس از «. 3اشیا»

 پردازد که ممکن است در جهت تأیید یا رد فرضیه او باشند. های تجربی میداده

آن است. در رویارویی با « 6ترکیبی»خصلت  درنظریه پیاژه، دومین ویژگی متمایزعملیات صوری

آزمایش مؤثر باشند، کودک در این مرحله از  های گوناگونی که ممکن است در نتیجه یکعامل

ها با آزماید، اما از تأثیر احتمالی ترکیب عاملتک میها را تکمعمولاً هر یک از عامل ،رشد

ای مانند کشف ترکیبی از پنج ماده ماند. در مقابل، در رویارویی با مسئلهیکدیگر غافل می

کند. او یک رنگ وجوان به شیوه جامع عمل میرنگ که مایع زرد رنگ تولید کند، نشیمیایی بی

کند تا را با دو رنگ، یک رنگ را با سه رنگ، و سپس یک رنگ را با چهار رنگ، و ... ترکیب می

های ممکن دست یابد. این خود راه دیگری از تسلط دید احتمالی نسبت سرانجام به همه ترکیب

های ممکن را در نظر لیات عینی همه حالتدوره عم ،چون کودکبه واقعیت است. اگر نوجوان هم

                                                 
2Scheme 
1Quantitative 

9Qualitative 
1Propositions 

3Objects 
6Combinatorial 
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بود. های مجزا از یکدیگر میگرفت، در این صورت عملیات او محدود به یک مجموعه آزمایشنمی

این امر گذشته از  رسدمی2تفکر نوجوان به یک وضعیت پیشرفته از تعادلدر این مرحله، 

ای از نوجوان به چنان مرحله تلویحات دیگر، این معنی را نیز دارد که ساختارهای شناختی

روند. این میکار بسیار به ،های متنوعای مؤثر در مسئلهگونهتوانند بهاند که میپیشرفت رسیده

های متنوع اند و آمادگی لازم را در هضم و جذب با وضعیتقدر کافی ثبات یافتهساختارها به

از به همساز کردن ساختارهای ذهنی خود توان گفت که نوجوان دیگر نیجدید دارند. بنابراین، می

های تفکر نوجوان، یعنی در پایان نوجوانی، شیوه ،پیاژهبه اعتقاد ندارد. را های جدید با مسئله

در  ، دائماند. در حالی که این ساختارهاطور کامل شکل گرفتهتقریباً به ،او 1ساختارهای شناختی

 . انجامندضروری و مهم میمباحث  دانستندرک  شوند و بهکار گرفته میهای جدید بهمسئله

 فرایند تفکر ریاضی

برای توسعه تفکر  ،«درک فرایند تفکر ریاضیات پیشرفته»ای با عنوان ( در مقاله2331) 9تال

ای را مطرح و دنبال آن، به روال متون ریاضی، قضیهکند و بهبیان می 1موضوعریاضی دو اصل

 کند:اثبات می

 شوند.دانان در سن صفر متولد میهمه ریاضی  .Iموضوع اصل

، ...، 1، 2ساله، برای رسیدن به بلوغ ریاضی، باید سنین صفر،  Mدان هر ریاضی.  IIموضوع اصل

M˚  سالگی را پشت سر گذاشته باشد. 1

 دان شدن ضروری است.رشد شناختی برای ریاضیقضیه. 

ه ریاضی مهمی نبوده است، این موارد در بین چون هیچ کودکی در بدو تولد، سازنده قضی اثبات.

 �رخ داده که تفکر ریاضی را ممکن کرده است.  Mسنین صفر تا 

اما به یقین  ،شاید این اثبات  تفننی، کاریکاتوری به سبک ریاضی باشد که کندوی اضافه می

ا ثابت وضوح چیزی روجود مثال نقض شناخته شده، بهاندازد. زیرا عدمشکافی در ریاضی می

مان به درباره چگونگی تفکر انسان بیاندیشیم، لازم است در بحث وارریاضیکند، اما اگر نمی

ناکامی در ریاضی نیز بپردازیم. برای مثال، این ناکامی زمانی رخ داد که در دهه شصت میلادی، با 

                                                 
2Equilibrium 
1Cognitive structure 

9David Tall 
1Axiom 
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د درک آن نیز ها، ریاضیات جدید وارد مدرسه شد، و انتظار داشتیم فراینرویکرد نظریه مجموعه

 همراهش وارد مدرسه شود. به

رشد  ( واضح است که اگر بخواهیم توسعه تفکر ریاضی درک شود، باید طبیعت  2331از نظر تال )
شناختی را برای توسعه تفکر ریاضی در  1را جدی بگیریم و بدین منظور، وی سه اصل 2شناختی

 کند. یادگیرندگان مطرح می

هایی طبق نظریه داروینی، هر موجودی باید با تمرکز بر مفاهیم و روش. برای بقا، Iیاصل شناخت

ساختار  شناختی  و کنار گذاشتن مراحل میانی که دیگر ارزشی ندارند، کارآمدی  9کنندکار میکه 

 خود را به بیشترین مقدار  ممکن برساند. 

ف متمرکز شود، اما های مختلتواند بر موضوعصورت جزیی و محدود می.مغز، بهIIیاصل شناخت

فضای زیادی برای ذخیره اطلاعات دارد و از این رو، رشد شناختی نیازمند توسعه دو مورد زیر 

 است:

 ها که متناسب با تمرکز باشد. سازی ایدهبرای فشرده 1الف( سازوکاری

ب( سازوکاری برای ایجاد ارتباط بین اطلاعات ذخیره شده مطلوب و مرتب کردن این 

 ها باشد. ای که مناسب تمرکز روی ایدهر دنبالهاطلاعات د

.برای هر کسی، یک عامل نیرومند در یادگیری مفهومی، عبور از میان IIIیاصل شناخت

بر دانش ساخته شده بر اثر تعامل بین دانش موجود خویش با  3بازتابوسازهای ریاضی و ساخت

 آن ساخت و سازهاست. 

ها از آموزان و دانشجویان نشان دهند که دانش آنه دانشدانان باید بتال معتقد است ریاضی

های متعدد روشاز نظر وی، دست آمده است. به« وارتفکر ریاضی»تجربیات و آموزش 

 سازی دانش ریاضی شامل موارد زیر است: ذخیره

 ( نمایش دیداری اطلاعات 2)

 کارگیری نمادها برای نمایش فشرده اطلاعات، ( به1)

 د. تسلط دار هابر آنفرد تری که به اجزای کوتاه فرایند طولانییکتجزیه ( 9)

                                                 
2Cognitive development 

1Principle 
9Work 

1Mechanism 
3Reflection 



 مانی رضاییدکتر 
 

2931 پاییز و زمستان ، 21، شماره 6دوفصلنامه مطالعات برنامه درسی آموزش عالی، سال   

 

11 

ها نیز انجامد و آنبه یک مفهوم ریاضی میداند که بعداً، می2نمادسازی را یک فرایند ریاضیتال 

 ، دو تعریف9و مفهوم 1شوند. تال در بسط دو پدیده فرایندبه شیئی ذهنی تبدیل می ،به نوبه خود

 کند:ارایه می زیر را شناختی

 شود.است که با یک نماد نمایش داده می مفهومو  فراینداز  3ایملغمه، 1فرهومتعریف شناختی. 

ای از فرایندهای مقدماتی است که درباره یک موضوع متشکل از مجموعه ،تعریف شناختی فرهوم

 هایساختار جای توسعهآموزان و دانشجویان بهدانش (،2332و وینر ) تالبه عقیده  هستند.

ها با تمایز قایل شدن بین خورند. آنبا تصور مفهوم فریب میگاهی شناختی خود از یک مفهوم، 

عنوان یک فعالیت ذهنی نوع تفکر فرد از یک مفهوم و تعریف رسمی آن، در واقع بین ریاضیات به

ارایه ن، آمدل مفهومی برای و یک  تمایز قایل شدند ،عنوان یک دستگاه صوریو ریاضیات به

مغز انسان تنها یک واحد منطقی نیست و شیوه پیچیده کارکرد آن ها نشان دادند که کردند. آن

برای یادگیری ریاضی، منطق صرف و بدین سبب،  با منطق ریاضی تفاوت دارد ،در بیشتر موارد

برای توصیف ساختار « 6تصور مفهوم»از اصطلاح کافی نیست. به این دلیل در مدل خود، 

که تمام تصویرهای ذهنی و  اندکردهای که با یک مفهوم ارتباط دارد، استفاده ختی کلیشنا

تصور مفهوم به مرور به گفته آنان، گیرد. ها و فرایندهای مرتبط با آن مفهوم را در برمیویژگی

های جدید تغییر گیرد و تحت تأثیر محرکزمان و در جریان مواجهه با انواع تجربیات شکل می

باره طور منسجم و یکلزومی ندارد که به ،رشد و گسترش تصور مفهوم و یابدکند و رشد میمی

های حسی متفاوت، مسیرهای عصبی خاصی را برانگیخته و در عین دریافتدر حالی که رخ دهد. 

های متفاوت آورد. بدین ترتیب محرکعمل میسایر مسیرها ممانعت بهن حال، از برانگیخته شد

های متفاوتی از تصور مفهوم منجر شوند. از سوی دیگر، تعریف د به فعال شدن بخشتواننمی

 نامند. می« 0تعریف مفهوم»مطلب دیگری است که تال و وینر آن را  ،رسمی یک مفهوم

                                                 
2Symbolized 
1Process 

9Concept 
1Procept )process+concept ،)2903( معادل این واژه در زبان فارسی، به انتخاب مجله رشد آموزش ریاضی

 فرهوم گذاشته شد که ترکیبی است از فرایند- مفهوم، به همان شکلی که تال، واژه خود را ساخته است. 
3Amalgam 

6Concept Image 
0Concept definition 
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 هیلی هیلی و فنفن تفکر هندسی  نظریه 

آموزان ی رفتار دانش، با بررس1هیلییر فنو همسرش پی 2گلدوفـهیلی، دینا فن2337اواخر دهه 

بندی کردند و مدلی عمومی آموزان را ردههای هندسی دانشو رشد فکری هندسی آنان، توانایی

بندی را (. این زوج آموزشگر هلندی، این رده2333هیلی، برای تفکر هندسی معرفی کردند )فن

پس از اتمام کار، های دکتری خود کامل کردند، اما در فاصله کوتاهی ، در رساله2331تا سال 

ها، با ترجمه کارهای اصلاح و بهبود این نظریه را انجام داد. در همین سال ،یردینا فوت کرد و پی

 هیلی به انگلیسی، توجه جهانی به کارهای این زوج آموزشگر ریاضی بیشتر شد. فن

توسط  ،دسهها، پنج سطح را برای توصیف تفکر هندسی معرفی کردند که در یادگیری هنهیلیفن

ریزی درسی قابل توسعه هستند. سطوح تفکر هندسی آموزان قابل مشاهده و از طریق برنامهدانش

گوید، بلکه گویای آن است که تفکر هیلی، در مورد میزان دانش هندسی فرد چیزی نمیفن

مراتبی است و طی فرایند یادگیری و پیشرفت، از سطوح متمایزی عبور ، سلسلهوی هندسی 

(، سطوح تفکر 2330) 9بلکه به تجربه فرد بستگی دارد. کرولی، کند که وابسته به سن نیستمی

 هیلی را چنین بیان کرده است: هندسی فن

 )دیداری( اجسام هندسی؛  3[ تشخیص1]سطح پایه سطح صفرـ

 ها؛ و تشخیص دیداری و کشف روابط بین آن 6تجزیه و تحلیل ـ2سطح 

 های ابتدایی و راهنمایی هستند( به دوره )این دو سطح، عمدتاً مربوط

 با استفاده از استدلال استقرایی؛  0ارایه استنتاج غیررسمی ـ1سطح 

 ها؛ ، ]استدلال استنتاجی[ برای اثبات حدسیه3ارایه استنتاج رسمیـ 9سطح 

 ، تعمیم و تجرید مفاهیم هندسی و ورود به هندسه مجرد 3دقت ـ1سطح 

 به دانشگاه است.(.  )معمولاً این سطح متعلق

                                                 
2Dina van Hiele-Geldof 
1Pierre van Hiele 

9Mary L. Crowley 
 1هیلی، شروع را با سطح پایه یا صفر و پایان را سطحشود. فنگذاری معرفی میهای متفاوتی برای شمارهروش1

 نامید.
3Visualization 

6Analysis 
0Informal deduction 

3Formal deduction 
3Rigor 
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آموزان در جریان توسعه شناختی خود، از تشخیص محض تا نوشتن دانش ،بندیدر این سطح

آموزان در دهد که چرا دانشکنند. این مدل نظری توضیح میطی می را یک اثبات رسمی دقیق

 . شوندبا مشکل مواجه می ،طور خاصطور عام و در نوشتن اثبات بهبه ،یادگیری هندسه

کند که دارد، بلکه توصیف می هندسی چه مقدار دانش ،گویند که یک شخصاین سطوح نمی

 کند. فکر می ،های هندسیاز ایده یچگونه و در مورد چه نوعوی، 

ترین یکی از محبوب ،هیلی با اتکا به این سطوح تفکر تبیین کردندهیلی و فنای که فننظریه

آموز بدون کسب ای است. طبق این نظریه، دانشسه مدرسههای یادگیری در آموزش هندنظریه

هیلی هیلی و فنح بالاتر برود. نظریه سطوح تفکر فنوتواند به سطنمی ،مهارت در یک سطح

همانند نظریه پیاژه، شامل مراحلی گسسته هستند که برای پیشرفت یک شخص، یک زمان 

کند که در کدام سطح است فرد تعیین می گیرد. در این دو نظریه، برای هرمشخص را در نظر می

مراتبی هستند، مراحل بالاتر تواند در یکی از سطوح باشد و چون این سطوح سلسلهو تنها می

هیلی بر گسسته هیلی و فنشود. با وجود این که فناغلب با عبور از مراحل ابتدایی ساخته می

پژوهشگران را به این سمت سوق داده کند، اما نتایج تحقیقات بیشتر، بودن سطوح تأکید می

است که حرکت از یک سطح به سطح بعد را یک فرایند پیوسته در نظر بگیرند، زیرا یادگیری و 

 تدریجی است.  ،گذر از یک سطح تفکر توسط یادگیرندگان

تحولی پیاژه نیز وارد است. اما برخلاف نظریه پیاژه که یک نظریه ـایاین نقد بر نظریه مرحله

، هیلیهیلی و فندهد، نظریه فنمومی رشد است و دامنه وسیعی از موضوعات را پوشش میع

محققان بعضی از بر تفکر هندسی تأکید دارد. با این وجود، نتایج حاصل از تحقیقات بیشتر،  تنها

حرکت از یک سطح به سطح بعدی را  ،هیلیهیلی و فنرا به این سمت سوق داد که در نظریه فن

تدریجی است و  ،ان یک فرایند پیوسته در نظر بگیرند، زیرا رسیدن به سطوح تفکرعنوبه

 در سطوح مختلفی قرار گیرند.  ،های مختلف هندسهتوانند در زمینهآموزان مختلف میدانش

 تفکر جبری

در آغاز  و توانایی کار با نمادها، گذر از حساب به جبر که برخی از آموزشگران ریاضی معتقدند

 . (2336و همکاران،  2شود )بدنارزسال( شروع می 23تا  22آموزان )دانش اول متوسطه دوره

                                                 
2N. Bednarz 
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مطالعه »و  «توسعه ابزارهای تفکر ریاضی»با دو مؤلفه اصلی را تفکر جبری ، (1770)2کریگلر

هایی ابزارهای تفکر ریاضی همان روش، تبیین کرده است. از نظر وی، «های بنیادی جبرایده

ها در سه رود. این روشکار میبه ،نمایش مسیر تفکر ریاضی با استفاده از جبر است که برای

وجو رویکردهای های حل مسئله، جستکاربست رهیافت های حل مسئله،فعالیت( 2زمینه 

ها، نمایش نمادها، نمایش بصری رابطه ها،بازنمایی فعالیت( 1های گوناگون؛ چندگانه یا پاسخ

( 9ها؛ ها در قالب نمایش آنهای مختلف، تفسیر دادهبرگردان نمایش نمایش عددی یا حرفی،

های ها، استدلالها به کمک بسط و نمایش ماهیت کمی آنتحلیل مسئله ها،بیان کمیّ استدلال

 مطرح شده است. ، استنتاجی و استقرایی

ه موضوع قابل شود. سدر محدوده توسعه ابزارهای تفکر ریاضی مطرح می ،های بنیادی جبرایده

 عنوان تعمیم حسابجبر به( 2مطالعه که در روند آموزش مورد توجه قرار دارد عبارتند از: 

های محاسباتی، نسبت و دای راهبرمفاهیم پایهدربرگیرنده ( که 2330، 9استیسی و 1گروگر)مک

های تکه شامل معنی متغیرها و عبار عنوان زبان ریاضیات،جبر به( 1؛ است تخمین و تناسب

های دستگاه اعداد، خواندن، نوشتن و کار با اعداد ها، درک و استفاده از ویژگیمتغیر، تعبیر پاسخ

ها، ارز برای بازنمایی فرمولاستفاده از نمادهای همو  و نمادها با استفاده از قراردادهای جبری

سازی ها و مدلاری برای تابععنوان ابزجبر به( 9 است و بالاخره هاها و نامعادلهها، معادلهعبارت

های یافته و پویا از دنیای واقعی، بازنمایی ایدههای تعمیمکه شامل ارایه الگوها و رویه استریاضی

 خروجیکار با الگوهای ورودیو  هاها، نمودارها یا حرفها، جدولریاضی با استفاده از معادله

 . باشدمی

نوعی با تفکر جبری ارتباط دارند. به ،های ریاضیر فعالیتبیشتکه توان ادعا کرد بدین ترتیب، می

عنوان توان تعریفی برای تفکر جبری ارایه کرد که بهبه سختی می(، 2336)1چاربونهبه اعتقاد 

های جبری مربوط به مباحث هندسه، بررسی روشبه باور وی، تعمیمی از حوزه اعداد نباشد. 

در های حساب. های هندسی دارند تا تعمیمر استدلالریشه د ،هاکه بیشتر آندهد مینشان 

تنها  یمباحث هندس ،های جبریکه در استدلالکند ( بیان می1779)ژاکوبسون حالی که 

 هستند « نمادهای بهینه»از  ایمجموعه

                                                 
2Shelley Kriegler 
1M. MacGregor 

9Kay Stacey 
1L. Charbonneau 
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 تفکر ترکیبیاتی 

تنگاتنگی با در امتداد مطالعه تفکر ریاضی، تفکر ترکیبیاتی به عنوان یکی از اشکال آن که ارتباط 

. در این گیردمی سایر اشکال تفکر ریاضی از جمله تفکر هندسی و تفکر جبری مورد بررسی قرار

بندی راهبردهای های پژوهشی در رابطه با راهبردهای ترکیبیاتی کودکان، ردهبررسی، یافته

 بیاتی  آموزی در حل مسایل ترکیبیاتی و تأثیر مدل ترکیبیاتی مجازی در استنتاج ترکیدانش

( 1770باتانرو ) و ند. سپس، چارچوب نظری  ارایه شده توسط گودینواهشناسایی شد ،آموزاندانش

د. در پایان، نقش وشمیمعرفی  ،برای مطالعه فرایند تفکر ریاضی با رویکرد تفکر ترکیبیاتی

در ها و شهود در استنتاج ترکیبیاتی پرداخته و اهمیت تفکر بازگشتی و سهمی که طرحواره

 گیرد.مورد بررسی قرار میپرورش تفکر ترکیبیاتی و توسعه خلاقیت دارد، 

 راهبردهای ترکیبیاتی کودکان

ماه را با مسایل  27سال و  3ماه تا  6سال و  1کودکان بین  رویارویی ،چگونگی (2332) 2انگلیش

انتزاعی، های قعیتوی با مرور کارهای پیاژه، این ادعا را که مو ، مطالعه نمود.دشوار ترکیبیاتی

و مسایل ترکیبیاتی دشوارتری کشید چالش ، بهقابل طرح است سال 21 کودکان بزرگتر ازبرای 

 . نمود مطرح ،سنی گروه ها استدلال است، برای اینرا که مبنای آن

های ممکن برای جور کردن یک دست بلوز و شلوار )به محاسبه تعداد حالت»انگلیش مسئله 

های مقوایی همراه با بلوز و شلوارهای مقوایی را به شکل عروسک« داده شده(های مختلف رنگ

ها، عملکرد کودکان آن هایرنگی برای کودکان مطرح کرد. وی با بررسی پاسخ کودکان و راهبرد

 بندی کرد: دستهزیر، رده  ششرا در 

 ها؛ انتخاب تصادفی، بدون بررسی حالت راهبرد الف(

 های نامطلوب؛ها و رد حالتدفی، با بررسی حالتانتخاب تصا راهبرد ب(

 های نامطلوب، اما بدون تداوم؛ یافتن یک الگو و رد حالت راهبرد پ(

 های نامطلوب؛برای انتخاب موارد و رد حالت1استفاده از یک الگوی دوری راهبرد ت(

 ویی خاص؛ ثابت گرفتن یکی )مانند بلوز( و تغییر بقیه، بدون استفاده از الگراهبرد ث( 

 های نامطلوب.کار گرفتن الگویی خاص بدون نیاز به رد حالتبه راهبرد ج(

                                                 
2Lyn D. English 
2Cyclic pattern 
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را مورد مطالعه قرار داده و  انمورد استفاده و سن کودک هایرابطه بین راهبرد (،2332) انگلیش

تری )الف تا پ( استفاده تر باشد، از راهبردهای سادهکه هر چه کودک خردسالگرفت نتیجه 

تغییر  ،چنینهموی در سنین بالاتر، راهبردهای )ث( و )ج( بیشتر مورد استفاده است. کند و می

که بندی رسیدبه این جمعبررسی کرد و توسط کودکان طی انجام تکلیف  نیز این راهبردها را

 3تا  0ساله با کودکان  6تا  1 بین ودکان ای در راهبردهای انتخابی توسط کقابل توجه تفاوت

، 2303های پیاژه و اینهلدر )بر اساس یافته مشاهدات خود وبا تجزیه و تحلیلاو  دارد.ساله وجود 

جستجو برای یافتن یک »، «2ترکیبیات تجربی» تر،کلیمرحله این راهبردها را در سه  ،(269.ص

که اگر کودکان در موقعیتی دهد ها نشان میاین یافته. بندی کرد، دسته«9کشف نظام»و «1نظام

 . انگلیشگیردشکل می زودتر ،مورد  نظر پیاژهانتزاعی  رار گیرند، تفکر ترکیبیاتی  آشنا ق

و  ها قرار دادهای مقوایی در اختیار آزمودنیعروسکتعدادی انجام این تحقیق، (برای 2332)

ها نداشته باشند و با نیازی به بررسی ذهنی حالت ،شرایطی فراهم کند تا کودکانکه  سعی کرد

 فراهم شود.  ،هاامکان بررسی عملکرد آن، تا موس کار کننداشیای مل

تر، ریاضی در سنین پایینمفاهیم درک کودکان از پژوهش درباره به انگلیش ، در تکمیل این

های راهبردهای حل مسئلهادامه داد و  های مرتبط با آن،بخصوص مباحث ترکیبیاتی و مسئله

ترتیب، ها را بهتر قرار داد و نتایج آنعمیقبررسی مورد  را کودکانای مرحله ترکیبیاتی دو و سه

 ( b2333؛ a2333؛ 2333؛ 2331)انگلیش، منتشر نمود 

 هااز طریق مطالعه بدفهمی مسایل ترکیبیاتیحل بندی راهبردهای رده

های آموزان در مسئلهبا تمرکز بر ماهیت اشتباهات دانش، (1776) 3و یانکوف 1یانکووا

رویارویی با آموزان هنگام دانش« تفکر ترکیبیاتی»هایی از جنبهه تحقیق در مورد ،بترکیبیاتی

های پرداختندتا از آن طریق، بدفهمی ظاهر متنوع ترکیبیاتی، اما با ماهیت یکسان،های بهمسئله

 را شناسایی کنند. ها آن

دریابند برای حل مسائل  ،تلاش نمودند کهآموزاندانشترکیبیاتی  تفکر نوع آنان برای پی بردن به 

را چرا آن راهبرد خاص »و « کنندانتخاب میرا چه راهبردهایی »آموزانمرتبط با این حوزه، دانش

                                                 
2Empirical combinations 

1Search for a system 
9Discovery of a system 

1Martina Janackova 
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 مانی رضاییدکتر 
 

2931 پاییز و زمستان ، 21، شماره 6دوفصلنامه مطالعات برنامه درسی آموزش عالی، سال   

 

13 

ای کنندههای قانعپاسخدست نیاوردند و به بهموفقیت چندانی  ،اما در این کار، «کردندانتخاب 

روشی برای لازم است که های آینده، پژوهشاند که در نرسیدند. با این وجود، این دو توصیه کرده

مورد توجه  ،انتخاب شده بر اساس شکل مسئله هایها، و مقایسه راهبردکدگذاری صورت مسئله

 گیرد.قرار 

 آموزانتأثیر مدل ترکیبیاتی مجازی در استنتاج ترکیبیاتی دانش

ن در رویارویی با آموزان دبیرستا( به بررسی عملکرد دانش2330) 9، و گودینو1، ناوارو2باتانرو

بندی ها معتقدند مسایل ترکیبیاتی در سه مدل متفاوت دستهاند. آنمسایل ترکیبیاتی پرداخته

دانند. با شود: انتخاب؛ افراز و توزیع و دامنه مباحث ترکیبیات را محدود به این سه موضوع میمی

ده نیست، بنابر این بین جا که حل مسایل ترکیبیاتی فرایندی سااند که از آناین حال، مدعی

های نادرست ممکن از دید معلم و شاگرد تفاوت اساسی وجود دارد. سپس با بررسی و حلراه

 کنند. ها را معرفی میهای مشترک در این مدلهای ارایه شده، اشتباهبندی پاسخرده

(، موضوع 2330گارفیلد، ، باتانرو، ناوارو، و گودینو در فصلی از کتابی اینترنتی )گال و نعلاوه بر ای

ترکیبیات چیست و چه نقشی »اند. در آغاز، ارزشیابی استنتاج ترکیبیاتی را مورد توجه قرار داده

جا، قلمروی ترکیبیات بسیار بررسی شده است. در این« در تدریس و یادگیری احتمالات دارد؟

ای از و مجموعه« ارشریاضیات شم»عنوان فراتر از حل مسایل جایگشت، ترکیب و ترتیب و به

ها، شود. سپس با بررسی چند مثال، در قالب همان مثالها و فرایندها معرفی میعملگرها، مدل

های رایج ها با برشمردن اشتباهشود. آنهای ارزشیابی حل مسایل ترکیبیاتی اشاره میبه دشواری

رتیب نادرست، تکرارهای ، استفاده نادرست از نمودار درختی، ت1منداز قبیل شمارش غیرنظام

بندی مغشوش، بدفهمی در نوع افراز خواسته شده، و مانند آن، موضوع ارزشیابی نادرست، رده

کند. با این حال، پاسخ مقاله به این موضوع، به ارایه استنتاج ترکیبیاتی را بررسی می

 رهنمودهایی خاص برای ارزشیابی محدود است. 

                                                 
2Carmen Batanero 
1Virginia Navarro-Pelayo 

9Juan D. Godino 
1 Non-systematic enumeration 
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 تفکر ریاضی ارایه چارچوب نظری برای فرایند

بر مسایل ترکیبیاتی و فرایند حل  1تحلیل مبتنی بر نشانه»در مقاله  2گودینو، باتانرو، و راوو

اند. (، با بررسی این فرایند، یک چارچوب نظری ارایه کرده1773« )توسط دانشجویان دانشگاه

نشانه به تحقیقات رویکرد مبتنی بر »ای با عنوان در مقاله 9چنین، گودینو، باتانرو، و فونتهم

گفته( به تشریح موقعیت (، پس از مرور چارچوب نظری )پیش1770« )آموزش ریاضی

اند. مدلی های ترکیبیاتی در این چارچوب و نقش آن در آموزش و تعلیم و تربیت پرداختهمسئله

که در این چارچوب ارایه شده است، شامل سه حلقه تو در تو است که حلقه مرکزی آن شامل 

ها، ها، گزارهها، رویهها و استدلال است و در تعامل با حلقه میانی است که تعاریف، مباحثهرینتم

ها و زبان است و حلقه بیرونی که دو حلقه داخلی را احاطه کرده است شامل عوامل موقعیت

عمومی درونی و بیرونی )در مقابل هم( است مانند محتوا در مقابل شکل ظاهری، شکل سازمانی 

شناسی مورد بحث های معرفتدهندگان این مدل، آن را از جنبهر مقابل فرد و مانند آن. ارایهد

عنوان چارچوبی قرار دادند و معتقدند که در تعامل بین معلم و شاگرد مورد توجه قرار دارد و به

اتر طور عام( و ابزاری نظری برای بررسی مفاهیم مختلف ریاضی فرهای آموزشی )بهبرای پژوهش

 (. 1773، 3کوموو بن 1( و )گودینو، ویلهلم2333کار رود )گودینو و باتانرو، از ترکیبیات به

 ها و شهود در استنتاج ترکیبیاتیطرحواره

را با تأکید بر استدلال ترکیبیاتی  3و طرحواره 3( رابطه بین شهود2330) 0و گراسمن 6فیشباین

ه به دو مثال مشهور زیر، بین حدس تصادفی و حدس بررسی کردند. این دو در مقاله خود با اشار

 اند. شهودی تمایز قایل شده

دو جعبه داریم که یکی حاوی یک مهره سفید و دو مهره سیاه است و مثال نخست: 

خواهیم بدانیم که شانس کشیدن دومی حاوی دو مهره سفید و چهار مهره سیاه است. می

                                                 
2Rafael Rao 

1Onto-semiotic 
9Vicenc Font 

1M. R. Wilhelmi 
3D. Bencomo 

6Efraim Fischbein 
0Aline Grossman 

3Intuition 
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کند کودکان شش ساله جعبه دوم را انتخاب میمهره سفید در کدام بیشتر است؟ معمولاً 

 داند. درستی( برابر میدر حالی که کودکان یازده ساله شانس دو جعبه را )به

شود ( که برای کودکی چهار ساله انجام می2)بر مبنای آزمایش پیاژه و زمینسکامثال دوم 

ن حاوی یک مقدار مساوی ش A2و  A1شکل و هم حجم چنین است: دو ظرف هم

خواهیم یکی از دو ظرف را که شن بیشتری دارد انتخاب کند و سپس است. از کودک می

تر و بلندتر ریزیم که باریکمی Bمحتوای ظرفی را که انتخاب نکرده است، در ظرف 

 کند. را انتخاب می Bاست. معمولاً پس از این انتقال، کودک ظرف 

های متعددی شده است، برای طرحواره تعریفکه ( با تأکید بر این2330فیشباین و گراسمن )

رود که به تفسیر و کار میای بهمعنی برنامهکنند که از نظر آنان طرحواره بیشتر بهبیان می

پذیر  های انعطافای از گاممعنی دنبالهجا، واژه برنامه بهکند. در اینریزی اطلاعات کمک میبرنامه

ه شده است. در این مقاله، طرحواره با توجه به فرایندهای مرتبط و سازگارپذیر حول موضوع داد

شود. در ادامه، فیشباین و گراسمن با تأکید مجدد بر پذیر خوانده میتجربی، پایدار و انعطاف

ها، آن را ساختاری مبتنی بر ها یک برنامه ماشینی نیست، در بسیاری از موقعیتکه طرحوارهآن

شود: اصول ترکیبیاتی و ک سامانه ترکیبیاتی خوانده میداند که این موقعیت یمنطق می

های ترکیبیاتی ماهیت منطقی دارند، یعنی اگر یادگیرنده از یک رویه برای حل یک مسئله رویه

کند، یک دلیل منطقی در ذهن دارد. در ادامه مقاله، به شهود ترکیبیاتی ترکیبیاتی استفاده می

طور خاص بررسی نشده است. هر ( شهود ترکیبیاتی به2330)کند و تأکید دارد تاکنون اشاره می

های ترکیبی کودکان متأثر از سن و آموزش توسط فیشباین و چند پیش از آن، توانایی

ها، هم متأثر همکارانش مورد بررسی قرار گرفته بود و به این نتیجه رسیده بودند که این توانایی

 (. 2307، 9و مینزت 1باین، پامپواز سن و هم تحت تأثیر آموزش هستند. )فیش

 اهمیت ترکیبیات در تفکر

دهد که تفکر ترکیبیاتی، باعث پرورش تفکر بازگشتی و توسعه نشان می هاهای پژوهشیافته

برای نمونه،  پردازیم.ها میدلیل اهمیت، به آنشود که بهآموزان نیز میخلاقیت ریاضی در دانش

بررسی پرورش تفکر بازگشتی در ترکیبیات از طریق استفاده از  ( به2336)2پر و پای 1آبراموویچ
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های بازگشتی ها در مقاله خود روشاند. آنورزی و محاسبات کامپیوتری پرداختهدست

چند راه متفاوت برای مرتب »هایی مانند های ممکن در مسئلهآموزان برای شمارش حالتدانش

های ترکیبیاتی شمارش، را مطالعه از روش ، و استفاده«کردن سه قرص رنگی وجود دارد؟

تواند در توسعه نمایش هندسی برای استقرای ریاضی چنین به تجسم ریاضی که میاند. همکرده

های متعدد، ادعا شده است که ایجاد شود. در این مقاله، با ارایه مثالاستفاده شود، اشاره می

آموزان تواند راهی برای تجربیات ریاضی دانشارتباط بین هندسه، نظریه اعداد، و ترکیبیات می

 باشد. 

« حل مسئله خلاق»( با عنوان 1771) 1معنی تفکر ترکیبیاتی در مقاله سیناپووادر نگاهی دیگر، 

های متنوعی از مسایل را مطرح ها بیان شده است. وی دستهای متفاوت از بقیه مقالهگونهبه

آموزان نقش دارند. این مسایل بیش از ر ترکیبیاتی دانشکند که به اعتقاد وی، در توسعه تفکمی

معنای تلفیق هستند. برای مثال، در مسایل معنی مباحث ترکیبیاتی ریاضی باشد بهکه بهآن

ای به کلمه دیگری )با همان تعداد حرف( با تغییر یک حرف در هر چگونه کلمه»کلامی، مانند 

دنبال بررسی راهکارهای میانی بامعنی باشند، وی به هایطوری که کلمهشود، بهگام تبدیل می

ای داده شده، مانند یافتن های کلمهای دیگر، ساخت کلمه با حرفمخاطبان خود است. در نمونه

چنین از نگارش مورد توجه قرار گرفته است. هم« constellation»کلمه با حروف کلمه  277

برد. سیناپووا کند، نام مییل کودکان را تحریک میهای اساسی آن قوه تخهایی که مؤلفهداستان

نوع نگاهی کند. آموزان یاد میعنوان فعالیتی مفرح برای تمام دانشبا ارقام، به« فکر بکر»از بازی 

های دیگری که به مفاهیم در این مقاله به آن اشاره شده، و شکل« تفکر ترکیبیاتی»که به 

که بیش است مطرح شده نیز و مانند آن، در چند مقاله دیگر ها ها، جایگشتدیگری مانند ترکیب

، 1و مولیگان 9مورد توجه است )پاپیکدر آن مورد توجه باشد، کار با این مفاهیم « تفکر»که از آن

 (. 2333، 6دونالد(، )مک1773، 3(، )آگوال1773(، )کاووسیان، 1770

( به 2331)0ث است. سیرپینسکاهای دیگری از تفکر ریاضی در منابع مختلف مورد بحوجه

اهمیت نمادها برای معرفی تابع و درک یادگیرندگان بر اساس نمادها پرداخته است. وی در 

                                                                                                                     
2Anne Pieper 

1Lydia Sinapova 
3Marina Papic 
4Joanne Mulligan 
5Ola Agevall 
6Janet L. McDonald 
7Ana Sierpinska 
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چنین تفکر (. هم1777ای دیگر تفکر مرتبط با جبرخطی را مطالعه کرده است )سیرپینسکا، مقاله

( با 1771و همکاران، 2ساله، در درک مفاهیم تابع و معادله )فارماکی 29آموزان جبری دانش

( 1777) 9و ساراما 1آموزان از طریق مصاحبه، بررسی شده است. کلمنتسمطالعه موردی دانش

 اند. های هندسی را مورد مطالعه قرار دادهدرک کودکان از شکل

 ماهیت تفکر ترکیبیاتی 

م آن های ترکیبیاتی در مسیر آموزش موجب شده تا با توجه بیشتری به مفاهیاهمیت درس

های ترکیبیاتی، پرداخته شود. اما تنوع رویکردهای حل مسئله یادگیرندگان در رویارویی با مسئله

از « تفکر ترکیبیاتی»های آموزشی است که با عنوان های مورد توجه در پژوهشیکی از موضوع

ه شده است ها، از تفکر ترکیبیاتی با تعبیرهای متنوعی استفادها یاد شده است. در این پژوهشآن

های حل مسئله ها، توانایی. نخست، با تمرکز بر سن آزمودنیشودمشاهده میکه دو رویکرد اصلی 

ها انجام های سنی خاصی مورد توجه قرار گرفته و مطالعه روی آنهای استدلالی گروهو توانایی

تی و سهولت ها توجه دارد. در این رویکرد، درجه سخرویکرد دوم، به نوع مسئلهدرشده است. 

 بندی مباحث ترکیبیات ارزیابی و بررسی شده است. مسئله و رده

نام برده شد. « تفکر ترکیبیاتی»معنی به« تبدیل»و « ترکیب»در آثار پیاژه، از کار با مفاهیم 

مسایل ر و باست سال  26های سنی زیر ، در مورد گروهو همکارانش پیاژههای بیشتر پژوهش

دو یکی از با تعمیم این دو وجه،  . بسیاری از پژوهشگران بعدی،استتمرکز مابتدایی ترکیبیات 

نیز به معانی مختلف دیگری « تفکر ترکیبیاتی» در عین حال،. انددر پیش گرفتهرویکرد بالا 

های مختلف تلفیق مباحث، یا ترکیب بین شاخهتوان به کار رفته است که از آن جمله میبه

 اشاره کرد. گر علوم ریاضی یا ریاضیات با دی

معنای عام آن مورد عنوان نوعی از تفکر ریاضی به، مفهوم تفکر ترکیبیاتی، بهحاضر در مقاله

وجو پیرامون چیستی تفکر ترکیبیاتی نشان بررسی قرار گرفت. مطالعه ادبیات موضوع و جست

، بیشتر طور مشخصهای کافی انجام نشده است. بهداد که در این خصوص، تاکنون بررسی

در محدوده گروه سنی (پژوهش 2توان از دو جنبه بررسی کرد: را می های انجام شدهپژوهش

مطالعاتی در توان ( پژوهش را می1؛ اندخاص یا افراد خاص بوده یعنی متعلق به رویکرد نخست

در رویکرد دوم است. نتایج آن که مبین باقی ماندن برشمرد سطح مفاهیم مقدماتی ترکیبیات 

                                                 
1Vasiliki Farmaki 
2D.H. Clements 
3J. Sarama 
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نیاز عنوان پیشنیاز به مفاهیم پیچیده بهدلیل عدمدهد به( نشان می1773طالعه رضائی و گویا )م

 تر، شدنی است. های سنی پایینها به میان گروهجهت طرح مباحث پیشرفته ترکیبیاتی، بردن آن

ها، بندی، کار با نمادها مانند درک مفاهیم مجرد ریاضی، تشخیص و ردهای از ویژگیمجموعه

ها در حل مسئله، های استدلالی، استفاده از رهیافتای، تواناییهای محاسبهدقت، تمرکز، توانایی

دهند، و انواع تفکر )ریاضی( را شکل می "تفکر ریاضی"ای، و مانند آن رویکردهای حل مسئله

شوند که ها شناخته میمانند تفکر هندسی، تفکر جبری، یا تفکر ترکیبیاتی به کمک این ویژگی

ها در یک یا چند ویژگی با هم اشتراک داشته باشند، در عین حال، ممکن است در حالی که آن

توان ها در شمارش را میبندی حالتدارای ویژگی خاص خود نیز باشند. برای مثال، توانایی رده

 های تفکر ترکیبیاتی در نظر گرفت. از جمله ویژگی

در هایی تهیه کرد که توان فهرستی از مجموعه ویژگییبا چنین تعبیری از تفکر ریاضی، م

زی مورد توجه رودر جریان آموزش برای ریاضیها آنیا شود مشاهده میدانان ریاضیفعالیت 

تواند )با تکرار( ای قرار گیرد، میهای افراز شدهها بدون آن که در دسته. این ویژگیاست

تفکر هندسی، تفکر جبری، تفکر ریاضی، مانند بندی شود و برای معرفی انواع تفکر دسته

بدین ترتیب، در توصیفی که برای تفکر هندسی کار گرفته شوند. بهترکیبیاتی، یا تفکر آنالیزی 

های های تفکر هندسی، معنای خود را در ویژگی، سطحه استهیلی، ارایه شدفنـهیلیتوسط فن

بندی انواع داریم و ردهننین فهرستی در اختیار چبا وجود آن که هنوز کنند. مورد نظر پیدا می

های مرتبط با توان ویژگیاما میهای هر یک انجام نشده است، با برشمردن ویژگیتفکر )ریاضی( 

دست انواع تفکر را مورد مطالعه و بررسی قرار داد و در نتیجه، تصویر بهتری از تفکر ریاضی به

 آورد. 

ها را با های تفکر ترکیبیاتی، فهرستی از این ویژگیاخت ویژگی( با هدف شن1773رضائی و گویا )

برای حل  گان،یادگیرند که های آنان نشان داددست آوردند. یافتهها بهبندی دادهبررسی و مقوله

 : هستندرو های زیر روبهعنوان بخشی از مسایل ترکیبیاتی( با چالشهای شمارشی )بهمسئله

 های مطلوب مسئله،از حالتدرک مسئله و یافتن برخی  .2

 های مطلوب،بندی حالتهای نامطلوب و ردهتشخیص حالت .1

 های ممکن برای شمارش،حالت« تمام»پیدا کردن  .9

 های ممکن را تولید کند،دست آوردن روشی که تمام حالتبه .1

 ها،استفاده از راهبردهای متنوع برای شمارش حالت .3

 های ترکیبیاتی دیگر،هرو با مسئلایجاد ارتباط بین مسئله پیش .6
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 . (هاویژه برای شمارش حالتبه) های ترکیبیاتیاستفاده از استدلال .0

عنوان سطوح شناختی تفکر ترکیبیاتی شناسایی بندی، پنج سطح زیر بهبا استفاده از این مقوله

 : یستندمراتبی نشد که با وجود متمایز بودن، این سطوح، سلسله

 های ممکن؛ حالتپیدا کردن و بررسی  (2سطح 

 دست آمده است؛ به« هاتمام حالت»که اطمینان از این (1سطح 

 ها؛ پیدا کردن روشی برای تولید  تمام  حالت (9سطح 

 تبدیل مسئله به مسایل دیگر ترکیبیاتی؛  (1سطح 

 های ترکیبیاتی. درک استدلال( 3سطح 

کار و یادی بین یادگیرندگان تازههای زدهد، در سطح پنجم تفاوتهای تجربی نشان میبررسی

کار و خبره( از تنوع های ترکیبیاتی در میان هر دو گروه )تازهخبره وجود ندارد و درک استدلال

مشابه برخوردار است. بدین معنی که از یک سو، در هر دو گروه، کسانی هستند که درک خوبی 

های هایی در درک استدلاله دشواریهای ترکیبیاتی دارند و از سوی دیگر، کسانی کاز استدلال

 خورند. کار و هم افراد خبره به چشم میترکیبیاتی دارند، هم در میان افراد تازه

 دامنه پژوهش و طراحی اولیه آن 

های های ترکیبیاتی، و با مشاهده تنوع  توانایییادگیرندگان با مسئله پژوهشگر در مسیر رویارویی 

ها در تمام مراحل ، بر این باور بود که بررسی ماهیت این تواناییمحاسباتی و استدلالی آنان

 تواند مورد توجه قرار گیرد. در نتیجه،می ،تحصیلی اعم از دانشگاه، دبیرستان و حتی دبستان

هم تمام مباحث ترکیبیاتی و یادگیرندگان، هم برای شناخت ماهیت تفکر ترکیبیاتی توانمی

 هاها در مواجهه با مسئلهچگونگی درگیر شدن یادگیرندهمختلف را برای بررسی های تحصیلیدوره

های دریافتهمچنین، (. 1773)رضائی و گویا، ،مورد توجه قرار داد ترکیبیاتی هایو استدلال

 میزان آشنایی»، عوامل گوناگونی مانند هاتجربی پژوهشگر حاکی از آن بود که در این بررسی

یافتن » و «ترکیبیاتی های نمونهتجربه حل انواع مسئله»، «حث ترکیبیاتیبا مبا یادگیرنده

ها با بر چگونگی درگیرشدن یادگیرنده ،«های مفهومی بین مباحث مختلف ترکیبیاتیارتباط

های درک استدلال»ها برای آنشناخت ماهیت های ترکیبیاتی، تأثیرگذار هستند و مسئله

 هایی،چنین مطالعهحالی است که پژوهشگر اعتقاد دارد که  این دراست. ، ضروری «ترکیبیاتی

ها، لازم هر یک از این مطالعهو بدین سبب، قرارگاه پژوهش برای هستند « شرایط عادی»نیازمند 

سازی و چنین، برای انجام یک پژوهش طولی، اهمیت یکسانهم گیرد. مورد توجه قراراست 

های یادگیرنده، تجربه فردی وی در رویارویی با مسئله فراهم کردن شرایطی از قبیل دانش اولیه
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رو شده، تدریسی که تجربه کرده، ترکیبیاتی، مباحث ریاضی که در جریان یادگیری با آن روبه

بر چگونگی درگیر شدن  ،شود که هر یک از این شرایطها و مانند آن، موجب میارزشیابی

 مؤثر باشد.  ،های ترکیبیاتیاز استدلالهای ترکیبیاتی و درک وی یادگیرنده با مسئله

 کنندگان پژوهش و موضوع آنمحدودیت در انتخاب شرکت

برای طراحی پژوهشی در حوزه یادگیری مفاهیم ترکیبیاتی، پژوهشگر به پشتوانه تجربی  فراوانی 

 بهبر آن بود تا ای و دانشگاهی داشت، ابتدا های مختلف مدرسهکه در تدریس ترکیبیات در دوره

های ترکیبیاتی استدلال« تمام»در مورد  ، واز دبستان تا دانشگاه« پژوهش طولی» انجام یک

از جمله زمان و بودجه، و منحصر شدن   های اجراییدلیل محدودیتبهبا این حال، کند. اقدام 

، به مطالعه موردی تغییر با جرح و تعدیلتدریس پژوهشگر در دانشگاه، روش پژوهش طولی 

به عنوان یکی از مباحث مهم ترکیبیاتی، و « شمارش» همچنین، از حوزه ترکیبیات،یافت. 

های تدریسی، . تجزیه و تحلیل تجربه، انتخاب شدهای ترکیبیاتی مرتبط با این موضوعاستدلال

بندی رساند پژوهشگر را به این جمع ،نیز دانشجویان تجارب یادگیریآشنایی با مطالعات نظری و 

تر  چگونگی  جهت شناخت عمیق زمینه مناسبی« شمارش»های زیر، مبحث یژگیو سببکه به

 کند:فراهم میدانشجویان، توسط « های ترکیبیاتی درک استدلال»

های تحصیلی )مدرسه( از اولین پایه توانمی زیاد است کهآنقدر های شمارشی تنوع مسئله (2

 ؛شمارشی را مطرح کرد هایتحصیلات تکمیلی، انواع مسئلهبالاترین مراحل تا 

آموزان خردسال و های ترکیبیاتی  دانشدر رابطه بادرک استدلالچندین پژوهشتا به حال،  (1

 ؛های شمارشی انجام شده استمسئلههای نخست دوره ابتداییباتأکید بر سال

آموزان و دانشجویان در رویارویی با دانشهای تدریسی پژوهشگر مؤید این است که تجربه (9

 کنند؛استفاده میهای متنوعی استراتژی از های شمارشی،مسئله

های ترکیبیاتی، که در مواجهه با مسئله هدادهای تدریسی پژوهشگر نشان تجربه (1

آموزان دارد و این های دانشتوجهی با استدلالقابل هایشباهت ،های دانشجویاناستدلال

، باز کنندگان در پژوهششرکت گیری راجع بهتصمیم برای،دست پژوهشگر را شباهت

 (. 2937)رضائی، گذاشت

وار، فراگیر و طور روشمند، نظامآموزان بههای ترکیبیاتی  دانشبنابر ویژگی آخر، درک استدلال

 ،ایمتأثر از دانشگاه است، زیرا ورود رسمی این درس به برنامه درسی مدرسه ،ایگسترده

التحصیلان کنند، تقریباً همگی از فارغمی نسبت جدید است و معلمانی که آن را تدریسبه
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در دانشگاه یاد گرفته و  ،وارطور نظامهستند که ابتدا این درس را به ی در رشته ریاضیدانشگاه

اند تا تفکر ترکیبیاتی را از طریق برنامه به کلاس درس مدرسه برگشته ،عنوان معلمسپس به

هایی مانند طور آشکار، بر خلاف درسروند بهآموزان توسعه دهند. این در دانش ،درسی رسمی

در مدرسه است و مباحث هندسه با آن، شروع آشنایی معلمان عمدتاً، هندسه اقلیدسی است که 

به  ،کنندگان در پژوهشکنند. بنابراین، شرکتتوسعه چندانی در دانشگاه پیدا نمی،اقلیدسی

 شرح زیر است: به ،خاب. دلایل ریزتر این انتنددانشجویان دانشگاه محدود شد

های خاصی از ترکیبیات مورد توجه است که به محدود شدن دامنه جنبه ،در مدرسه (2

تر در حالی که دامنه مباحث ترکیبیاتی در دانشگاه وسیع .انجامدها میها و استدلالمسئله

 ؛شوندهای از قبل معلوم، مواجه میکمتر با مسئله ،است و دانشجویان

شوند های استدلالی دیگر نیز آشنا میوه بر مباحث ترکیبیاتی، با انواع روشدانشجویان علا (1

های کمتری با محدودیتدر نتیجه، شناسند و و ابزارهای جبری و هندسی بیشتری را می

 ؛رو هستندها روبهبرای استفاده از این روش

، دانشجویان ه()نسبت به مدرس های آزمون و ارزشیابی در دانشگاهدلیل کمتر شدن تنشبه (9

 ؛های متنوع و فراتر از برنامه درسی را دارندآمادگی بیشتری برای رویارویی با مسئله

توان انواع آموزان و هم دانشجویان، میهای آموزشی، هم در میان دانشطبق تجربه (1

کننده از های ادراکی و استدلالی را مشاهده کرد. اما به سبب وجود عوامل مداخلهتوانایی

پذیرتر باشد و دانشجویان، امکانبین ارتباط عاطفی و ایجاد انگیزه، انجام مطالعه در  قبیل

 است. تر ،آسانآموزان متوسطه دومویژه دانشآموزان، بهتعمیم آن به دانش

 شناسی پژوهش روش

تحقیق کیفی یک ، دانشجویان «های ترکیبیاتیدرک استدلال»ماهیت تر شناخت عمیقبا هدف 

قبل از ورود به حوزه آموزش پژوهشگر و برای نوع مطالعه، مناسب تشخیص داده شد. طراحی شد

ارائه  متعددی های ترکیبیاتی عنوان مدرس، در چند دانشگاه در تهران، درسبهریاضی نیز، بارها 

خود دوره کارشناسی دوم یا سوم  هایرا در سالها آندانشجویان،  هایی که اکثربود؛ درسکرده 

ـ یادگیری با نگاهی دوباره به فرایند یاددهی پژوهشگراما پس از ورود به حوزه جدید، انند. گذرمی

، شروع به بررسی در مورد امکان انجام پژوهش درباره چگونگی درک های ترکیبیاتیدرس

های های تدریس خود و استفاده از یافتهدانشجویان از آن مباحث نمود. وی، پس از مرور تجربه

مرتبط با این حوزه، نخست تحقیقی برای رساله دکتری خود طراحی نمود و در دو پژوهشی 

ها را به عهده داشت، آن پژوهش را انجام داد. پس از آن، در ادامه و کلاسی که خود تدریس آن
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مطالعه تعمیم کار رساله خود، روش و دانشجویان را تغییر داد و روش تحقیق را منحصر به 

« شمارش»از بین موضوعات مختلف ترکیبیاتی، در این مطالعه،  د نمود.کلاس درس خو2موردی  

های رویارویی با مسئله ، امکاندانشجویانای طراحی گردید که انتخاب شد و تدریس به گونه

، هابرای حل این مسئلهرا ها استدلال آنپژوهشگر، فرصت بررسی و را پیدا کنند  متنوع شمارشی

عه، با استفاده از ابزارهای مختلف، تا جایی که مقدور بود، تمام کلاس داشته باشد. در این مطال

 های گوناگون مطالعه شد. درس به عنوان یک مورد، از زاویه

 مطالعه مقدماتی 

های فراگرفته در طراحی این پژوهش، ابتدا برای بررسی چگونگی استفاده دانشجویان از استدلال

های ممکن مقدماتی ترکیبیاتی در مورد شمارش حالت آموزی خود، چند مسئلهدر دوره دانش

های ظاهری، همگی با رغم پیچیدگیبرای شرایط خاص تهیه شد. مسایل انتخاب شده، علی

ای قابل حل بوده و متناسب با توانایی علمی دانشجویان بودند. پژوهشگر ضمن مفاهیم مدرسه

رو کرد. در صورتی که مسئله سش روبهها، دانشجویان را با دو نوع پرمطرح کردن این مسئله

دانید این آیا می"های ممکن بود،این سؤال چنین پرسیده شد: حاوی فرمولی برای محاسبه حالت

های خاص یامقدار عددی و در صورتی که سؤال برای حالت "دست آمده است؟فرمول چگونه به

آیا راه حل عمومی )فرمول(  در حالت کلی")و نه حالت کلی( مطرح شده بود، سؤال چنین بود: 

شد که تا چه حدی سپس در ادامه، از مصاحبه شونده پرسیده می "شناسید؟برای این شرایط می

تواند دلیلی برای درستی آن دلیل ارائه روی خود اطمینان دارد و آیا میبه درستی فرمول پیش

رت شفاهی نیز استفاده شد. صوای طراحی شد، اما از آن بهنامهصورت پرسشکند؟این فرایند به

نامه بیندانشجویان دوره کارشناسی ریاضی، در یک دانشکده، توزیع شد و پرسش 33در مجموع، 

های این مطالعه مقدماتی، با بررسی آوری دادهنامه تکمیل شد. پس از جمعپرسش 33در نهایت، 

 ها، نتایج زیر از استخراج شد: بندی این دادهو دسته

کردند، اطمینان )به غیر از دو نفر( به درستی فرمولی که حتی خودشان ارائه می تقریباً همه •

 نداشتند. 

نفر دیگر، دلیل برای درستی فرمول  31دانست و ها را میتنها یک نفر، دلیل درستی فرمول •

 پیش روی خود یا چگونگی به دست آوردن فرمول در دست نداشتند. 

                                                 
1Case Study 
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ها )در دوره دبیرستان(، دند، در زمان یادگیری این فرمولنفر بقیه مدعی بو 37بجز پنج نفر،  •

دست آوردن ها نبودند یا ضرورتی برای دانستن راه بهدست آوردن آندنبال چگونگی بهبه

 دیدند. ها نمیفرمول

های ارائه شده دهندگان معتقد بودند، استدلالنفر از پاسخ 31در مجموع، به غیر از سه نفر،  •

توجهی خودشان ان حتی مورد تأکید معلمان نیز نبودند و آن را دلیلی بر بیدر دوره دبیرست

 دانستند. ها میبه دلایل تبیین فرمول

تأثیر این باورها در عملکرد دانشجویان و نتیجه کارشان قابل مشاهده بود. برای مثال، کمتر کسی 

ها پیشنهادی، و چرا( از راه چونهای ترکیبیاتی بود و پیروی )بیحلدنبال چرایی درستی راهبه

دست آمده نداشته باشند و با اولین پرسش شد تا در بیشتر موارد اطمینانی به جواب بهموجب می

 کردند. کردند و آن را رها میدر مورد علت درستی جواب، به جواب حاصل شک می

به حل مسئله های مقدماتی کمکی هایی که با تعمیم مسئله، دیگر فرمولچنین، در حالتهم

کرد، قادر نبودند راه حل خود را به شرایط جدید تعمیم دهند. با بررسی این موارد و تحلیل نمی

 ریزی برای انجام پژوهش اصلی انجام شد. ها، برنامهداده

 :پژوهش در کنندگانشرکت

 هایها مطالعه مقدماتی، و با هدف بررسی درک دانشجویان از استدلالپس از بررسی داده

های بیشتر از دو کلاس درس انجام شد. در این دو آوری دادهریزی برای جمعترکیبیاتی، برنامه

های کلاس ها با بازتاب بر تدریس و بحثدانشجو شرکت داشتند. داده 33کلاس در مجموع 

صورت ها بهنفر مصاحبه شد. مصاحبه 3چنین از میان دانشجویان، با آوری شد. همجمع

های ترکیبیاتی در حل های متنوع استفاده از استدلالیافته و برای بررسی روشساختارنیمه

 مسایل انجام شد. 

 هاداده یآورجمعابزار 

ها، از دو کلاس درس مورد نظر در این مطالعه، از ابزارهای زیر، استفاده شد آوری دادهبرای جمع

 موزشی نیز معرفی شده است:اند. به اختصار شرایط حاکم بر محیط آکه هر یک معرفی شده

که برای بیشتر انتخاب شدند ای گونهبهاین مسایل  :کلاس تمام یبرا شده انتخاب لیمساـ 

ها بتوانند با مکن باشد و آنمورود به جریان حل مسئله امکان های مختلف، دانشجویان با توانایی

روش کار بدین صورت بود .پیچیده، به جواب برسندکمتر های ابزارهای ریاضی محدودتر و روش
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و هر وقت د، دنشبا مسئله مطرح شده درگیر می ،طور انفرادیهر یک از دانشجویان بهکه ابتدا، 

فرصت  ،دانشجویانتاسایر  دنبیان کن، کلاس همه برایآن را د ستنتوان، میداشتند ایایدههم که 

ها را تا مرحله اقناع ، بحثت یکدیگرانظرات خود را ابراز کنند و با بازتاب بر نظرشته باشند که دا

کننده نقش هدایتمدرس/ پژوهشگر، در این زمان، یا رودررویی با یک چالش، پیش ببرند. 

نمود، مگر زمانی که یک راهنمایی از ابراز نظر صریح خودداری میشت و معمولاً ها را دابحث

ای بود تا زمینه را به گونههای کلاسی گیری بحثکرد. جهتها کمک میمناسب، به قوام بحث

استدلال برای  این روند تا ارائه و ، فراهم کندترهای کلیبه حالتبرای تعمیم مسئله یا موضوع را 

برای ورود به فت و به این شکل، دانشجویانیاهای ترکیبیاتی(، ادامه میدرستی یک حکم )اثبات

 شدند. میآماده  ،مباحث بعدی

دانستند اگر ای بود که دانشجویان میها به گونهروند کلاسجویان:های تحویلی دانشـ تمرین

ها یا مشابه آن تمرینی تحویل دهند، در همان جلسه یا جلسه بعدی باید برای حل همان تمرین

شد تا با صورت فردی انجام میها بهپای تخته بیاید. بدین علت،در بیشتر موارد، حل تمرین

های درس شایع است(. در انتخاب بعضی از این در بیشتر کلاس رونویسی از یکدیگر )امری که

های ها به عنوان دادههایی گنجانده شد که نیازمند ارائه استدلال بودند و از آنها، نمونهتمرین

 این پژوهش استفاده شد. 

 صورت هدفمند و از بین کسانی بود که در جریانانتخاب دانشجویان برای مصاحبه، به ـ مصاحبه:

هایی توجه شد که ها مشارکت بیشتری داشتند. در این انتخاب، هم به آنکلاس، در بحث

کردند، و هم این افراد از میان کسانی انتخاب شدند که در درک های بدیع و مناسب ارائه میایده

های رو بودند و در بحث حول این دسته مسایل،با چالشهای ارائه شده با مشکلاتی روبهاستدلال

 رو بودند. به عبارت دیگر،معیار اصلی برای انتخاب، دانشجو فعال بود. تعددی روبهم

 :یدانیم یهاادداشتی و مشاهده

پژوهشگر در جریان این پژوهش، بعد از هر جلسه کلاس درس، مشاهدات خود را ثبت و 

درس  صورت روایت از کلاسها، بههای کلاس را یادداشت کرد. بخش کوتاهی از یادداشتبحث

ها، به روند کلی بحث و کرد و بخش اصلی این یادداشتبود که وضعیت عمومی آن را توصیف می

های آنان اختصاص هایی از استدلالنکات برجسته در گفت و شنودهای بین دانشجویان و نمونه

شد تا در طول کلاس کسی های محول شده، در ابتدای جلسه انجام میآوری تمرینداشت. جمع

ها نباشد. با انتخاب چند تمرین خاص )مثلاً تمرین اول( در زمان دریافت ل تکمیل آنمشغو

شد و یکی از ها مرور میهای تمرین، پاسخ تمرین مورد نظر، در بعضی از برگهبرگه
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شد. در بعضی از های مشابه به پای تخته دعوت میدانشجویان،برای حل همان تمرین یا تمرین

های ارائه شده و در ابتدای جلسه انجام ها و بررسی راه حلز تصحیح برگهموارد، این کار پس ا

ها و نقد راه حل دانشجویان، به بحث در مورد این شد. پژوهشگر با استناد به همین برگهمی

زد و بیشتر دانشجویان در دفاع از مسیر خود یا برای رد استدلال دیگران به ها دامن میتمرین

پژوهشگر، در پایان چند جلسه،  های میدانیبندی یادداشتبا هدف جمع شدند.بحث وارد می

اولیه  صورت فرضیههای کلی خود را بهگیریها تهیه کرده و نتیجهای از همین یادداشتچکیده

ها، در مصاحبه با دانشجویان منتخب، مطرح و بررسی شد و در ثبت کرد. هر یک از این فرضیه

ها، به عنوان بخشی از پژوهش و با هدف یافتن ن نتایج و فرضیهبندی ایصورت تأیید، جمع

 شواهد بیشتر، مورد توجه قرار گرفته است. 

های مختلف ترکیبیاتی در کلاس مطرح شد. اما با تمرکز بر مسایل انواع مسایل در زمینه

مینان شمارشی، و نقش استدلال در این دسته از مسایل مورد توجه بیشتری قرار گرفت. برای اط

های ممکن، اقداماتی صورت گرفت. از آن جمله از پیگیری دانشجویان نسبت به همه راه حل

اندیشیدند. مسئله هایی بود که دانشجویان به بازنگری در بعضی از باورهای خود میطرح مسئله

زیر، یک نمونه از مسایلی بود که پیش از ورود به یکی از مباحث اصلی درس و با هدف تعیین 

های ریاضی در کلاس های حرفی به عبارتهای محاسبه و نمادگذاری برای تبدیل عبارتواناییت

 مطرح شد: 

رقم باشد به طوری که ارقام سمت  nای برابر با یک عدد اعشاری با ام دنبالهـnفرض کنید جمله 

جمع جملات لامین جمله دنباله فیبوناتچی باشد. تعیین کنید، حاصـnراست آن برابر با ارقام 

، اند: این دنباله عددی، مقداری گویا یا گنگ است؟ پنج جمله نخست دنباله، به ترتیب چنین

 ، ، ، . 

ا ام را با عبارت ریاضی نوشته و بـnها برای حل این مسئله، آن است که ضابطه جمله یکی از راه

های مقدماتی جمع جملات سری، این مجموع را استفاده از تعریف دنباله فیبوناتچی و روش

را به دست که سریمحاسبه کرد. در عمل، بسیاری از دانشجویان با وجود آن

جمع، موجب شده بودتا آوردند، اما کار را ادامه ندادند.حدس آنان مبنی بر گنگ بودن این حاصل

امه محاسبه اقدامی نکنند. چند مسئله از این دست، موجب شد تا دانشجویان نسبت به برای اد

بیشتری در  ها خودشانبازنگری کنند و مشارکتها و استدلالهای کلاس و ارائه راه حلفعالیت

کلاس داشته باشند. پیش از این بیشتر دانشجویان از ارائه نظر یا راه حلی که به تمامی نتیجه آن 

کردند، اما طرح و بحث در مورد این مسایل موجب شد تاجسارت نشده بود، خودداری میروشن 
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دانشجویان برای ورود به مسیرهای پیش روی خودشان بیشتر شود و مشارکت بیشتری در 

 های کلاس داشته باشند. بحث

اهمیت ای برای شروع نداشتند رویارویی دانشجویان با مسایلی که در ابتدابه ظاهر هیچ ایده

ای کرد. در مسئله زیر دانشجویان نه تنها ایدهپرداختن به مسیرهای ممکن پیش رو را بیشتر می

چنین بررسی ای مرتبط با آن بیابند. همتوانستند مسئلهبرای حل آن نداشتن، بلکه نمی

مسئله ای برای حل های آن نیز در ابتدا نتوانست به آنان، ایدهتر و شمارش حالتهای سادهحالت

 بدهد: 

 صورت مجموع چند عدد طبیعی نزولی نوشت؟ را به 277توان عدد به چند طریق می

 ها است. یکی از حالت برای مثال 

را  27و سپس  1های ممکن برای مقادیر کمتر )دانشجویان ابتدا عدد پس از بحث در مورد حالت

های مختلف، تعیین تعداد برای تولید حالت 2مندبررسی کردند( و با وجود پیدا کردن روشی نظام

ها ساده نبود. اما مطرح شدن چند مسئله به ظاهر مشابه و مرتبط با آن، توسط دانشجویان، حالت

شد، در ها میو بررسی این مسایل و استدلالی که منجر به تعیین جواب نهایی در هر یک از آن

اصلی( به دست آید. استدلال نهفته در این مسئله و هایی برای حل )مسئله نهایت،باعث شد ایده

مسایل مرتبط با آن، در ابتدا برای بیشتر دانشجویان مبهم و پنهان بود، اما بحث در کلاس، به 

مندی که ها انجامید و نقش روش نظامآشکار شدن این استدلال و چگونگی محاسبه همه حالت

بسیاری روشن شد. دانشجویان با تجزیه و تحلیل  دانشجویان معرفی کردند، در این محاسبه برای

های متمایز، در عمل توانستند استدلالی که برای حل مسئله کارآمد است را چگونگی تولید حالت

 بیابند. 

 های ترکیبیاتی حل مسئله و نقش استدلال

تعیین شناخته شود. « خبره»یا « کارتازه»کن عنوان یک مسئله حلتواند بههر یادگیرنده می

های های پیشین، آشنایی با استراتژیمیزان خبرگی افراد به عوامل مختلفی از جمله تجربه

های متناسب با موضوع و مانند آن ها، توانایی در ارائه استدلالمختلف و نحوه استفاده از آن

لال با :نخست آن که ارائه استدداردوجود استفاده از استدلال دو جنبه مختلف برای بستگی دارد. 

و نشان دادن مسیری است که معادل بودن چنین های مشابه مسئلهبین ایجاد ارتباط هدف 

                                                 
1Systematic 
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، به ویژه مسایل هاحل بسیاری از مسئلهدر جریان ، ارائه استدلال کند. دوممسایلی را ثابت می

 . ضروری استشمارشی، 

رویارویی با حین کار، در یادگیرندگان تازهی کهبیشتر یکی از راهبردهایاین بررسی نشان داد که

موارد بیشتر در ای مرتبط )و ، جستجو برای یافتن مسئلهبرندبه کار می ترکیبیاتی هایمسئله

بیابند. این  ی خودبا استفاده از آن، الگویی برای مسئله پیش رو بودکهمشابه( یافتن مسئله 

با مباحث دیگر  یترکیبیاتمفاهیم ای که آنان بین موضوع در مصاحبه با دانشجویان و مقایسه

معتقد  ه شوندگانمصاحبیشتر ب نیز بیان شد و مورد توجه آنان بود.مانند حسابان، ریاضی 

دست ضمن بهتوانند آنان میدیدن چند مسئله حل شده در مباحثی مانند حسابان، ،با بودند

کنند را پیدا می هانبندی آرده،امکان هانوع مسئلهمفاهیم مرتبط با این آوردن شناختی نسبی از 

نام « 2مسئله نوعی»عنوان ها بهاز این مسئلهد. آورندست میبهها این مسئلهالگویی برای حل و 

دنبال به یهای ترکیبیاتمسئلهرویارویی با ، در بریم. در عمل، این دسته از دانشجویانمی

ارتباط بین و ایجاد ، هاتدلال آنراه حل و اس)یا به خاطر آوردن( تا با دیدن  ینوعی بودندهامسئله

های اذعان داشتند، بین مسئلهآنان با این حال، الگویی برایحل آن بیابند. بتوانند ، مفاهیم مختلف

، از یک سو جود دارد. این تفاوتزیادی و های دیگر ریاضی، تفاوتهای حوزهترکیبیاتی و مسئله

. زیاد بودن این تعداد مشکلی تبط استمر دانشجویانهای شناسایی شده توسط به تعداد رده

، شدند. از سوی دیگررو میهای نوعی ترکیبیاتی با آن روبهبندی مسئلهاست که در رده

رو های نوعی مورد نظرشان با مشکل روبهمسئلهدر تشخیص مسئله و تطابق آن با دانشجویان 

رکیبیاتی و کاربرد آن در تری از استدلال تفائق آمدن بر این مشکلات به درک عمیق. بودند

 مسایل نیاز دارد. 

 درک استدلال برای استفاده در حل مسئله 

ویژه در مباحث ترکیبیاتی، زمانی بیشتر آشکار شد ها، بهمشکل دانشجویان در استفاده از فرمول

های مختلف، بیش از تعداد حالتشدند که در آن رو میای روبهشوندگان با مسئلهمصاحبهکه 

. برای نمونه، دنهای کارآمد استفاده کنعنوان رویهبههای خود فرمولد از نبتوانهابود که آنحدی 

صورت مجموع چند عدد به 277های نوشتن عدد دانشجویان در جریان تعیین تعداد حالت

که با این مسئله مرتبط های متعددی را که در اختیار داشتند، فارغ از آنطبیعی نزولی، فرمول

های بردند. وقتی از دانشجویان در مورد ارتباط بین هر یک از فرمولکار میا نه، بهاست ی

« تنها گزینه»ها به عنوان شد، پاسخی نداشتند و از فرمولپیشنهادی با مسئله اصلی سؤال می

                                                 
1Typical example 
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به مباحث ترکیبیاتی محدود ها نشان داد که این مشکل کردند. نتایج مصاحبهپیش رو یاد می

کارایی رو بودند. عدمخود با وضعیت مشابهی روبهکنکور بسیاری از آنان در زمان  و شودنمی

های های متعددارائه شده برای حل مسایل مختلف، با ارائه نکتههای استفاده از فرمولروش

متعدد همراه بود و بیشتر دانشجویان با اتکا به حافظه خود مجبور به حفظ کردن این نکات 

کردند و به خاطر سپردن همه نکات در بیشتر موارد مل از تعداد کمی استفاده میبودند. اما در ع

 برایشان میسر نبود. 

پس از ها، در بیشتر این کتاب، دهدنشان می های کمک آموزشی رایجکتاببررسی اجمالی 

های ( حالتاست آمدهاستدلال تعریف یک مفهوم یا ارائه یک قضیه )که در اغلب موارد بدون 

آموزان های مکرر، از دانششود و با مرور تمریندر قالب چند نکته بیان می کاربرد آن، تلفمخ

بندی های طبقهآزمونبرخی موارد، در د. در نتا با دیدن تمرین مشابه، آن را حل کن دارندانتظار 

تا چیست، این انتظار مرتبط به آن مبحث موضوع آزمون و د ندانمی گانکنندشده که شرکت

دلیل عدم توانایی در شناسایی تر )جامع(،بههای عمومیشود. اما در آزمونبرآورده میدی ح

مورد نتیجه هایی که در اختیار دارند استفاده کنند و توانند از فرمولموضوع مرتبط با مسئله، نمی

در  ،اندانشجویسیاری از ، بدادپژوهش نشان های این بررسی مصاحبه. آیددست نمیانتظارشان به

های یادگیری بستهچنین دنبال های آموزشی خود، بههای اول تحصیلی خود، مطابق عادتسال

انجامد، ها میبندیهایی که به این ردهدر بیشتر موارد، استدلالاین در حالی است که هستند و 

 گیرد. ها قرار نمیمورد توجه آن

شمارش اعضای یک »کی است که بر این اصل مت« یشمارش»مباحث بیشتر از آن جا که 

چگونگی کاربست این اصل، علاوه .«دهدمجموعه، با دو روش، یک تساوی ترکیبیاتی را نتیجه می

 گانبه یادگیرندچنین هم، دهدتشکیل می ارهای شمارشی که پایه بسیاری از استدلالبر آن

 ننداستفاده ک ندتوانیها و شرایطی که از آن فرمول مکند تا دلیل درست بودن فرمولکمک می

ن در دوره تحصیل مدرسه، آنابیشتر مصاحبه با دانشجویان حاکی از آن بود که د. نرا درک کن

ی خود، دانشجویآنان در دوره علاوه، بسیاری از اند. بهای نداشتهفرصتی برای چنین تجربه

اما ، ها واقف بودندآنهای ها از طریق پیگیری استدلالیادگیری فرمولضرورت  که بهآنرغم علی

 که بسیاریاست فرصتی این بر این باورند که فرصت کافی برای قرار گرفتن در این مسیر ندارند. 

 . نددورادست نیهرگز به از آنان

های ترکیبیاتی بندی مسئلههای متعدد و متنوعی از ردهنمونه،های آموزشیکتاببعضی از در 

هایی ها و فرمولها، ارائه راه حلبندیگونه ردههای اینهدفترین شود. یکی از عمدهمشاهده می
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درک و  هابندیبا این رده گانها است. چگونگی درگیر شدن یادگیرندبرای انواع مسئله

های آموزشی را آشکار دست آوردن فرمول کلی، تفاوت بین روشهای ترکیبیاتی برای بهاستدلال

های شمارشی ای از مسئلهعنوانی کلی برای دسته« شئ شئ از  »کند.برای مثال، انتخاب می

برای یک تکرار داشتن یا نداشتن ، و شئانتخاب در ترتیب داشتن یا نداشتن که با توجه به  است

ر جدول زیر آمده است ها داین حالتخلاصه انجامد. میچهار حالت مختلف به شئ، نوع 

 (: 1777)اندرسن، 

 بدون ترتیب  با ترتیب  از  نتخاب ا

 بدون تکرار 
  

   با تکرار 
 ( 2جدول )

فرایند حل که درابتدا چند مسئله نمونه حل شده استهای این جدول، در مسیر رسیدن به فرمول

کی از این یبه ها ارائه شده است که با تعمیم آنهر مسئله استدلالی متکی بر اصل ضرب 

را در های مختلف حالتفشرده، بندی جمعدر یک در نهایت، کتاب . منجر شده است هافرمول

های ارائه شده، برای بیشتر دانشجویان دشوار کرده است. درک هر یک از استدلالرائه جدولااین 

دن ، سعی در به خاطر سپرهااستدلالدرک بدون برای آن دسته از دانشجویان که نیست، اما 

ها توانستند در جای درست از آن استفاده کنند و فرمولی این جدولداشتند، نمیهافرمول

، آن دسته از دانشجویان که بدون توجه به این دادهای پژوهش حاضر نشان . دادهناکارآمد بود

 هاتوانستند در جای مناسب از آنمید، در عمل نبودنها کردنفرمول« حفظ»دنبال، بههااستدلال

های مربوط به هر یک از نشان داد، کسانی که با استدلال دانشجویانمصاحبه با استفاده کنند. 

کسانی ها داشتند. در مقابل بسیاری از ها آشنا بودند، موفقیت بیشتری برای حل مسئلهاین حالت

ل ی جدوهاو تنها سعی در حفظ کردن فرمول ندرا دنبال نکرد]اندرسن[ کتاب  آموزشیکه مسیر 

ده بود،در تشخیص کراشیا اشاره « تکرار»یا « ترتیب»به مستقیم که سایلی داشتند، بجز در م را

مسئله ارائه « یصورت ظاهر»و استفاده از محفوظات خود ناتوان بودند. با عوض شدن مسئله 

 رو بودند. ها با مشکلات متعددی روبهاین دسته از دانشجویان در استفاده از فرمول شده،

موفق ، نه تنها کردنددرک را های ارائه شده برای فرمول استدلالدانشجویان واردی که در م

های بعدی روابط و تعمیمدر درک ، بلکه ببرند کارآن را به های مناسب در موقعیتشدند می
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تعمیمی از رابطه ساده عنوان بهاتحاد مقدماتی زیر ، د. برای نمونهمسیر هموارتری را طی کردن

 (: 1771است )برالدی، ارائه شده

 

استدلال درستی این است.  صورت ، این رابطه بهازایبهکه 

توان میهای جبری بیان شود، از استدلالتواند با استفاده میکه علاوه بر آنرابطه در حالت کلی، 

. نجر شوداین تعمیم مدرستی « چرایی» به درکبا استدلال ترکیبیاتی متکی بر شهود هندسی 

این مسئله دیدند، در ستی دربرای اثبات بیشتر دانشجویانی که کاربست استدلال ترکیبیاتی را 

مشابه این ی هاکارگیری استدلالبههای مشابه در جریان مصاحبه توانستند با رویارویی با سؤال

با استفاده در تعمیم رابطه بالا، . را پاسخ دهند د(مشابه نبودنها مسئلهها)که الزاماً مسئلهدسته از 

های دوم و سوم اعداد مجموع توانهایی برای توان فرمولمیتا جمع اعداد متوالی از حاصل

های پژوهش نشان داد که این دانشجویان، علاوه بر درک دادهورد. دست آطبیعی متوالی به

های بین استدلالبیشتری های ارتباطموفق شدند ، مرتبط با این مفهوم استدلال ترکیبیاتی

زمان شوندگان و تأکید آنان، به اذعان مصاحبهد. ننهای ترکیبیاتی برقرار کجبری و استدلال

با آن ترکیبیاتی مرتبط هایبحث و بررسی استدلالکه همراه با اختصاص یافته برای این مشاهده، 

بر « تسلط»با هدف و های مکرر برای انجام تمرینآنان که بود زمانی ، بسیار کمتر از بود

 د. کردنمیهای متنوع صرف مسئله

 گیری بندی و نتیجهجمع

چهارم تفکر سطح ، به عنوان بدیل مسئله به مسایل دیگر ترکیبیاتیدر مطالعات پیشین، توانایی ت

محدود به مباحث ترکیبیاتی نیست  (. این توانایی2937ترکیبیاتی شناسایی شده است )رضائی؛ 

و در بسیاری از مباحث ریاضی، شباهت صورت ظاهری مسایل یا تشابه بین روابط بین معلومات و 

دهد تا یک مسئله را به مسئله دیگر مجهولات در این دسته از مسایل، به افراد این توانایی را می

نیست و ممکن است دو مسئله، هایی ضروری تبدیل کنند. اما در حالت کلی، چنین شباهت

ها، قابل تبدیل به های ظاهری، با توجه به روابط بین معلومات و مجهولات آنرغم تفاوتعلی

هایی که ارتباط بین این مسایل را یکدیگر باشند. برای درک این ارتباط، آشنایی با استدلال

هایی دارد یاری به استدلالها، شباهت بسکند، ضروری است. ماهیت اصلی این استدلالآشکار می

دهد. از ها را نشان میشود و چرایی درستی فرمولها ارائه میدست آوردن فرمولکه در جریان به

شود به خاطر سوی دیگر، تنوع زیادی در مفاهیم و مباحث ترکیبیاتی وجود دارد که موجب می
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ت،برای ایجاد ارتباط بین ها دشوارتر از دیگر مباحث ریاضی باشد. به همین علسپردن فرمول

کند. ای پیدا میتر و برجستههای ترکیبیاتینقش مهممسایل ترکیبیاتی، آشنایی با استدلال

ها کارگیری فرمولهای ترکیبیاتی در درک قواعد محاسباتی و چگونگی بهعلاوه، نقش استدلالبه

 ی( قابل توجه است. ویژه در دوره تحصیلی دانشگاهدر موقعیت مختلف برای حل مسئله )به

های مدار از فرمولدست آمده از مصاحبه با دانشجویان،بر ناکارآمدی استفاده حافظههایبهداده

آموزی خود طی ترکیبیاتی تأکید دارد. گروهی از دانشجویان، در ادامه مسیری که در دوره دانش

از دانشجویان در فراگیری  ها نبودند. این گروهدست آمدن فرمولدنبال چگونگی بهاند، بهکرده

شوندگان معتقد ها در مسایل جدید ناموفق بودند. مصاحبهتر و کاربست آنهای پیچیدهفرمول

ها برای دانشجویان روشن نشود، تلاشی برای بودند تا زمانی که ناکارآمدی حفظ کردن فرمول

ن موضوع را تأیید کنند. شواهد متعددی از کلاس درس،ایهای مرتبط نمیفراگرفتن استدلال

 کردند. 

عنوان آخرین سطح شناختی تفکر ترکیبیاتی معرفی شده است درک استدلال ترکیبیاتی که به

ایجاد ارتباط بین »های متعددی است که در حل مسئله از طریق (، دارای ویژگی2937)رضائی، 

« های ترکیبیاتیدلالاستفاده از است»و در نهایت « های ترکیبیاتی دیگررو با مسئلهمسئله پیش

دهنده در فرایند حل مسئله نقش قابل توجهی دارد. رویارویی دانشجویان با مسایل مختلف، نشان

های ترکیبیاتی در فرایند حل مسئله به نوع مسئله و سطح آن است که استفاده از استدلال

چه است چناندشواری آن بستگی دارد. این سطح دشواری، به نوع آموزش بستگی دارد. بدیهی 

تر باشد. بنابر تواند بسیار سادهبرای دانشجویان معرفی شده باشد، مسئله می« های مشابهمسئله»

این دشواری یک مسئله، علاوه بر عواملی مانند استفاده آن از دانش موضوعی، روابط آشکار و 

 پنهان میان معلوم و مجهول مسئله، و ... به مسیر آموزش نیز وابسته است. 

های ترکیبیاتی برای های ترکیبیاتی در حل مسئله، ارائه استدلاللاوه بر نقش درک استدلالع

تواند از جمله ها و تولید محتوای جدید، میایجاد ارتباط بین مباحث مختلف برای اثبات قضیه

هایدیگر در این سطح از تفکر ترکیبیاتی باشد. بررسی این جنبه، نیازمند کنکاش در جنبه

کنند. ورزی کسانی است که در زمینه مباحث ترکیبیات مطالعه و تحقیق میی ریاضیچگونگ

های خبره از جمله کسانی هستند که نوع کارشان و عملکرد آنان در کندانان و مسئله حلریاضی

چنین زمینه را برای ارائه هایی بپردازد، همتوانند علاوه بر آن که به چنین جنبهاین زمینه می

 های تدریس هموار سازد. های آموزشی و معرفی روشراهکار
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