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1. Conditional Value at Risk (CVaR) 
2. Coherent Risk Measure 
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1. Extreme Value Theory 
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1. Distribution Function 
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1. Density Function 
2. Standard Uniform Distribution 
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� �9  ,2 ���  ��2	� .    �  J�67 1�
� ���

A	6"'� �����"-� J
��4 .	�/	
�1 �� 8HC�  ,2 . �0 	!4 ��e"� P
 A	R"-� ��5
 A	6"'� �����"-� J
��4

�E�,��
 ��e"� P
 �� �"
,�� . ���u=F(x) S
��  �	�-K S��  ���#:  
  

)7(  P

  

��
  .�	�7 ��I F(x	=P(F-1(U)<x) �� �2	� . �� 	5�8,0  %	M-��  ���    ��9 ���  -�,�4  B�
�,4 �� S�

 ��e"�X ���2  ���-	"
� �E�,��
 ��e"� � B
�,4 B�	4 T,�5� �� � 	:"
� 	� S��9 ��	
.    ���e"� ��9 �	� ��

 �0 	!4u �� ���,4 �� S��9            ��� �� JR"�L� �	����e"� �� ���
 P�
 B�
�,4 B�	�4 T,��5� �� � 	:"�
� 	��

�7,6Y� ���2 �
 	R� �� �� ��	
  B
�,4 ��2X �� J
��4 S��9.  

 ����R� S���,+� �	������2 �0 	!4 ��e"� ���� S��9 ��	
   B�
�,4 ����  �9 �0 	!4  �7 P
 ��"��

�� �E�,��
 �� ���,4 �� �2	�  ����2 J67 B
�,4 B�	4 T,�5� �� � 	:"
� 	� @w
 IS��9    ��� G	�Y-� �� ��	�
  S���  .

���2 �0 	!4 ��e"� ��� ���� S���,+� ��� S��9 ��	
      ��� .�,�( 1�
� ��� �	�9 �
��  ��2	�I    	�Y�
� �  	���

�� S
���� �&- �  �� �0 	!4 �	���e"� J�	R"� ��"L��� �L
	� .   B�
�,4 % ,�� J�2 �^�� F�0 �� ��# ��

  ��� ��
  �� ��  ,E ��6�� �DE ��"L�6� =
�/ S
���� �*(	0 	���e"� k�"M�   � ���  ���  ��L
	�  ��

S��9 � 	:"
� Q,��	9 %�,�7 	� ��
  ��"L��� �	��	�5�.  
 

3-1-1 .��6$������ 7  

 �0 	��!4 ����e"� �  �����X1 � X2 ����2	' B��
�,4 B����,4 	���  �"��
,�� ��F1(x1) �F2(x2)  � S
������ ���&- �  ��

ui   =Fi(xi	 i=1,2 �� ;,L>� ��5� �  �Q,��	9 B�	4 ��2	� �
� h
��2 ����  �9 �5��,4 S��  ���# �-,2:  
 

C:�0,1�×�0,1�→�0,1� 
C(u1,0	=C(0,u2	=0                                                                                    

C(u1,1	=u1 and C(1,u2	=u2 )8(                                                                                              
C�ν1,υ2	-C�u1,υ2	≥C�υ1,u2	-C�u1,u2	 if u1≤υ1 and u2≤υ2  

 }�2�� ;	Y
� �L+- �� ���# B
�,4 B��,4 �
 	R� � ��>� �  Q,��	9 B�	4 �9 ��9  ��� . ~>� ���+� 

�� J�# ��  ���-	"
� �E�,��
 ��e"� P
 B
�,4 B�	4 �� ���R� �9 S�-�  �� 1
���	�� I�2	�  S�
,�� S�-�,4

ui=Fi�X i	,i=1,2 .�� �� Q,��	9 B�	4 ��5� }�2 �
  k�"M� B
�,4 B�	4 %�,�7U1  �U2 �� %	M- ���  . B��,4

                                                           

1. Probability Integral Transform 
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�� �� Q	� h
��2 ����  �9 ��"L� ��	62   	
� �	�L� Q,��	9 B��,4  ��54 1
���	�� I��2	��
�.  �H�
�)1959 (

 Q,��	9 B��,4 �9  �  %	M-�  �� 	"�
 �(	E h
��2 ��2	� . .�,( 1
� �� �H�
� ��,`4 ���e"� �  G�0�
� 

 �9�� M� B
�,4 B�	4 �� ���� k�"F(x1,x2)  	"�
 �Q,��	9 B�	4 P
C:�0,1�×�0,1�→�0,1�  ��   ,3�I �,>- �� �9 

	F(x1,x2	=C�F1(x1	,F2(x2	� �� �2	�.  

�� �,C  ��� T,�5�C  B��,4 � Q,��	9 B�	4 P
F1(x1)  �F2(x2) ��2	� B
�,4 B��,4I    Q,��	�9 B�	�4

 B��,4 	� k�"M� B
�,4 B�	4 P
��2	' �� F1(x1)  �F2(x2) �� �2	� .   ��� ���L- Q,��	9 B�	4 �� ���x1  �

x2  S
���� O"M��� -�,4k�"M� ��	�� B�	4 S�1f(x1,x2)   ��	��� B��,4 =L' �� �� ���2	' �� f1(x1	 � 

f2(x2) �� S��  �
	6- �
� .�,(:  
  

)9(                                                                               f(x1,x2	=f1(x1	f2(x2	c�F1(x1	,F2(x2	�  
  

S
��  	Y�
� � :  
  

c�F1(x1	,F2(x2	�= ∂2C�F1(x1	,F2(x2	�
∂F1(x1	∂F2(x2	 )10                     (                                                                

  

8,0 �� 	5� �  ��� Fi(xi	=ui 	3
���� �� 	5� S��9 �)10 (�� �� �� %�,4 .�,( c(u1,u2)  �  %	M-. 

�-	��  �� 	5� �9)10 ( =L' �� ��(u1,u2) ��  �	3(x1,x2) �� ��
	>� Q,��	9 ��	�� %K �� S��92 �� ��
,�.  

�� %�,4  S��	:�8,0  �  S�654 N�- �"M��  	5�� �� �� . ���n  �0 	!4 ��e"�X1,X2,…,Xn  B��,4 	� ��

 B
�,4��2	' ��  [+M�F1(x1	,F2(x2	,…,Fn(xn) S
���� �&- �   �� �M
�N0� �,��
 B�	4 Q,��	9

�0,1�×�0,1�×…�0,1�→[0,1] �2	� ���  �� G,
 	4 A�� h
��2 �9 �C�2 �� �
�.  

�� 	� �� �H�
� ��,`4  B��,4 �� �"�	v �7,6Y� �� � 	:"
� 	� �
,���2	' �� �"
,��  �	�Q,��	9 �NY�

��  	Y
� �4�	:"� k�"M� ��	�� B��,4 I���9 [+M� k�"M� ��	�� B�	4 P
 �� � 	:"
� 	� 1
���	�� 

F(x1,…,xn)  B��,4 	���2	' �� ���"
, �� -�,4	"�
 �Q,��	9 B�	4 �� S� C S�
��I ��  �,C� �9:  
  

)11(  F

  

                                                           

1. Joint Density Function 
2  . Copula Density 



162    ����� ��	
��
 ��	�� � 	�  ��	��   ��	���� �	�72 

�� %K �Q,��	9 ��	�� B�	4 �2	� �"2�   ,3� B�	4 1
� ���  �
� .�,(�� �2	�:  
 

)12(  c�
 ��	�� B��,4 � Q,��	9 ��	�� B�	4 �� � 	:"
� 	���2	' �� f i�xi	=Fi

' (xi) �� -�,4S�  ��	�� B�	4

�� �� 	���e"� k�"M� �� �
� .�,( S
��K �
 :  
  

)13(  f�
  

K ��-��2	' B
�,4 B��,4 �
 	R� �9 	Y �� ��"L� �E�,��
 B
�,4 ����  �� �� � 	:"
� 	� �� Q,��	9 B��,4 S�-�,4 

 �	���e"�ui∈[0,1] S��  �
	6- N�- .���Fi�xi	=ui S��  ���#  k�"M� B
�,4 B�	4 ��F  B�	4 P


��6/ �Q,��	91 �� )
�54 �� �
� G�0 �� ��9:  
  

)14(  C

  

 �� 	5� �  �98,0 ui ��2	' B
�,4 B��,4 J�"-�,9 	� �� �� �� 1
���	�� I��2	� k�"M� B
�,4 B�	4 �� ���� 

 ��   ,3� ��6/ �Q,��	9 B�	4 P
 .  	6- �� � 	:"
� 	� Q,��	9 ��	�� B�	4Fi�xi	=ui ��  �
� .�,(

�� � �  �
	6-  ,2:  
  

)15(  c�
 

3-2 .5���$ �8��9� �� !:
%�	�  

B
�,4 ��	�-  �  ��"L���2 �� �
��� �� k�"M� B
�,4 ��	�-  �  ��	�6� 
	6-� .   JR"�L� �	����e"� ����

  �7 ���,6� Q,��	9 ��	�� B�	4P
 �� �2	� . ��,�65� ��	�� B��,4 ��-	� Q,��	9 ��	�� B��,4  ��"�L�- 

�� B
�,4 N9�� �  �"��N� �
 	R� ����  � ��"L� ��]� ���,6� �9 ��2	� .     ��	�� �  ��9 �Q,��	�9 B���,4

�� � 	:"
� �-��  ���# 	��	�9 �  �"��N� �
 	R� �9 ��"L� ��	�� B��,4 ����  �-,2 . ��6�� x,/,� 1
�

��	�-  �  ��"L���  %	M- �� B
�,4 �	��� �� .    1�
	�� ���	�-  ��"�L�6� =
�/ 3i,j  �� �� G��    ��
� .�,�(

�� )
�54  ,2:  

                                                           

1. Implicit Copula 
2.Tail Dependence 
3. Lower Tail Dependence Coefficient 
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)16(  λi.j
l = lim

q↓0
P�X i<Fi

-1�q	�X j<Fj
-1�q	
 

  

 A	6"'� =
�/ 1
�  1�
	�� ���	�-  �  ���R� P
 	���e"� �� ��
 ���
� �C�2      ��9 �C��2 ���  �����  ,�E 

1�
	� ��	�-  �  �	E ���R� P
 ��
  ��e"�  %	M- �� �2	� �"0��  ,E�� ��  .�
	Y-K ��  =
�/ 1
� �9

 �
� �C�2 A	6"'� λi,j
l ∈[0,1] �� �2	� .�-	��  �9λi,j

l >0   ��� ��":� �2	�      ����  Q,��	�9 B�	�4 ��9  ,�2

��e"� ���� 1�
	� ��	�-  ��"L��� X i  �  Xj�� =
�/ 1
� ��# �� � �2	�  ��
� �4�
�2 ��"L��� �2	� �"��N� I

 ��1
� Q	� ��	�-  ��"L��� =
�/ =�4�41 �� �� �
� �' �*�
� �� �
  �
K:  
  

)17(  λi,j
u = lim

q↑1
P�X i>Fi

-1�q	�X j>Fj
-1�q	
 

  

J�# =
�/ ��-	6� P
 	���e"� �� ��
 �9 �C�2 A	6"'� N�- =
�/ 1
�    ,�E Q	� ��	�-  �  ���R�

 ����  %	M- �� �2	� �"0��  ,E �Q	� ��	�-  �  �(	E���R� ��
  ��e"� �9 �C�2 ���� ��  .�-	��   ��9

�� �":� �2	� ��]� =
�/ 1
�  �	���e"� ���� Q	� ��	�-  ��"L��� ����  Q,��	9 B�	4 �9  ,2X i  �	X j 

�� �2	�  ��# �� ���N� =
�/ 1
��
� �4�
�2 ��"L��� �2	� �" .Q,��	9 P
 ���� ��� λi,j
l =λi,j

u �2	� 

�� �":� %�	R"� B
�,4 ��	�-  ��"L��� ����  Q,��	9 �9  ,22 �� �2	�.  

�� �0�5� O�R>4 1
� �  �9 A	��- �Q,��	9   �
������e4 �	��Q,��	9 x,- ��  ,23  ��
� .   �
������e4 �	��Q,��	9

�6- ���e4 	���e"� �M�
	3 �>4 ���9 .��  �
 	R� G	64 ����i  �j S
��  �
�����e4 �Q,��	9 P
 ����:  
  

)18(  λ�,�� = λ�,��  

  λi,j
u =λj,i

u  

  

3-3 .!�	�� �� ;���9 �������  

 ��"L�6� @
�4	� ����  ���e"� ��� A	��- �Q,��	9 B�	4Σ �� 	��"���	� ���� �2	� .�
	Y-K ��   ��"�L�6� =
��/ �9 

     ��� � 	:"�
�  	�
� ��	�� �  A	���- �	�Q,��	9 �� �
� � ,6- 	:
� ��	� �  �6�� �R- �M�6�  I ,�2   �����

=*f� �� �� � 	:"
� 	�-K �� �	9 ��,�
 �,&��  ,2 .    P�4  ���-	"�
� A	���- B���,4 �� A	��- �Q,��	9 B�	4   � ����e"�

                                                           

1. Upper Tail Dependence Coefficient 
2. Symmetric Tail Dependence 
3. Exchangeable Copulas 
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  ���-	"
� A	��- B�	4 P
n �� ���e"� �� �
  �� �9 �
K   	6- 	� =�4�4Φ �� � �  %	M- �-,2 .  �Q,��	�9 B�	4

�� A	��- �� � �  �
	6- �
� .�,(  ,2 :  
  

)19(  C�u1,…,un;Σ	=Φ �Φ-1�u1	,…,Φ-1�un	
 

 

�� �� Q,��	9 B��,4 - �"'���6 %�,4  ���      �  �  �
	�6- O��#  G��0 .�,�( ��	���4  %�,�4    �� � 	:"�
� 	��

A���"-�  	�Q,��	9 ��	�� 	� % �9�	9 1
���	�� I �  %	M- �� 	�-K 	�%	
K �4 �� Q,��	9 B��,4 	� % �9�	9 �� �2	�.  B�	4

 �� 	5� ��	��)19 (�� �� � �  �
	6- �
� .�,(  ,2:  
  

)20(  c�u1,…,un;Σ	=|Σ|-
1
2 exp�-

1

2
ξ

'�Σ-1-I�ξ� 

 �� 	5� � 8,0 ξ = �ξ�, … , ξ�	  �� �2	� .ξ�  �� �L4�	�7u�  ���-	"
� A	��- ��e"� J�"-�,9:  
  

X i .ui=P�X i<ξi�X i~N�0,1	   )21             (                                                                                     
  

�� ��9�4 	Y�
� �  A	��- �Q,��	9  ,2  �
 	R� �� �5�	4	(u1,…,un) ��    �
 	�R� �� �5�	�4 � �2	�(ξ1,…,ξn) 

 �� 	5� �  ��
� I�L�-)19(I ξ=(Φ-1(u1	,…,Φ-1(un	) �� �2	� . ��� <��      k�"�M� B�
�,4 B�	�4 % ��K ��
 

�-	�� B
�,4 	�� A	��- Q,��	9 �9 ��2	' �	� �� ��"L� A	��-��f 	
 A	��- �� �� �
� .�,( �2	�:  

−  B��,4 ������2	' �� ui=Fi(xi) �� ���# S�� . 

− �� � 	:"
� A	��- B
�,4 B�	4 T,�5� ��  S��9)ξi=Φ
-1(ui).( 

−  ��"L�6� @
�4	� ��Σ  �� �� �ξ  �� 	5� � )19( �� � 	:"
� S��9. 

�-	�� �� Q,��	9 B�	4 S
��  �0 	!4 ��e"� �  	��4 �9  �
� .�,(�� �2	�:  
  

)22(  C(u�, u#; ϱ	 = Φ�Φ'�(u�	, Φ'�(u#	� 
  

 	Y�
� � Φ  ���e"� �  A	��- B�	4�� �2	� .    ��� 	5� ����e"� �  A	���- B�	4 A,��0 �� � 	:"
� 	� 8,�0  ��

�� -�,4S��  �
	6- �
� G�0 �� S�:  
  

)23(  
C(u1,u2;ϱ	= ( ( (2π)-1(1-ϱ2)-

1
2 exp)-

*x1
2-2ϱx1x2+x2

2+
2(1-ϱ2	 ,dx1dx2

Φ-1(u2)

0

Φ-1(u1)

0
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�� A	��- �Q,��	9 ��	�� B�	4  �
� .�,(�� �2	�:  
  

)24(  c�u1,u2;ϱ	=(1-ϱ2)-
1
2 exp�-

ϱ2ξ1
2-2ξ1ξ2+ϱ2ξ2

2

2�1-ϱ2� �  

  
���0�C 1.  	� �	�<C �:0��	8 DE	FG H�	Iϱ=0.5  

 

3-4 .���= � ������ 5��$ �8��� '9�� �� ��6� ��> ����  

�	���e"� �� k�"M� �56Y4 B
�,4 B�	4 P
 Q,��	9 B�	4 x1,x2,…,xn       k�"�M� ��56Y4 B�
�,4 B�	4 	�

��2	' �� F1�x1	,F2�x2	,…,Fn(xn) �� Q,��	9 B�	4   .�,�()u1,u2,…,un(C   ��� � �  %	�M-   ��9  ,�2 

H�x1,x2,…,xn)= C (F1�x1	,F2�x2	,…,Fn(xn) �� %	��  �  ,2H �x1,x2,…,xn)   k�"�M� B�
�,4 B�	4 

 ��e"� x�� �2	�.  �� Q,��	92 <�� �� 1�6+4 �� k�"M� B
�,4 B�	4 �-�.  

 �>4�� �
   B
�,4 % ��K��2	' �� F1�x1	,F2�x2	,…,Fn(xn) %	M- ��� �  B
�,4��2	' ��   ���

�� ��e"�  	�-K �"���	� 1�6+4 � �2	�O
�C ��  ��-	� G,
�� �-	�� ��
 A��GARCH(1,1) �� G	Y-�  ���. 

   ��� 1��6+4 �� Q,��	�9 �	��"���	� �5� �*'�� �   S��-� .       ��56Y4 B�
�,4 B�	�4 ����� O��R>4 1�
� � 

 k�"M���2	' �� Fi. �x	=
1

T
∑ 1�X it≤x	  ��)MLE (  �����     ��
��62�� �Q,��	�9 �	���"���	� 1��6+4

�� � 	:"
� S��9. 

1�6+4 ���� O
�C �� % � MLE  � 	:"
� ��5� ��� k�"M� �56Y4 B
�,4 B�	4 A	6"'� % ,6- �]9��' <�� ��

�� S��9 .  k�"�M� �56Y4 B
�,4 B�	4 ���� ��5� �  �	���e"�f�x1,x2	=c�u1,u2	. f�x1	. f�x2	   I��
�

��	' �  �9 f�x1	و f�x2	 �	���e"� k�"M� �56Y4 B
�,4 A	6"'� B�	4 x1,x2 ��   B�	�4 � �2	�c�u,v	=
∂C�u,v	
∂u∂v
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�
	6�"
�  �]9��' B�	4 1
���	�� I�
� A	��- �Q,��	9 �69��4 B�	4 L ��x1,y1�,�x2,y2�,θ
 �� �� �� S�-�,4  .�,(

S�L
,�� �
�:  
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�
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�,4 ����9
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�  ��  ��"�� i
	"-.  

@�  �����
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   S
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x1,x2,…,xn 
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     k�"��M� ���56Y4 B��
�,4 B�	��4 	��� ���9����2	' �� F1(x1),F2(x2),…,Fn(xn)   �0 	��!4 �	�����e"� �

 x1,x2,…,xn  ������� �2	�.  
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� �C�2 B
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1
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� 1��l6�
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3-5 .������CVaR- ����� �� ���$�� ����  
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�,4 �L
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min
x,y,z  γ+

1�1-α	T
1 zi

T

i=1

 

s.t      µTx≥R       )26 (                                                                                                                  
zi≥0,  i=1,…,T 
zi≥f�x,yi�-γ,    i=1, … ,T 
 x∈Ω  
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1. Multivariate Normal Distribution 
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SR=
R2p- R2f

σp
)27  (                                                                                                                             

 

 I%K �  �9R2p :I�,:4�� � �	� :R2 f  S�"0��� �&- �  �� 	�
��K �/�# 8���� � �	� �9 PL
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 ���.J1 . K�� �� L�	� �	�/�CVaR -Mean  

�":� A��  G�  �":� G,
 �":� G�	�� �":� SY�� �":� SM2 �":� S":� �":� S"M� �":�  S�- �":� 

043771/0  043307/0  042694/0  04032/0  040712/0  0400888/0  040775/0  040191/0  040694/0  

043736/0  043284/0  042676/0  040221/0  040404/0  04081/0  040813/0  039985/0  040475/0  

043771/0  043192/0  042592/0  039374/0  039353/0  039974/0  040093/0  039035/0  039515/0  

043454/0  04303/0  042441/0  037937/0  037724/0  038542/0  038774/0  037508/0  037972/0  

04321/0  042799/0  042224/0  036114/0  035728/0  036722/0  037051/0  03561/0  036057/0  

042901/0  042505/0  041943/0  034102/0  033561/0  0347/0  035118/0  033533/0  033966/0  

042533/0  042151/0  041603/0  03205/0  031377/0  032633/0  033126/0  031429/0  031847/0  

04211/0  041743/0  041208/0  030058/0  029277/0  030623/0  031176/0  029396/0  029797/0  

041638/0  041286/0  040764/0  028184/0  027312/0  02873/0  02933/0  027489/0  027871/0  
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069161/0  053283/0  048974/0  048974/0  085724/0  084164/0  080252/0  098467/0  079091/0  

06887/0  052235/0  045345/0  045345/0  082408/0  083935/0  077057/0  09851/0  076179/0  
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 ��.J3. N�FC	�� DJ�" ��;	4� !0�"O  �	�<C �:0��	8 �	�) MC	;��� DC	���	C �.�GARCH �	�<C ( K�� �Mean-CVaR  

  Mean-CVaR Copula-CVaR 

Mean 03717/0  07998/0  

Variance 00003/0  00022/0  

Observations 9900 9090 

Pearson Correlation 36101/0-  

Hypothesized Mean Difference 00 

Df 89 

t Stat 98326/22-  

P(T<=t) one-tail 0/00 00000/0 000 

t Critical one-tail 66216/1  
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t Critical two-tail 98698/1  
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