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³«Øk�«
¥Ç�A ·§q®«³ÇM jAkÇ�A ·½o�Ç¯ nj ±̄BÃÇQAn (MathematicalInduction) »�B½n ºAo�TwA ¥�A
,n±MqÇ« ¥Ç�A pA ²jB�TÇwA ¬°kÇM /(491 | ,1385 ,KeB~Ç«) SwA ²joM nB�³M ©\®Q �±�±«

,(ConsistencyMetatheorem) <ºnB£pBw ºB½B��Ao� k®¯B« k½k] ��®« ºB½B�� pA ºnB¼vM
S½B´¯»M ¨±´�« oM »®TL«¥�A ­½A ³� B\¯CpA /k¯B«»« gwBQ»M ²o¼� ° (Completeness) S¼«BªU
ºB½B�� (Proof) ¬BµoM b±�° Am§ /k®®�»ª¯ k¼½FU An ¬C SµAkM »�o� ºBµj±´{ oµB�³M ,SwA
,»½B½B�Ç� ­¼®Ça ¬BµoÇM (Justification) ³¼]±ÇU ° SwA k½joÇU ¬±¯B� q¼¯ �±� ¥�A oM »®TL«
»½B´Ç¯ �oÇe ,oÇ¢½j RnBL�³ÇM /j±M kµA±i »�B½n ºAo�TwA ¥�A »Twnj oM ¬B�lA ³M �°oz«

³¼]±U ²B£¬C ,k{BM Swnj »�B½n ºAo�TwA o£ A :©¼½±¢M ³� SwA ¬C B½B�� ³¯±£­½A ¬BµoM ¶nBMnj

An ¥�A ­½A ¬A±U»« B½C ³� SwA ­½A ywoQ ¬±®� A /SwA ¥«B� ° ¨BªU q¼¯ ¬C oM »®TL« ·¼�� ¬BµoM

jAk�A nj K¼UoU k®¯B«) SwA »�o� ºBµj±´{ k¼½FU jn±« ¬BzTµAkM ³� »ª¼µB�« »ioM oM ³¼�U BM

»L¼UoUx±i ¥�A oM ³¼�U BM An »�B½n ºAo�TwA ¥�A ©¼{±�»« ³§B�« ­½A nj ?jo� RBLYA (»�¼L�

ºAo�TwA ¥�A ³� ©¼µj ¬Bz¯ ° ©¼®� RBLYA (NaturalNumber) »�¼L� jAk�A (Well-Ordering)
° ºo¼Ç£ ²o´ÇM ¶nBÇMnj »§BªTÇeA k½joU ° SwA nAjn±ioM »�B� »��®« ¨B�dTwA ° R±� pA »�B½n

/j±M kµA±i ³]°»M ,Ao�TwA �½Ao{ k]A° ¬±£ B¯±£ ºBµ¤±«o� ° B½B�� nj ¬C pA ²jB�TwA

:k®{BM o�¯k« ¥½l jnA±« ³� joM ©¼µA±iy¼Q ºA³¯±£ ³M »�B½n ºAo�TwA ¶nBMnj An WdM

;j±{ ºo¼£±¦] »�o� (Intuition) j±´{ »§BªTeA »¯qµn pA /1
;k®®� k¼½FU An WdM jn±« ºB½B�� ° K§B�« q¼¯ »�o� ºBµj±´{ ,¤Be ­¼� nj /2

° ©¼µB�Ç« ³ÇM °n­Ç½ApA /SwA oU�¼Ç�j ° oU¬BÇwC (Set) Bµ³�±ª\Ç« ¬BMp ³M WdM bo� /3
/j±{»« ²nB{A »§Bª]A Rn±�³M Bµ³�±ª\« ·½o�¯ �½nB�U

³ÄAnA »�B½n ºAo�TwA RBLYA ºAoM o¢½j »¯BµoM q¼¯ Bµ³�±ª\« ·½o�¯ ©¼µB�« ³M ³]±U ¬°kM /4

/k{ kµA±i
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¬CRBeÀ��A°³�±ª\«
° oTz¼ÇM b±Ç�° ºAoÇM ,jnAj »½B®Ç{C Bµ³�±ª\« ¬BMp BM ²k®¯A±i ³� SwA ­½A oM �o� ³ao£ A

/©¼®�»« ²nB{A JBM ­½A nj ¨p¿ RB�À�A ­½oTª� ³M °ny¼Q K§B�« ¬j±M ¨B´MA»M

¬C pA �½oµ ° ³�±ª\« An}hz« ° q½BªT« °j³M°j ºB¼{A pA ²°o£ oµ ,»�B½n bÀ��A nj

¬j±M}hz« pA j±~�« /k®«B¯»« ³�±ª\« ­½A (Element) o~®� B½ (Member) ±�� An B¼{A
¬C ±�Ç� B½ SwA ²°o£ ¬C ±�� ��A°nj ¾»{ ¬C ,¾»{ oµ ºApA³M ³� SwA ¬C B¼{A pA »µ°o£

²o¼� ° B��A K¼UoU k®¯B« ºn±«A ° j±{»« }hz« j±i ºB��A BM ³�±ª\« oµ /Sv¼¯ ²°o£

,k{BÇM o½mQxnBªÇ{ ° j°kdÇ« ³�±ª\Ç« ºB�Ç�A nBªÇ{ o£ A /SwA ³�±ª\« ¨±´�« pA ZnBi

/j±M kµA±i »µB®T«B¯ ³�±ª\« ,Rn±� ­½A o¼� nj ° »µB®T« ³�±ª\«

²A±Çh§j ºB�Ç�A ° »®¼ÇU¿ ºBLÇ�§A  nqÇM �°oÇe BM An ²A±h§j ºBµ³�±ª\« ¤±ª�« n±�³M

Bµ³�±ª\Ç« »ÇioÇM ºAoÇM ° ,k®µj»Ç« ¬Bz¯ Bµ³�±ª\« ¬Bªµ �a±� �°oe BM An Bµ³�±ª\«

·�±ª\Ç« ºAoMZ° »�¼L� jAk�A ·�±ª\« ºAoMN,B´¯C ·¦ª]pA /k¯oM»« nB�³M ºA²s½° ºBµ¨B¯
»«BÇwA Znj ·¦¼w°³ÇM ºnAm£¨B¯ ,Bµ³�±ª\« ºnAm£¨B¯ o¢½j ºBµx°n pA /SwA c¼d� jAk�A

°j oµ ³�N={1,2 ,3 ,///}°{1 ,2 ,5 ,9}¤BX« ºAoM /SwA j¿±� C B½ °oMA ¬°nj ³�±ª\« ºB��A
/k{BM»« »µB®T«B¯ ºo¢½j ° »µB®T« »§°A ³� R°B�U ­½A BM ;k¯A³�±ª\« o¢¯B½Bª¯

° ©¼v½±¯»« aÏA¥�{ ³M An ¬C �¼�¯ °aÎARn±�³M AnA·�±ª\« nj aS½±��
/<Sv¼¯A±��a> ° <SwA A±��a> :©¼¯A±i»« ­¼®a K¼UoU³M

/k®{BM ³T{Aj »¯Bv�½ ºB��A ³�±ª\« °j oµ ³� SwB®�« ­½A ³MB°A·�±ª\« °j º°BvU
o£ A ³¯±ª¯ ºAoM /k®{BM ³�±ª\« �½ »«BwAB°A²B£oµA=Bo¢½j RnBL�³M

/A=B²B£¬C ,B={a,1,c,b}°A={1,a,b,c}
(Subset) ·�±ª\«o½p B½B¾q]A©¼½±£ ,k{BMB·�±ª\« ±��A·�±ª\« ±�� oµ o£ A
¶ow B½ »�¼�e ·�±ª\«o½p AnA,k{BM ³T{AjA³M �¦�T«o¼�º±��B,¤Be ­½A nj o£ A ° SwAB
A> ºBª¯²nAq£ °AÍBRn±�³M An <SwAB·�±ª\«o½p B½B¾q]A> ºBª¯²nAq£ /k®½±£»«B
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°A={1,a,b,c}oÇ£ A ÂXÇ« /k®v½±¯»Ç«AÌBRn±�³ÇM An <SwAB»�¼�Çe ·�±ª\«oÇÇ½p
/AÌBRn±� ­½A njB={a,1,c,b,d}

�BÇd§ ­½A pA /k{BM ³T{Aj ±�� �½ pA y¼M ³� SwA ­½A ­ª�T« <³�±ª\«> ºjB� ¨±´�«

¬oÇ� nj ³v¯Ao� ¬BµB{jBQ ·�±ª\«> ,<»�®« »�¼L� jAk�A ·�±ª\«> ,<¤°A Z°p jAk�A ·�±ª\«>

k¯ASLX« »�¼L� jAk�A ·ªµ /jnAk¯ j±]° »]°p ¤°A jk� 2 q] ³M Ao½p ;j±M kµA±i B®�«»M <©Tv¼M

¬±a »ª¼µB�« ¬j±M B®�«BM o�Bi³M ,©¼ª�U ºAoM /SwA ³T{Ak¯ ²B{jBQ ©Tv¼M ¬o� nj ³v¯Ao� q¼¯ °

° ,©½o½mQ»Ç« ³�±ª\Ç« ·§q®«³M An »§Bi ³�±ª\« ° ±�� �½ ºAnAj ·�±ª\« ,n±Mq« ºBµ¤BX«

/©¼µj»« ³�w±U An ³�±ª\« »�o� ¨±´�« K¼UoU­½kM

nj ³Ç� ,SwA ºk] RÀ�z« ­ª�T« ,B¼{A �¼ª] ·�±ª\« ·§q®«³M »«±ª� ·�±ª\« »�¦U

jn±« ·¼§°A ºB¼{A ,»ª¦� ·½o�¯ oµ nj /jo¼£»« nAo� WdM ¬±¯B� ,Bµ³�±ª\« ·½o�¯ nj ,j±i ºB]

ºAoÇM ©Çµ WdM ­½A nj /j±{»« �Bd§ ³½o�¯ ¬C ­hw ©§B� B½ »«±ª� ·�±ª\« ·§q®«³M ,WdM

­hÇw ©§B� ·§q®«³M An »�¼L� jAk�A ,(¥wAn u�°jAnBQ ¥�z« k®¯B«) RÀ�z« pA ­Tv] ºn°j

An jkÇ� °j ­¼ÇM ©¼v�ÇU ° Jo� ,�½o�U ,�ª] »¦�A ¥ª� nB´a ­ª� nj ° ©½o¼£»« o�¯ nj

°j ·v½B�« ºAoM ³� ,ºoU�a±�SLv¯ ³M ¨±w±« <S«À� ²Aoªµ ³M An o½p jnA±« ,³T{Ak®Q c�A°

/©½o¼£»« o�¯ nj o½p Rn±�³M ³�±�±« ¤±�A ·§q®«³M ,SwAN»�¼L� jAk�A ·�±ª\« pA jk�
/a<c²B£¬C ,b<c°a<bo£ Ac°b,a,»�¼L� jAk�A ºApA ³M »®�½ ;SwA ºk�T« < /1

/SwA (º±�) W¼¦XU ¥�A �MBU < /2

���b°ajk� oµ ºAoM ³� B®�« ­½A ³M ;k¯Bwn»« An jk� °j oµ ¬j±M o½mQ³v½B�« o¼iA ¥�A
/a=bB½b< aB½ a< b:SwA Swnj o½p �MA°n pA »�½

²k{ Jo� xj±i nj nBM njAk�U ³Majk� »®�½an=aaa///a²B£¬C k{BM jk� �½ao£ A
/a=bB½a< b³� SwB®�«­½kMb£b1 ° SwA

/a+c£b+c²B£¬C ,a<bo£ A /3
/j°q�A An ck®¯B« ²A±h§j ºjk� ¬A±U»« ºoU�a±� SLv¯ �o� °j ³M »®�½
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/ac<bc²B£¬C 0 <c°a<bo£ A /4
/jo� Jo� ¬A±U»« Anck®¯B« ²A±h§j SLX« jk� ,ºoU�a±� SLv¯ �o� °j nj o¢½jRnBL�³M

/jnAj AkTMA ±�� ,»�¼L� jAk�A pA »§Bio¼� ·�±ª\« oµ /5

oµ nj ±�� ­½oU�a±� ³� SwA ¬C o¢¯B¼M ° SwA »L¼UoUx±i ¥�A ³M ¨±w±« ¥�A ­½A

/SwA j±]±« »�¼L� jAk�A pA ³�±ª\«o½p

»�¼L�jAk�A
pA Ç »�B½n »wBwA ©¼µB�« pA ºnB¼vM ° jAk�A ºBµ³�±ª\« ­½oUºjB¼®M »�¼L� jAk�A ·�±ª\«

,­µl ¬jo� ²jB«C ºAoM /SwA ¬C pA »{B¯ Ç »µB®T«B¯ ° »µB®T« ºBµ³�±ª\« ,¬joª{ ©¼µB�« ¥¼L�

­½A pA ³� An »�A±i »��M ° ©¼®�»« »wnoM ©¼Tvµt±¯F« B´¯C BM ³�¬B®a An »�¼L� jAk�A ÂL�

/©½±{»« n°CjB½ ,jo� �BL®TwA ¬A±U»« »d�w »wnoM

:jAk�A pA k¯ARnBL� ©¼wB®{»« An B´¯C ³� ³¯±£¬AkM »�¼L� jAk�A

///,(1+1+1+1) ,(1+1+1) ,(1+1) ,1

,SwA j±´z« �±� bo� pA ³�¬B®a /k¯±{»« ²k¯A±i »�¼L� jAk�A ·�±ª\« B´¯C ·�±ª\« ³�

H¼¯BY ° jnAj �¦�U ¬AkM 1 »®�½ ;SwA <nAk�½> Á°A :SwA S¼�Bi °j ­½A ºAnAj ²k{jB½ ·�±ª\«

­½A /jnAj �¦�U ¬AkM q¼¯ x+1,k{BM ³T{Aj �¦�U ¬AkM xo£ A ²nA±ªµ ³� B®�«­½kM ;SwA <»Y°n±«>
·�±ª\« ©¼¯A±U»« ²B£¬C ,©¼¯AkM An �ª] ¨±´�« ° �½ jk� o£ A ³� k¯B½Bª¯»« ­¼®a bo{ ° bo�

An ²o¼Ç� ° 1+1+1+1 ,1+1+1 ,1+1 oÇ¢½j ºBµ¨BÇ¯ ³� Rn±� ­½A ³M ;©½pBvM An »�¼L� jAk�A

K¦�« ­½A ³M ��B�« ³]±U o£ A j±M kµA±h¯ RBd�A° c¼�±U /©½nAm£»« ///° 4,3,2 K¼UoU³M

¬jAj nAoÇ� ³�ÇwA° ³M ºpB¼¯ ° ©¼MB½»«nj GpB�UnA An �ª] ¨±´�« ©µ ° keA° ¨±´�« ©µ ³� ©¼®�

° ³Tv½BÇ{ ,¥¼¦dÇU ° c¼�±U ­½A ³M ³]±U BM Am§ ;©½nAk¯ B´¯C ¨±´�« S�B½nj ºAoM o¢½j ©¼µB�«

/©¼®��½o�UN={1 ,2 ,3 ,///}Rn±�³M An »�¼L� jAk�A ·�±ª\« ³� SwA ³Tv½BM
°n­¼M ,k{BM »�¼L� jk��½no£ A ³� SwA ¨±¦�« n±�m« bo{ ³M »�¼L� jAk�A ¬BªTiBw pA
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¨±¦�« ­¼®`ªµ /k®«B¯»«n¥~�ÀM »§BU Ann+1SLwB®« ­½kM /jnAk¯ j±]° »�¼L� ºjk�n+1
·¦�B� S�£ ¬A±U»« q¼¯ ° SwA »�¼L� jk� �½ ¥~�ÀM »§BU ,1 pA o¼� »�¼L� jk� oµ ³� SwA

/SwA keA° �½ »§A±T« »�¼L� jk� °j oµ

³Ç� SwA »µB®T« ºA³�±ª\« S�£ ¬A±U»« ºj±´{ ¥�{ ³M k{ ¬B¼M oUy¼Q ³� ³¯±£¬Bªµ

¬A±U»« An �½o�U ­½A B«A ;SwA »µB®T«B¯ Rn±� ­½A o¼� nj ° ,joª{ ¬A±TM An ¬C ºB��A jAk�U

/jo� �½o�U ³�±ª\« °j ºB��A ¬B¼« �½³M�½ o�B®U ¨±´�« oM ³¼�U BM ,oU�¼�j ºA³¯±£ ³M

³�ºA³¯±£³M ;k{BM ³T{AjYk®¯B« ²ow ºA³�±ª\«o½p o£ A SwA »µB®T«B¯X·�±ª\« :�½o�U

k{BL¯ »µB®T«B¯ o£ A SwA »µB®T« ³�±ª\« q¼¯ /k{BM ³T{Aj j±]°Y°X¬B¼« �½³M�½ ºo�B®U

�MBÇU �½ oÇ£ A B´®ÇU ° o£ A ,SwA »µB®T«B¯X·�±ª\« ,o¢½j RnBL�³M /(117 | ,1368 ,­¼§)

/k{BMX²ow ·�±ª\«o½p f(X) ³� »ªv� ³M f:X®Y�½³M�½

NpA f(x)=2x�MBU ,SwAN»�¼L� jAk�A ·�±ª\«o½pE={2,4,6,8,...}³� SwA c�A°
oµ BM o�B®T« ³� SwB®�«­½kMN°E�½³M�½ o�B®U oU­{°n Rn±�³M /SwA �½³M�½E³M
EpA ±���½ ��� ,N±�� oµ BM o�B®T«u��oM ° SwA j±]±«NpA ±���½ ��� ,E±��
oMAoM °j) 110 jk� BM ,�±� �MBU ·�MB� ³M ³]±U BM ,N·�±ª\« pA 55 jk� ¤BX« ºAoM /jnAj j±]°
­¼ªÇµ BM /k¯o�B®T«NpA (68 �~¯) 34 jk� BM ,E·�±ª\« pA 68 jk� °E·�±ª\« pA (55
�±� �½o�U ³M B®M Am§ /k¯nAj �½³M�½ o�B®UN°E·�±ª\« °j ºB��A ³� j±{»« ¨±¦�«tB¼�

/SwA »µB®T«B¯NuQ ,SwAENÌ k¯nAj �½³M�½ o�B®UN°EºB��A ¬±a

»�B½nºAo�TwA�½o�U
pA ,j°kd«B¯ (tail) ³§BL¯j �½ pA ³¦ª] oµ ³� j°n»« nB� ³M o«A ­½A RBLYA ºAoM »�B½n ºAo�TwA

:j±{»« ¨B\¯A ³¦eo« °j nj nB� ­½A /k®�»«S¼�LU ­¼�« ºo«A

;k®�»«S¼�LU ¬C pA n±�m« j°kd«B¯ ·§BL¯j nj ¤°A RnBL� ³�®½A RBLYA Ç

¬C pA q¼¯ ºk�M ·¦ª] ,k®� º°o¼Q ¬C pA q¼¯ j°kd«B¯ ·§BL¯j nj ºA³¦ª] ³`¯B®a ³�®½A RBLYA Ç
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/jo� kµA±i S¼�LU

¨BªU ºAoM ³¦ª] �½ ³�®½A RBLYA :pA SwA RnBL� »�B½n ºAo�TwA pA »«±ª� ° ²jBw �½o�U

:SwA ³¦eo« °j ¥«B{ ° k{BM �jB� »�¼L� jAk�A

;SwA �jB�n=1ºApA ³M ³¦ª] ³�®½A ¬jAj ¬Bz¯ »¦�A ·¦eo« Ç
n=m+1ºApA ³M ,k{BM �jB�n=mºApA ³M ³¦ª] o£ A ³�®½A ¬jAj ¬Bz¯ »½Ao�TwA ·¦eo« Ç

/j±M kµA±i �jB� q¼¯

�jB� n=mºApA ³M ³¦ª]) SwA ²k«C <o£ A> ·ª¦� pA uQ ³� ºA³¦ª] ,»�B½n ºAo�TwA nj

ºApA ³M ³¦ª]) »¦�A ·¦eo« q¼¯ ° ,j±{»« ²k¼«B¯ <Ao�TwA ¨B£ > B½ <Ao�TwA�o�> HeÀ��A (k{BM

/k®¯A±i»« <Ao�TwA ºAkTMA�o�> B½ <Ao�TwA ­½jB¼®M ¨B£ > An (SwA �jB�n=1
SwA �jBÇ� <Ao�TÇwA �oÇ�> ° <Ao�TwA ­½jB¼®M ¨B£ > ³� j±{»«�o� Svh¯ K¼UoU­½kM

ºApA ³ÇM ³¦ªÇ] �kÇ� RBLYA ºAoM RB«k�« ­½A pA uPw ° (SwA �jB� n=mºApA ³M ³¦ª])
³� j±{»« jB½ q¼¯ º±� ° �¼�� k¼� °j BM »�B½n ºAo�TwA pA ²B£ ³TL§A /j±{»« ²jB�TwAn=m+1
³M »�Mn ° SwAo�TwA RB¼�o� B½ RB«k�« jAk�U ºjB½p ° »ª� o�Bi ³M K¼UoU³M j±¼� ­½A ¥¼§j

BÇM o�B®T« An B¼{A ¬C ©¼¯A±TM ° ©¼{BM ³T{Aj nB¼TiA nj B¼{A pA ºA³�±ª\« o£ A /jnAk¯ ¬C ¨B�dTwA

k®¯B« »®¼�«S�� o½mQxnBª{ ·�±ª\« ­½A ·ªµ ºAoM ©¼µA±hMuPw ,©¼®�KUo« »�¼L� jAk�A

:©½o¼£»« ²o´M »�B½n ºAo�TwA x°n pA o½p Rn±� °j ³M ,©¼®� RBLYA An j

:SwA o½p bo{ ³M ³¦eo« ³w ºAnAj �¼�� ºAo�TwA :�¼��ºAo�TwA/1
ºAnAj (o�� ke) o�� ¶nBª{ o~®� ³� ©¼®�»«RBLYA ³¦eo« ­½A nj :Ao�TwA ­½jB¼®M ¨B£ (�§A

;(j0) SwA jS��

SwA »�B� n±�m« ©�e RBLYA ºAoM /jnÞjn+1:©¼®�»«RBLYA ³¦eo« ­½A nj :Ao�TwA ¨B£ (J

;©¼®�»«RBLYA An jn+1,jn° j0pA ²jB�TwA BM ,(ºAo�TwA�o�) ²jo��o� An jn

·ªÇµ ³Ç� S�oÇ£ ³\¼TÇ¯ ¬A±U»Ç« jnÞ jn+1° j0RBLYA BM ³¦eo« ­½A nj :Ao�TwA ·\¼T¯ (Z

/k¯nAj An j »£s½° B´¯C ¶nB{A jn±« o�B®� ·ªµ ³\¼T¯ nj ° »�¼L� jAk�A ·�±ª\«



   
   

 

Ê1361392¬BTv«p,̈°j²nBª{,©µjpB½¤Bw

:SwA ²k{ ¥¼�zU ³\¼T¯ �½ ° ³«k�« °j pA �¼�� »�B½n ºAo�TwA ­½AoMB®M

:ºjB¼®M ¨B£j0

:Ao�TwA ¨B£jnÞjn+1

ÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇ

:Ao�TwA ·\¼T¯\j0&j1&j2&///&jn&///
:SwA bo{ ­½kM ³¦eo« ³w ºAnAj º±� »�B½n ºAo�TwA :º±�»�B½nºAo�TwA/2

S�� ºAnAj (o�� ke) o�� ¶nBª{ o~®� ³� ©¼®�»«RBLYA ³¦eo« ­½A nj :ºjB¼®M ¨B£ (�§A

;(j0) SwA j

jS�� n+1pA y¼Q »�¼L� jAk�A ·ªµ o£ A ³� ©¼®�»«RBLYA ³¦eo« ­½A nj :Ao�TwA ¨B£ (J

;S{Aj kÇÇµA±ÇÇi An S�ÇÇ� ­ÇÇ½A q¼ÇÇ¯n+1jkÇÇ� ,(ºAo�TÇÇwA �oÇÇ�) k®{BÇÇM ³TÇÇÇ{Aj An

; j0&j1&j2&///&jnÞjn+1»®�½

jS�Ç� ºAnAj »�¼LÇ� jAk�A ·ªµ ³� S�o£ ³\¼T¯ ¬A±U»« ³¦eo« ­½A nj :Ao�TwA ·\¼T¯ (Z

/(64 | ,1377 ,º±L¯) k®Tvµ

/ 2£2n,n»�¼L� jk� oµ ºApA ³M ©¼®�»«SMBY :¤BX«
f(1) ,k{BÇM <2£2n,n»�¼L� jk� oµ ºApA ³M> ºA²nAq£ �MBU o¢¯B¼M f(n) k¼®��o� :¬BµoM

©¼®�»«�o� ¤Be /SwA Swnj b±�°³M ³�2=2B½ 2<2B½ »®�½ 2£21Ao½p ;SwA nAo�oM
BM /4£2n+1Am§ /©¼®�»« Jo�2An jk� 2£22�o� °j ³M /(Ao�TwA �o�) k{BM nAo�oM f(n)
»®�Ç½ ­Ç½A ° 2£2n+1:©Ç½nAj 2£4³�®Ç½A ° ºoU�a±Ç� SLv¯ ¬j±M ºk�T« ¥�A ³M ³]±U

/SwA nAo�oMn»�¼L� jk� oµ ºAoM ©�e ,»�B½n ºAo�TwA ¥�A ³M B®M Am§ ° f(n+1)
²jB�TÇwA »�¼LÇ� jAkÇ�A ¶nBÇMnj »«B�eA RBLYA ºAoM ºAo�TwA ¥�A pA k{ ³T�£ ³� ³¯±£¬Bªµ

:©¼®�»« ¬B¼M ¥�A ­½A ·¦¼w°³M An RBLYA x°n ¤Be /j±{»«

:³�ºA³¯±£³M ,k{BM »�¼L� jAk�A ¶nBMnj »ª�eP(n) o£ A
;(k®«B¯»« Ao�TwA ºjB¼®M ¨B£ B½ Ao�TwA ºAkTMA�o� An ³¦eo« ­½A) k{BM SwnjP(1) (�§A
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Rn±� ­½A nj /j±{ ³\¼T¯P(k+1) »Twnj ,P(k) »Twnj pA ,k»�¼L� jk� oµ ºApA ³M (J
:­hw o¢½j ³M /SwA SwnjN»�¼L� jk� oµ ºApA ³MP(n) ³� S�o£ ³\¼T¯ ¬A±U»«

¶k®µj¬Bz¯ p¬C nj ³� "P[P(1)Ù " k(P(k)Þ P(k+1)]Þ " nÎN,P(n)]
jAkÇ�A ·�±ª\Ç«N<°> ºB®�«³M Ù ,<oµ ºApA ³M> ºB®�«³M »«±ª� n±w ¶k®µj¬Bz¯ " ,Bª¯²nAq£

/k¯A»�¼L� jAk�A °j oµ k,n° »�¼L�
:1·¼��

/SwA »�¼L� jk� I»®�½ /IÎN/I
/ n+IÎN²B£¬CnÎNo£ A ²nA±ªµ /II

° ° n+1ÏN°nÎN,|Bi ºAnºAoM ©¼®��o� IIRBLYA ºAoM °N�½o�U ·\¼T¯ I:¬BµoM
k«B¼¯Swj³M »�¼L� ºjk� ,|Bi »�¼L� jk� �½ ³M keA° �½ ¬j°q�A BM ³� SwB®�« ¬AkM ­½A

/ Î n+1NAm§ ;k{BM��B®U nj »�¼L� jAk�A ·�±ª\« �½o�U BM b±�°³M ³�

»�¼L� jAk�A �¼ª] ,k{BM o½p ·¯B£°j �½Ao{ �MBU ,fS¼�Bi o£ A :(»�B½nºAo�TwA¥�A)2³¼��
:j±M k®µA±i S¼�Bi ­½A k]A°

;jnAj fS¼�Bi 1 /I
/jnAj fS¼�Bi q¼¯n+1k{BM ³T{Aj fS¼�Bino£ A ,n»�¼L� jk� oµ ºApA³M /II

�o�)A¹N³� k{BM fS¼�Bi k]A° »�¼L� jAk�A �¼ª] ·�±ª\«A©¼®��o� :¬BµoM

¥¼§j ³M /©½o¼£»« o�¯ nj An (AºB��A pA o¼� ³MNºB��A)T=N-A³�±ª\« ¤Be /(�¦i

¥Ç�A �LÇ� Am§ °TÍN:©Ç½nAj �½o�ÇUT³ÇM ³]±ÇU BM q¼¯ ° ;Sv¼¯ »´UTuQA¹N³�®½A
jk� pA to­½AoMB®M /1ÏA:©½nAjA°T�½o�U ³M S½B®� BM /jnAj to¬±a »½AkTMA ±�� »L¼UoUx±i

±�� ­½oU�a±� ¬±a) to-1ÏTuQ to-1<-to³� SwA c�A° /to-1ÎNAm§ /SwA oTz¼M �½

to�½o�U BM��B®T« ­½A ° toÏTuQ to-1+1= toÎAII�L� ° to-1ÎA»®�½ ­½A ° ;(j±MT
/SwA SMBYA=N©�e ° ¥�BM (A¹N) �¦i �o� uQ /SwATºAoM AkTMA ±�� ·§q®«³M

¬A±U»« An 2 ·¼�� Am§ ° ;SwA <jnAjPS¼�Bin> ºB®�«³MpnºBª¯²nAq£ ,©¼¯Aj»« ³�¬B®a
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:jo� ¬B¼M ­¼®a

»�¼L� jAk�A �¼ª] ,k{BM ¥½l ·¯B£°j �½Ao{ �MBU ,PS¼�Bi o£ A :(»�B½nºAo�TwA¥�A)3·¼��
:k¯nAjpS¼�Bi

;p1.I
/pn+1²B£¬C ,pno£ A ,noµ ºApA³M .I1

·½o�Ç¯ ° »�¼L� jAk�A ³M ,S{m£ ³� »Un±� ³M ,»�B½n ºAo�TwA ·¼�� ºAoM ¬BµoM ·ÄAnA nj

Rn±�³ÇM ,�±Ç� ©¼µB�Ç« ³ÇM ¥w±U ¬°kM ° �o� ³M �½jq¯ ¬BMp ³M /©½k{ ¥w±T« Bµ³�±ª\«

° j±´{ BM ©µ ³�ºA³¯±£ ³M ;jo� ¬BµoM ·ÄAnA o½p nAo� ³M »�B½n ºAo�TwA ·¼�� oM ¬A±U»« q¼¯ oU²jBw

/k{BM ¥L� ·¼�� ¬BµoM ©´� pA oU¬BwC ¬C ¬BµoM ©´� ©µ ° k{BM ³T{Aj ºnB£pBw »�o� ·¼§°A S�B½nj

¬BÇz¯ pn¥�{ ³M An K¦�« ­½A) jnAjpS¼�Bi ³� k{BM »�¼L� jk�nk¼®��o� :¬BµoM

:©½nAj An o½p ³«k�« °j ,�o� �L� /(©¼µj»«

;(jnAjpS¼�Bi 1 »®�½)p1(�§A

/pn+1²B£¬Cpno£ A ,n»�¼L� jk� oµ ºApA³M (J
¬C�¼�¯ Rn±� ­½A o¼� nj ;(pn,"n»®�½) k¯nAjpS¼�Bi »�¼L� jAk�A ·ªµ ©¼®�»« B�jA
,¬BwC ¶nB{A ºAoM) (1) j±M kµA±i nAo�oM ,SwA �¦i�o� ³� ,~pn»�¼L� jAk�A »��M ºAoM
An ¬C ­½oU�a±Ç� ,»�¼LÇ� jAkÇ�A ­Ç½A ¬B¼Ç« pA /(©½o¼£»Ç« o�Ç¯ nj (1) An o¼ÇiA ·¦ªÇ] ©ÇwA

³� SwA nB�{C ,k�½o�U ³M o�¯ BM ,(2) SwA nAo�oM~pk¬±a /©¼«B¯»«kAn ¬C ° ©¼®½q£»«oM
nj (1) BÇM ³\¼TÇ¯nj ° (2) BÇM K¦�« ­½A ° SwA nAo�oMpk,J �o� ³M ³]±U BM ³\¼T¯nj °pk-1
�o� Am§ /Sv¼¯ nAo�oMkk®¯B« »�¼L� jAk�A »��M ºAoM ,~pn³� ©½jAj ¬Bz¯ uQ /SwA��B®U

/SwA nAo�oMpn,"n»®�½ ©�e ° ¥�BM~pn»®�½ ,�¦i

»MB½pnA°ºo¼£³\¼T̄
³«k�Ç« °j xo½mÇQ BÇM ¬C ·\¼TÇ¯ ³� SwA ºA³¼�� »�B½n ºAo�TwA ,k{ ³�eÀ« ³� ³¯±£¬Bªµ
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»�B½n ºAo�TwA ­½AoMB®M /k«B\¯A»«��B®U ³M ³\¼T¯ jn ° RB«k�« ­T�o½mQ »®�½ ;SwA ºn°o�

¬C ·\¼TÇ¯ �kÇ� ,»Mo\ÇU ºBµy¯Aj nj ¤°AkT« ºAo�TwA �Ài oM ° SwA »��®«tB¼� »�±¯

BÇ]oÇµ °n­Ç½ApA /SwA nA±TÇwA »�¼LÇ� ºBµjk� K¼UoU oM »�B½n ºAo�TwA nBLT�A /SwA »���

,jo� ºnAm£ ²nBª{ ° KUo« »�¼L� jAk�A BM o�B®T« »¦�{ ³M An B´¯C ¬A±TM ³� ©¼{BM ³T{Aj »½B¼{A

¬A±U»Ç« Bµ²nAq£ ��®« nj ,¤BX« ºAoM /©½oLM nB� ³M B´¯C ºAoM An »�B½n ºAo�TwA ©¼¯A±U»« ²B£¬C

ºjk� ³� ,¬BµoM n±�w jAk�U º°n oM »�B½n ºAo�TwA pA ²jB�TwA BM An (Sd�) ºnB\®´M ·¼��Ao�

/SwA oLT�« »§¿kTwA ,Swnj ¤¿kTwA oµ jo�»« ¬B¼M ³¼��Ao� ­½A /jo� RBLYA ,SwA »�¼L�

,SwA ²jAj ¨B\Ç¯A |BÇi R¿BÇe nj ³Ç� An »UBLwBd« jnAk®Q»« }h{ ³� k½C»« y¼Q ²B£

oÇ£ A ,»wke ­¼®a /k¯p»« <tke> An ²k�B� ­½A BvM³a ° ,jn°Cnj »¦� ºA²k�B� SdU k¯A±U»«

ºAoÇM /jo� ³�o� ³¼�� �½ ·§q®«³M An ¬C k½BL¯ ° ,Sv¼¯ o½mQjBªT�A ,j±z¯ SMBY ¥¼§j BM yTd�

jo� k¼µA±i ³�eÀ« ,k¼µj nAo� 9 ° ///° ,2,1 jAk�AnºB]³M o£ An2-n+41ºA³¦ª] ³w nj ,³¯±ª¯
ºoÇ¢½j »�¼LÇ� jkÇ� oÇM j±i ° �½ jk� pA o¼� ³M »®�½ ;k¯A¤°A jk� »¢¦ª] ,¥�Be jAk�A ³�

ºApA³M ,n±Mq« ºA³¦ª]³w o½jB�« ¥�Be ³� kwoM ­µl ³M SwA ­�ª« B\®½A pA /k®Tv¼¯ o½mQyhM

o£ A ¤Be /SwB« tke k½Æ« ³\¼T¯ ­½A ° k¯A¤°A ßjAk�A ©µ pBMnºB]³M 31 ° 30 ,/// ,11 ,10 jAk�A
­½A /Sv¼¯ ¤°A ³µAkL§BM ³� j±{»« ¥�Be412-41+41jk�n=41ºApA ³M ,©¼µj ³«AjA An ³LwBd«
/SwA ²k{SMBY ©�e ° tke ¬B¼« ­T{Am¢¯ q¼ªU pA »� Be ° ,»®T�o½mQB¯ ° ²k®®� ²Aoª£ <¥¼§j>

jAkÇ�A BM ³� j°n»« nB� ³M »¦ÄBv« ºAoM B´®U ³� SwA ­½A nj »�B½n ºAo�TwA S½j°kd« B«A

»½B½B�� RBLYA nj B´®U q¼¯ ° ,SwA �¼�dU x°n �½ HwBwA x°n ­½A Am§ /k¯nAj nB�°ow »�¼L�

»�¼L� ºjk�no£ A> ·¼�� RBLYA nj ¤BX« ºAoM /j°n»« nB� ³M ,©½A²jp tke An B´¯C »Twnj ³�

ºAo�TwA »§° ;©½o¼£»« ²o´M »�B½n ºAo�TwA pA <p1+3+5+7+...+(2n-1)=n2²B£¬C ,k{BM
¬C »TÇwnj q¼Ç¯ ° kÇ{ ¥�BÇe »UB«k�« B½ ³«k�« ³a pA ° ³¯±¢a ³¼�� ­½A ³�®½A ¶nBMnj »�B½n

nB�{C »½B¯A±U »�B½n ºAo�TwA ,o¢½j RnBL�³M /k®�»ª¯ B« ³M »�ª� _¼µ ,k{ ²jp tke ³¯±¢a

tkÇe An ºA³¼�� B½ ¤±«o� »Twnj k½BM Svh¯ ³�¦M ,jnAk¯ An ºA³¼�� B½ ¤±«o� »TwnjB¯ ¬jo�

/©¼zhM ¨B�dTwA An »wke �k� »�B½n ºAo�TwA pA ºo¼£ ²o´M BM uPw ° ©¼¯qM
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/Sªw,¬AóU,k½k]��®«»̄BL«,1377,³Ø¦§A��§,º±L̄

�MB®«o½Bw///////////////////////////////////////////////////////////////////
/144Ç117|,19x,»�v¦�S�o�«,<»�¼L�U²B£k½jpA»ÄAo�TwAx°n>,1386,¬Bi³�ª],»¦��A
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/¬Ao½A
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