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A B nduv otw 10 TA Sxatépou Tdv AB,
EZ peifov

xoi Eotw T piv AB 106 TA fluau pépoc, t &t
T'A 100 EZ Enitpitov.

énet oliv olwv £oTiv T AR 800 tototTwy w TA
TEOCApWY, otwv 82 10 TA Teaodpwy ToIoUTLY T
EZ tpudv, xal otuv &pa td ABug:"J,o TOOUTWY TO
EZ tptdv, ouviptrar dpa maiv O tol AB npog
EZ Adyog Gui To0 TA pfou dpou & 1év Glo mpdg
Td Tpia Toi) Te UnobutAaciou xal Tol Empitoy,
& Urpuddeog.

6p9imc 81 xal i mAewdvavy xal £l Tv Aoutdv
NTOOEWY.

Kai 8fdov b¢ 8u dav dnd 1ol ouyxepévou
Adyou el¢ dnowocov Thv auvTtBévTLY ddaipedi,
Evdg TOV dxpuv ddavioBéviog, & Aoutde thv
cuvTLBévTwv xaTaAsidOtoETal.

105

Mais alors ensuite que CD soit plus grand que cha-
cun des AR, EF.

Et que d’une part AB soit moitié de CD, d’autre part
CD épitrite de EF, '
Puis done que de ces [égales| dont AB est deux, de
celles-ci CD [est] quatre, et de celles dont CD [est]
quatre, de celles-ci EF [est] trois, et donc de celles
dont AB [est] deux, de celles-ci EF [est] trois. De
nouveau done le rapport de AB relativement 4 EF est
conjoint par le terme médian CD: celui de deux rel-
ativement A trois, [composé & partir] du sous-double
et de I'épitrite: [soit] le sous-hémiole.

Alors semblablement anssi pour plus de deux [rap-
ports] et dans les cas restants.

Et il est évident que si du rapport composé l'un
quelconque des composés est retranché — l'un des
extrémes étant écarté - il sera laissé finalement
I'autre des [rapporis] composés.
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Texte 4 : Commenaire de Théon d'Alexandrie & I' Almagesie, Livre [, Ch. 131

Lemme

»

Elc Adyoc €x Obo Adywv ¥ xel mAeibvwv
ouyxeiofal Aéyetal, Stav af T@V Adywv
AL ™TEC MorAanieoiacteioar moldal Tva
ARG TR AGYOU.

G

Un rapport est dit &re composé 4 partir de deux
capports, ou plus, quand les tailles des rapports,
muitpliées, produisent une cenaine wille de rapport.

A : +B

"Eyétw yap  AB mpdc th TA Adyov Sedopivov,
xat 10 TA mpde 10 EZ Adyov

Agyw i & ToD AB mpbe EZ Adyoc obyxeitan Ex
te toU AB npb¢ A xai ToG A mpdc EZ,
TouTéoTy gt £av 1) tod AB npog to CA Adyou
MnALKOTNC ToAAamAaotacdl gn‘t v tol TA
ntpde EZ, ol Adyou nniuxétta notel thv Tod
AB rpoe t EZ,

"Egtw yiip npotepov t piv AB tol AT peifov,
10 82 CA oi EZ.

xal Eorw t piv AB 1ol TA Bimddotov, 1o §2 TA
1ol EZ tputhdaiov.

Enel ovv T ugv T'A 1ol EZ tpumAdody oy, t

6t AB tod A SunAdoiov, td dpa AB 1ol EZ.

gotiv EEarhdaotov, Enel xol £av T TpRAdOGY
Tvog  BumAaotdowpev, yivetar abrtod
$EamAdotov. Tolto yip Eotv xupiug olivBealc,
"H oltwol,

trel th AB toli TA £ottv Sumhdaov, Sunpfiofu td
AB ei¢ & 3 ['A Yoo v AH, HB. xai £nel wlA
oil EZ £ativ tpunAdatov, Sl i adrd 6 xed 1d
HB ol EZ tortiv tputhaotov. Bhov dpa t AB
Toi EZ éoriv Efariaaiov,

é 8pa 1ol AB npbd¢ td EZ Adyoc owvintal G
toil TA péoov Bpov ouyxeipevog Ex te Tol AB
rpde TA Adyou xai toll [A npég EZ.

*AX duoiwe B8 xat tdv Ehattov § Exatépou Tiv
AR, EZ 1o TA, 0 alitd cuvayBioetal

Eotw yip médAw T piv AB 100 TA tpimddoiov,
<0 82 TA ¥Huiov ol EZ. xai émel v TA Hov
totey toil EZ, Toll 8¢ TA tpumAdotov to AB, td
AB Hpo Aioitéy aiv 1ol EZ- #av yap T ol
Tvog TpmAaotdowpev, ECEL alt draf xal
THIoaHLC.

"H ol olitwg.

¢énel T piv AB 1o A gotiv ToimAdatoy, to ¢
T'A tod EZ fijov, olwv £o1lv 10 AB fowv @ TA
oLy, TawonTwy Eotiv i EZ 8bo. ote ol
Egtor o AB 1ol EZ.

& &pa. 100 AB npdg td EZ Adyog guviintan Hra
ol [A pécou pov ouyxefpevor Ex te 1ol AB
npdg A Adyou xal Toil A npd¢ EZ.

Ce

i D Ei_"'_”:

En effer guil y ait un rapport donné de AB
relativement A CD et un rappont [donné] de CD
relativement 4 EF,

je dis que le rapport de AB relativement 3 EF est
composé de [celui] de AB relativement a CD et de
fcetui] de CD 4 EF. autrement dit que si Ia wilfe du
rapport de AB relativement 4 CD est multipliée par
celle de [celui de] CD relaivement 4 EF, elle produit la
taille di rapport de AB relativement 3 EF.

En effet d'abord que d'une part AB soit plus grand que
CD, d'autre part CD que EF.

Et que d'une part AB soit double de CD, d'autre part
CD 1riple de EF.

Puisqu'en effer dune part CD est triple de EF, d'autre
part AB, double de CD, donc AB est sextuple de EF,
puisqu'aussi bien. si nous doublons le wiple de quelque
chose, il est produit son sextuple. En effet ceci est
bien une composition au sens propre.

Qu de cete manidre

puisque AB est double de CD, que AB soit divisé en
parties &gales A CD : AG, GB. Et puisque CD est
triple de EF, alors pour les m2mes raisons aussi, GB
est riple de EF. Donc le tout AB est sextuple de EF.

Donc le rapport de AB relativement A EF est conjoint
par le terme médian CD, composé 3 partr du rapport
[de} AB relativement 3 CD et de [celui de] CD
relativement A EF.

Mais scmblablement aussi, si CD est plus petit que
chacun des AB, EF, la méme chose amrivera.

Car de nouveau que d'une part AB soit wiple de CD,
d'autre part CD moitié de EF. Et puisque CD est
moitit de BF et AB triple de CD, donc AB est hémiole
de EF. Car si nous miplons la moitié de quelque chose,
on I'aura une fois e demi.

Cu aussi ainsi

puisque dune part AB est wiple de CD, d'auwre part cD
moitié de EF, de ces égales & CD dont AB est trois, de
celles-ci EF est deux. De sorte que AB scra bémiole de
EF.

Donc le rapport de AB relativement & EF est conjoint
par k& terme médian CD, composé 2 partir du rapport
{de] AB relativement 3 CD et de fcelui de] CD
relativement 3 EF.

1. Ed. A. Rome, Studi e Testin®72. Cité du Vatican, Biblioteca Apostolica Vaticana,

1936, p. 532, 1. 1-p. 535, L 9.



‘Omar Khayyam et Eutocius:... 103
?‘-1"551 olv EGetytn, O¢ v A K mpog v A, JOr puisqu'il 3 ¢t¢ démonié dune part que
oiftug o AT mpu.un?térrgupgov mpd¢ th || comme K [est] relativement 4 L, ainsi [est] le§f Compar. de
' nopaldnidypappov, g 6 H A mpdc { pacallélo-gramme AC relativement auf] deux séxies
™Y M, oiftug w0 TO napaiinidyparpov || paraliélogramme CH, d'autre part que commel| conjointes
npog 16 [Z nepadAnidypauyiov, L [est] relauivement & M, ainsi [est] le
parallélogramme CH retativement au
parallélopramme CF.
8" oo dpa toTiv O¢ f K npbg thv M, ob 13 égalité [de rang] donc, comme K [esy V.22
Twe 1o AT npog  to0  FZ{relauvement 4 M, ainsi (est] le
napoAinAdypaov. [parallélogramme] AC relativement au
parallélogramme CF.
f 88 K mpog thv M Adyov #xer tov |[Mais K a, relativement & M. le rapport|l  Rappel
qUYXEILEVOY £ TV TAEUPGY Composé A partir [de ceux] des cdés:
xai 1 AT Gpa mpde T [Z Abyov Exet thv [let done AC a, relativement & CF, le rapport]| V. 11
QUVHELLEVOY € THV MAEUpGV. composé A partir [de ceux) des cdtés.
'1'& Gpa {U(?YL:WI.[I napaAAnAdypappa 'TPi_?'C Donc les parallélogrammes dquiangles ont, || Conctusion
dAAnia Adyov Eyel Tov ouyxetpevov éx ([ I'up selativement a Faulre, le rappont composé||  générale
TAV MAELPGY* 4 partir [de ceux] des cotés.
Gmep F8et Beilfu. Ce gu'il fallast démontrer. CQFD
e
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Texte 3 : Euclide, Eléments, VL 23

Tu isoyavie napuAinioypoppa npog

Les parallélogrammes équiangles ont, l'un

TR AANALY Loy
N T AANA Gy pogsoy

moug ot 7

wnst lest] e purdlélogramme CH relativement

Ao parallelceramme CF

‘1}311?41 Adyov Eyal Tov quyxelLEvov £x |§ relativement & I'autre, le rapport composé A Enoncé
TGV AL UDGY. partir [de cenx| des clés,
A D H
B G
C
K e ——
L —
E F

"Ecmﬂioo‘r}fmu nupuAAnAoypoupa to [ Seient les paralliélogrammes équiangles AC,
AT: [Z tony éyovta v ono BrA yaviav || CF ayant I'angle sous BCD égal 4 celui sous Eclhése
T# vrra ETH- ECG.
?Lfiyu. bre to Al Fupuﬂnléypwgv rrpt:)i; Je dis que le parallélogramme AC a,
to I'Z napaArnAdypapuov Adyow Exer tav [l relativement au parallélogramme CF, le{ Diorisme
FUYREWEVOV EX TGV TAEUpdv. rapport composé A partir [de ceux] des cotés.

Kﬂic‘_’m Yap Gote En’ ev8eiag elvur v || En effet, qu'ils soient placés de telle sorte que] Condiuon
BI' q T'H- BC soit en alignement avec CG: supplém.
En eddeiog dpu Eoti xal A AL° 1A [E. DC est donc aussi en alignemeni avec CE. L15ell 14
Xt owunmeminpwofe  té AH [[Erqueie parall¢logramme DG soit compléss, Constr.
MapaAAnAdypappoy, potentielle
xat Soeiobn Tic evbeia f K, £t que soit posée une droite quelconque K. Ecth.
xai Yeyovitw ¢ pev A B[ npoc v TH. | et qu'il soit fait que d'une part comme BC [est]
ottwg A K mpog v A wg 88 A AT npdc || relativement a CG, ainsi {soit] K relativement VI 12
v [E, obtwg 1§ A mpoc thy M, a L. dauwre part comme DC [est] relativement

A CE. ainsi {soit] L relativement 3 M.

Of Gpu Abyal thg Te K mpog thv A *at g || Les rapports, ceux de K relativement 2 L et de Construct, de
4\_ Tpo¢ v M ol abrod Elat Toig Adyow || L relulivement 3 M, sont donc les mémes quej| représentants
TGy mhevpdv, THY e BE npde thv TH s | los rapports des cotes, ceux de BC relauvementfl  conjoints
g Al Apoy v TE. 4 CG et de DC relativement 4 CE.
VA (;; rﬁc K oo M Adyog Uf'lYNﬂth{l Bl Muis e rapport de K relatvement 3 M est|| Assomption
e oY g K mpog A Adyou wat toi tie A composé du rapport de K relativement 4 L, || Conjonction
o M- de cel de L relativement 4 M ; intuitive
Oate xat q K ntpoe tov M Adyov vt tov |[ e sore aussi que K a, relauvement 3 M, lef| Substitut.
TUYHELLEVOV £X TOV MAELOGY rapport composé A partir [de ceux des coiés,
L Enel éoiv ag A BI mpoy T TH. ot )| El pwisque comme BC [est] relativement 3 VL1
Twi; ro Al TgAAANAN Y pug o mpoy Te llCG, ainst est e parallélogramme AC

[, relatvernent A CH,
dAs 0 A BE mpig mv TH. olitwy A K mats Jue comme BC [est] relauvement 3 CG, Rappel
oo Tov UL s L] W oreligvement 3 L,
mat ag dpa s K mpog mv A olitue w0 AL || done quser comme K (est] relativement i L, V. 11
moog To ['6, amsi fest? AC relativement A CH.
7'..1'1;"1\2. éln'gi ETTLVY B¢ r')JAJ' ey rh\\: T'E. || Ensuite, pursque comne DC [est] relauvement Vil
ot o T8 mapudAnidypagpov mpde T || 4 CE. amnsl est le parailéloramne CH

relativement A CF

AR we ) AT mpoy v TE, obtwg A A | marns Yue vomme DC [est? relianvement 3 CE, Rappel
oG mu M, s st Lorelstivement A M.
Loy dea d A nong Ty M viira 1o T || done ausse, chmme L {est] relativement 4 M, VoIt
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Texte 2 : a. Euclide, Eléments, DéGnidon {V1. 5}. Ed Heiberg, EHS, T, p. 40

Adyog ix Adywy guyxeioBar Afyetar, dtov al

Un rapport est dit élre composé & parur de rapports

t@v  Adywv RMAKOTRTEC ¢ fautiag quand les valeurs des rapporss, étant muiliphiées entre
noAraniaciogdeioo nodol nva. elles. produisent quelque chose.
PARALLELISMES

b. Théon d'Alexandrie, Commentaires @ ' Almageste. Ed. A, Rome, pp. 532-336

elc Aoyec ex Bbo Adywv # xal mAeibvww
suyxeloOal Afyerar, Hrav ai td@v Abdyww
TNAXGTNTEC TMoikamAiactacdcioal nOLGAL Ttv
mAxOTNTO AdYou,

Un unigue rappon est dit glre composé 4 parur de
deux rapports mais aussi plus. quand les valeurs des
rappons. étant multipliées, produisent une ceriaine
valeur de rapportt.

¢. Scholie anonyme 2 la Df. (V1. 5}, n°4, ed. Heiberg, EHS, V,2,p. 5,1. 1-3

Adyog b 8bo Adywv § xal nALwdvay guyxeiobal
AbyeTon, Brav ai tév Adywv mAxdTnTec
nroAranAaciaofeioar rotdal tiva nnAixdmrTa
héyou.

Un rapport est dit e composé A partir de deux
rappons mais anssi plus, quand les valeurs des
rapports. éunt mullipliées, produisent une cenaine
valeur de rapport.

d. Domninos de Larissa, IIJ¢ éot Adyov éx Adyou adeAeiv
(Comment peut-on rexncher un rappert d'un rapport 7). Ed. C. E. Ruelle, pp. 82-94

Adyog 8& #x Adywv ouyxeioBar Adyerat, Yrav
ai tov Adywv nnaxoetntee i¢ Eautdg
noAAGTACOIEOfEiTat motdai TV

Un rapport est dit étre composé A partir de rapports,
quand les valeurs des rapports, élant muldiplices entre
elles, produisent une certaine valeur de apport.

e. Euwcius, Comm. in Arch, §C, TE 4. Arch., Ed. Heiberg, vol. IIL, p. 120, L 12-19

*Yropvnaréoy 81 npdtepov nidc EiLyeto Adyog
Ex Adywy ouyxelofar

‘¢ yap Ev T Zrorgewsont

Stav ai tév Adyuv mnixdtntec td' favtag
noddaniactaobeioal oSl Twva, nAKGTITOC
Sniovdr: Aryopévng Tod..

On doit W'abord rappeler comment un mapport est dit
élre composé de rappors;

en cifet d'apres les Eléments,

[c'est] quand les valeurs des rapports, étant multipliées
entre elles. produisent quetque chose, "valeur”
désignant évidemment le ...

f. Eutocius, Comm. in Apoll. Con.. I 11. Apell. Ed. Heiberg, Vol 1L, p. 218, L 16-1%

Adyoe bx Adywv ovyxelofo Afyetal, rav ai
tdv  Adywv mnlixdtnrec L9 éautdc
nodAanAacacfeiont nowdal Tiva, MALXOTHTOC
Bniovde: Azyoufung Tod dpidped, ol mapavuide
EgTiv & Abyoc.

Un rapport est dit 2tre composé de rapports quand les
tailles des rapports, multiplées par elles-mémes.
produisent quelque chose, éunt entendu qu'il est
évident que "laille” se dit du nombre duquel e rapport
€5t paronyme.

g. Introduction enonyme d I’ Almagesie
Texte grec &dité dans I7nom, W. R, Textua! Studies in Ancient and Medieval Geometry, 1990, p. 196, 1. 1-3.

4 8¢ 0B auyneyévov Adyou elitug: Adyog ¢maiv
&x Aoywv ouyxeicfou Afyeral rav of riv
Adywvy  mmAwxdTnTEs €9’ Eautovg
noAdanioqasdeloat moldaiv v

Quant au rapport composé, il en est ainsi @ un
rapport, dit-il. est dit &re composé A partr de
rapports, quand les valeurs des rapports, étant
multiptides entre elles, produisent quelque chose.
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Em naodv O0f Tov oYEQEwy SRAav. dTL abrty f
MNAOTNE MoARamAoqa{opevn EnL Tov ENG-PEVOY
Bpov Tol Adyou moel Tov AyouLevay.

£oTw Telvov Adyoc & Tod A npb¢ tov B, xot elAndtu
T1g aiTdv pEdog, Oc ETiyev, 6 [, xot SoTw Tod AT
Avyounpaxotne & 8, Tol GE T, B O E. mut 60 A rbv E
ToAdunAaTadn; Tov 7 nogitw,

2eyw, BTt tod Adyou Tév A, B malixétng foTiv & Z.
TouTesTY drt 6 7 Tov B MoAAanAnouionr Tav A
noei.

4 67 Z tov B noArandagwkdoag rov H noeito.

the Etab cst evident dhanre part que. de toutes les
relavons. ceite méme uile, mustipitée par le lerme
canséquent du fapport pradutt lantace:, nt

(1) Soit done le rappport de A relativement 3 B ¢t que soit
Pris un cenain terme moven entre cux, au hasard. C, et
yue la taile du rapport (A, C) sont D. celle du {rapport]
(C. B, E. et que D muluplian E prexduse F.

Je dis que Ia aille Ju mppon de (A, B) est F, c'esi-a-dire
que F. multipliant B, produit A,

Alors que F, muliipliant B, produise G.

— —ia ——iD
- He e
P————5 : L

-

Enet olv O A tov uév E noAanAaguioag tov 2
memninuen. tov 86 T noAdamhaouicag tov A
menolnxey, Eativ oo, O 6 E npbg tov T, 6 Z npog
Tov A

nmaAw Enet 0 B tov E noAlaftiaodoas tov [
nenoinxey, tov 8¢ Z noAdarAaowdons tov H
TEmToinxEY, €aTiv dpn, O¢ & E npay tow Z. G T npog
tov H.

Evarraf, O¢ O E mpoc tovl, 6 2 npoy vov H.

fv8E, GCOEmpbetov DL & 7 npog oy A Toog dpa
& H g A Gore 6 Z tav B TOAAGRAQTIATET Toyv A
TETO{NXEY.

@n Tapatrétw 8¢ roug Evruyyavovrag To S TEw
aplBpnTxdy SedeiyBar Tolitor of re Ylp moAaiol
®EYprvtal tai¢ Towitalg dnobeifron poabnpartixaic
uddiov oticare dpBunTixaic S Tag dvaroyiag,
nat Gt td (nrodpevow dpluntidv doriv.

Adyer yap xal mnatdtnTec Adyuwvy  xai
roAlaniaciacuol toig dpBpoic npdTwe Unapyouat
xal 8’ altdv tofc peyéBeor, watd thv siméwra

Tailtd yhp tir pabipera Soxodvrt Eluev dBeAda.

G
Puis donc que D, d'une part mulupliant E, a produit F,
d'autre part myltiptiart C a produit A, on a donc | comme

E [est] relatvement & C, F {est] relativement 4 A.

Ensuite puisque B, d'une part multipliant E, a produit C,
d'autre part multipliant F a produit G, on a donc : comme

E {est} relativement 3 F, C [est] relativement & G.

D'une manitre alteme : comme E [est] relativement i C.,
F [est] reladvement 4 G.

Mais on avait : comme E [est) relativement 4 C, F [est)
relativemnent 2 A. Don¢ G est égal 3 A, De sone que F,
multipliant B, a produit A.

() Mais les lecteurs ne doivent pas s'inquiéter de ce que
ceci a é1¢ démontré par des moyens arithmétiques; méme
si. en effet. les Anciens faisaient usage de ces
démonstrations par les proportions qui sont davantage
mathématiques qu'arithmétiques, et ce parce que Fobjet de
la recherche est anithméiuque.

(k) Car les rapports ¢t les tailles des rapports et les
multiplications des Rombres appartiennent en premier licu
aux nombres et, de L. aux grandeurs, seion Ie diction :

« Car ces sciences mathématiques paraissant 2(re Sgeurs ».
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Annexes

Apolonius, Conigues, Propesinon L 11
(Ed. Heiberg, vol. L, p. 40, 1. 8-10}

. To 8 and ¢ BI npog to Gmo BAT Adyow Eyxet
Tov guyKELLEVOY EX ToD Ov Exel A BT npog TA xai 1

Bl mpbg BA- »

Maus e {carré] sur BC, relativement au [recangle conwnu}
par BA. AC, 2 comme rapport. celui composé e celul

qu'a BC relauvement 2 CA et de BC relativercent ABA.

Texte 1 : Commentaires d'Eulocius
(Ed. Hetberg, vol. I, p. 218, 1. | —p. 220, 1. 25
Traducton de “ravad” par B. Viuac!

Edeurol pEv Ev 16 Bt MfAia e oToyeida
év to elwooTd Tpitw PEepnunil St to iSOy
nopaiinidypappa Tpoc dAAnAa Adyow Exer tov
TUYHELLEVOY €3 TEV MALUOGY

ErmeL Of EmuxtocoTepov pPOAAOY xai ol xata tov
dvayxaiov Tpomov dme Tdv NOpuNUATIOTHV
EAiyeTo. E(NTNOGREY QUTO ¥ai YEYpAmTaL fv TOig
ixdcBopévorg Npiv ele T0 tEToprov Aewpnpo tod
Beutépou fifdiou Tav "Apyipndous nept odaipag xal
nukivdpou xat Ev Toic oyoriow toil mpatoy fiffalou

g Hrokepaion ouvtafed:

ol yeipov 8t ®at tvralfa Tobto ypadfvar Sux v wh

nAvtwe TOUE AVaYyLVOOoXOVTA( XAXE(VOL(
Evruyydvery; Xai 8t oxebby to GAov givraype Tév
KWV HEYPNTEL Al TE.

Aoyo¢ Ex Adywv auyxeloflar Aéyetal, drav al tav
AdyYwv AAAIROTTEC g’ tautdcg
moAranAacixgfeigat moidol Tva,

mnAxotRTor Bniovotl Acyougung tod dpBpoid. ol
napovupog SaTv 4 Adyoc.

Emi pev oy tév moMdamiagiwv Suvardv Eoriv
dptBuov dAdxAnpov elvat thv rmAimotnta, enl 62
OV AGLTGY OYECEWV Avayxn TAY  MpAxdmra
dppdy elval xal pdpov f popLa,

€l uf dpa tig fUFAOL el dopniTong elval oyEdelg,

olul elov af xara ta dhoya peyedn.

{2} D'une part il est démonure dans le sixieme Livee des
Eléments, dans le vingi-lroisitme théordme, que les
paraliélogrammes équiangles ont l'un relauvement 3
L'autre e rapport composé des {rapports| des cOlts.

(b Et puisque. d'uutre part, cette question a été exposéy
par les commentateurs d'une maniére au plus haut point
inductve. et non pomnt selon le mode apodiclique, nous
avons cherché A la connaitre et avons écrit 3 son supet dans
ce qui a été publié par nous A propes du guauitme
théoreme du deuxidme Livee L Archimede Sur la sphére el
le cylindre, et dans nos scholies au premier Livee de la
Composition de Prolémée.

{¢) Mais il n'est pas plus manvais que ceci soit éent auss
ict parce que les lecteurs n'ont généralement pas ey affaire
A ces exposés-ld; et parce qua peu pres I'exposé rout entier
des Contques en fait usage.

{0y Un rapport est dit dtre composé de rapporis quand les
tailles des rapports, multiptées par elles-memes,
produisent quelque cbose.

(e) ent entendu qu'il est évident que “wille” se dit du
nombre dugucel le mpport est pironyme.

() D'une part ¢'est pour les [rappons| mulliples guil est
possible quun numbre enter sl la Laille. pour les auures
reiations d est néccssaire que Ja tulle soit un nombre ¢t
une partic ou des parues.

(g) 3 momns wutefois que quelquun ne soutienne gu'il
exisle aussi des reiations inexprimables. comme le sont

celles entre les grandeurs imationnelles.

1. Nous introdsisons un découpage en paragraples désigués par des lettres (a), (b

Calin de faciliter les références dans notre discussion de ce texte.
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des Sciences de I'Institut de France, Sciences mathématiques et physiques,

vol. 14, 1856, pp. 688-720. Reproduit dans F. Woepcke, Etudes sur les

mathématiques arabo-islamigues. Réimpr. par F. Sezgin., Institut fily

Geschichte der Arabisch-Islamischen Wissenchaften an der JW. Gocthe-
Universitat, Frankfurt am Main, 1986, Vol. 1, pp. 648-710.
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originaux en algébre. Plus simplement encore les intentions de nos
deux auteurs ne sont tout simplement pas les mémes. Eutocius fournit
aux éventuels lecteurs d’Archiméde et d*Apollonius les éclaircissermnents
mathématiques ou historiques qu'il croit nécessaires i propos des notions
mises en ceuvre dans ces textes. Khayyam souligne, dés son introduc-
tion, qu’il 8’agit, grice & I'examen critique des (de certaines) prémisses
d’Fuclide, d’une entreprise de fondements des mathématiques. Rien
d’étonnant donc a ce que ses développements, 4 la fois mathématiques
au sens technique du terme et épistémologiques, nous impressionnent
davantage.
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“arithmétisation” de la théorie des proportions, méme si elle tourne
court. Chez Khayyam il faudrait plutét parler d’une algébrisation, au
sens oi1 il s'agit d'associer domaine numérique et domaine des grandeurs,
¢’est-a-dire dépasser la dichotomie fondamentale qui sévissait au sein de
la notion ancienne de quantité (discret/continu) dés avant Aristote et
Euclide, en envisageant des grandeurs “super-abstraites” qui ne sont
plus géométriques (ni, a fortiori, physiques) et qui doivent saisir ce qu'il
y a de numérique dans les rapports de grandeurs.

e 11 est donc trés tentant d’évoquer les nombres réels (strictement posi-
tifs) & propos de I'entreprise du Persan et les Modernes n’ont pas manqué
de le faire. Djebbar, dans l'introduction de sa traduction n’hésite pas
a dire que Khayyam clarifie «... une fois pour toutes les liens qui exis-
tent entre la notion de rapport de deux grandeurs et la notion abstraite
de uwombres.}** Certes il le dit & propos du Chapitre II du Commen-
taire et de | réduction (réussie) de la théorie euclidienne des proportions
3 la théorie anthyphérétique. Mais le chapitre 11l impose d’introduire
une petite réserve. Khayyam est certainement allé beaucoup plus loin
qu'Butocius dans cette voie, et avec davantage de rigueur, mais lui aussi
a 6té obligé de s’arréter en chemin. Au moment oi il fallait préciser quel
est le statut de cette association entre rapporte de grandeurs et nom-
bre, Khayyam pose le probléme en des termes (attribution essentielle,
accidentelle...) qui le conduisent & conclure que ceci est un probléeme
philosophique. Le géometre qui dans I'épistémolgoie aristotélicienne n’a
pas 4 rendre compte de ses principes n'a donc pas & s’en soucier.'1®

e S'il est sans doute quelque peu exagéré de dire que le concept de nom-
bre réel positif est parfaitement dégagé chez Khayyam, il ne s’agit pas
non plus d’affirmer que tout ce que I'on trouve chez ce dernier existait
déja chez Eutocius. 1l est trop clair d’apres ce qui précede qu’il n'en
est rien. Il ne s'agit d’ailleurs pas d’'accabler I'un et/ou I'autre de nos
deux auterus, ou de nous livrer A une sorte de palmarés mathématique
rétrospectif uu peu facile. Leurs environnements mathématiques ne
sont pas completement étrangers l'un & l'autre, mais ils ne sont pas
identiques non plus. Il ne faut pas négliger lapprofondissement de
Pexégese des textes mathématiques grecs (en particulier des pas négliger
approfondissement de l'exégese des textes mathématiques grecs (en
particulier des Eléments d’Euclide, surtout pour les Livres V et X) par
les savants des IX°-XI¢ siécles, ni les développements mathématiques

144. V. [Dj. 1997]. p. 20,
145. V. [Dj. 1997, p. 65, 1. 22-26; [Vahab., 1999], p. 374, 1. 8-14.
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sance, ou autre. FElle pourra jouer le méme réle formel que jouait
la mpAexdrng d’Butocius dans la démonstration 1 mais il n’est sans
doute pas nécessaire de souligner une fois encore que le souci fonda-
tionnel que manifeste Khayyam vis-a-vis du statut de sa gradeur G est
sans commune mesure avec l'explication historique et pan-arithmétique
qu’invoque Eutocius pour rassurer ses lecteurs. §'il faut compter Khay-
yam au nombre de ceux-ci, il est clair qu'il n’a pas été convaincu!

Pour conclure

Au terme de cette comparaison il n’est pas inutile d'en récapituler les
résultats:

¢ 1l me semble que l'on peut, avec une certaine vraisemblance, donner
un peu de substance historique & la mention d'Eutocius par Khayyam.
Je crois que celui-ci mentionne son prédécesseur i cause des indications
de ce dernier sur les rapports composés de rapports contenues dans sou
commentaire a la Proposition I. 11 des Coniques. J'al essayé de montrer
que certaines particularités du texte de KKhayyim, des passages partic-
ulierement allusifs, elliptiques, ou ce qui semble étre un aparté un peu
en dehors du sujet traité, s’expliquent bien si I'on fait 'hypothéses que
Khayyam connaissait ce texte d’Eutocius et, de surcroit, qu’il n’était
pas du tout d’accord avec la maniére dout le commentateur d’Apollonius
évacuait le probléme des rapports non numériquement exprimables.

¢ Nos deux auteurs présentent uu certain nombre de traits communs:
l'un et Pautre se fondent en derniére analyse sur le texte des Fléments
d’Euclide et sur ce qu’ils y lisent comme Définition du rapport com-
posé de rapports. Nil'un, ni 'autre ne remet en cause authenticité des
énoncés en question. Ils souliguent I'importance du probléme et connais-
sent '’ensemble des différents contextes mathématiques dans lesquels la
notion de ¢rapport composé de rapportsyiutervient. Leurs solutions se
veulent techniques et présentent une certaine similitude formelle.

¢ Elles s’inscrivent dans une méme double problématique épistémologi-
que: la substantification progressive de la notion de rapport, ou si I'on
préfere utiliser une terminologie aristotélicicnne, son passage progres-
sif de la catégorie du relatif (mpdc 7i) & celle de la quantité (wogdr),
avec corrélativement, une extension progressive de la notion de nom-
bre. Chez Futocius ou pourrait peut-étrc parler d’une tentative d’
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citation rapportée ci-dessus 'unité conventionnellement adoptée est une
grandeur. Le contexte mathématique n'est donc pas le calcul frac-
tionnaire, associé a la classification des rapports numériques de Nico-
magque, comme chez Eutocius, mais plutot celui de la Définition X. 3 des
Eléments d’Buclide et de la co-mesure des grandeurs.'*! En témoigne
le fait que si le rapport n’est pas numérique, on rapportera le carré
de l'une des grandeurs au carré de l'autre — ce qu'Euclide appellerait
une comparaison en puissance — ou le carré du carré ou le carré du
carré du carré... qui permettent de comparer ce quun Moderne ap-
pelerait des irrationnelles de la forme “racine 2"-itmes de a”. Mais
Khayyam (P'algébriste Khayyam?} a compris que ce cadre des irra-
tionnelles quadratiques ou multi-quadratiques du Livre X n’étail pas
non plus suffisant. Il faut donc admettre que pour nimporte quel rap-
port donné entre grandeurs, A : B, on peut trouver une unité U et une
grandeur connue G, telles que le rapport de U & G soit égal au rapport
donné.

Khayyam repousse alors l'objection que pourrait lui adresser le par-
tisan d'un point de vue strictement constructif. Ce couple (U, G)
pourra ne pas étre déterminé par une régle géométrique (et a fortiori
arithmétique) effective 4 partir des grandeurs A et B.'*? Mais U étant
choisie, la grandeur G pourra du moins étre congue. Ici les nécessités
mathé- matiques conduisent sans doute Khayyam & faire violence a
ses principes épistémologiques fondamentalement aristotéliciens, selon
les- quels les objets mathématiques sont le résultat d'une abstraction
faite 4 partir des sensibles. Pour déterminer la nature quantitative de
cette relation qu'est le rapport il faut, au-dela des habituelles grandeurs
mathématiques (ligne, surface, volume) — qui sont déja des abstrac-
tions — ou physicques (le temps), postuler 'existence, purement con-
ceptuelle, de grandeurs “doublement” abstraites.*** Cette grandeur
exprimera I'aspect quantitatif et numérique du rapport, — en un sens
dés lors trés élarge — que celui-ci soit numérique, numérique en puis-

141, ¢Cela étant supposé il est démontré que par rapport a une droite proposée, il
existe des droites, infinies en multitude, commensurables ou incommensurables [avec
elle], les unes en longueur seulement, les autres aussi en puissance. D'une part denc
que la droite proposée soit appelée ezprimable et, celles [qui sont! commensurables
avec elle, soit en longueur et en puissance, soit en puissance seulement, exprimables;
d’autre part que celles [qui sont] incommensurables avec elle soient appelées #rra-
tronmellesy.

142, V. [Dj. 1997], p. 69, 1. 3-5; [Vahab., 1999], p. 380,1. 2-3.

143, V. [Dj. 1997, p. 68, 1. 8-12; [Vahab., 1999], p. 378,1. 17-23.
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celle-ci & son propos. Manifestement le mathématicien persan n'hésite
pas & innover si nécessaire, comme nous 'avons vu & propos du produit
de deux grandeurs. D’un autre coté j’al suggéré  plusieurs reprises
que Khayyam conuaissait les remarques d'Eutocius sur les rapports
composés de rapports contenues dans le Commentaire aux Coniques
d’Apollonius et qu'il portait, & leur égard, un jugement critique. Si tel
est le cas, Khayyam connaissait donc la Df. {VI. 5} et sa multiplication
des “quantités (mnAizcoT7¢) de rapports”.}*7 Je crois que les importants
commentaires qu’il fait sur 'association propsée par lui entre “rapport”
et “grandeur abstraite” confirment cette hypothése.

4. Les considérations épistémologiques de Khayyam

Au tout début de Chapitre III, aprés avoir rappelé les trois assertions
euclidiennes (i-ii-iii) qu'il va ensuite justifier, Khayyam revient sur la
multiplication des rapports incluse dans 'énoncé (i) en des termes qui
me paraissent faire écho 4 ceux d’Eutocius:

«Quant & ce qu’il (Euclide) a indiqué au sujet de la multiplication du
rapport, c’est que le rapport de trois a cing signifie trois cinqui¢mes de
un; et cela en supposant une grandeur unité, c’est-a-dire en supposant
une grandeur que 'on appelera “un” et i laquelle on rapportera les
autres grandeursy.!38

Cette explicitation ne dit en fait rien de la “multiplication” du rap-
port; en revanche il s’agit d’un quasi-commentaire, sur 'exemple du
rapport 3 : 5, de la notion de wnAtx677¢ chére & Eutocius. Mais ni le
terme, ni le fait souligné par ce dernier qu'une extension de la notion
de nombre entier & celle de nombre fractionnaire!® est requise ne sont
mentionnés ici par Khayyim. En revanche, dans la premiére partie de
la preuve de sa Proposition 1, il revient sur la notion d’ “unité”, fait
référence aux procédés du calcul? et, comme Eutocius, souligne qu'il
faut concevoir une unité divisible (et non pas prendre comme “Un” la
monade de arithmétique).

Cela dit, ce sont moins les relations entre anAesxdrnc et calcul frac-
tionnaire qui intéressent Khayyam, que le cas des rapports non numéri-
quement exprimables. Méme daus cette référence aux calculs des prati-
ciens il donne des exemples comme “racine de cing”... Déji dans la

137. Cf. Annexe, Texte 1, §d,

138, V. [Dj. 1997), p. 65, 1. 1-4; [Vahab., 1999}, p. 372, }. 21-25.
139. CI. Annexe, Texte 1, &f.

140. V. [Dj. 1997], p. 68, L. 13-21; [Vahab., 1999], p. 378, L. 23-35.
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auparavant la nature éminemment ahstraite.!®® Il en déduit donc que
dx Un = e x z et il substitue alors & (z,e,d) leur “signification” en
termes de rapports, tout en observant que d x Un = d. Il en déduit que
le produit du rapport a : b par le rapport b: g est le rapport a : g.

Par comparaison avec Eutocius on peut dire que Pégalité d = e x
z correspond a I'égalité F = E. D du commentateur d’Apollonius et
que la grandeur z, par exemple, introduite par Khayyam, correspond
A la wpAescérne du rapport b:a. Dou la ressemblance formelle entre
nos deux auteurs. En méme temps Eutocius — malgré I'affirmation du
contraire — raisonne en termes de nombres, en utilisant des résultats
de la théorie des proportions numériques (VIL. 17, 18, 13) et en fon-
dant sa démarche sur la notion arithmético-calculatoire de “mnAcscdrng”.
Khayvam introduit des “grandeurs abstraites” dont il justifie 'existence
par la postulation; il utilise le théoreme & toov (V. 22 ou V. 23, peu
importe ici) qui est effectivement le fondement euclidien des rapports
doublés, triplés et composés de rapports. II peut donc croire que la
portée de sa preuve est plus grande que celle d’Eutocius, qu'elle est
mieux fondéd, et, d'une certaine maniére, plus fideéle & Euclide.

De plus, elle fait 'économie de I'incertaine notion de “quantité de rap-
ports” et ¢’est pourquoi I'assertion (i), par contraste avec la Df. {VL 5},
parle de multiplier directement les rapports entre eux. C’est également
la forme de la conclusion de la Proposition 1 comme nous venons de le
voir. Le principe (i) était donc particulierement bien adapté a la pra-
tique effective de Khayyam dans la suite de son texte. Mais il est censé
avoir été énoncé par Buclide! La coincidence fait qu’il parait difficile
de trancher la question de savoir, si, avec (i}, on est en présence d'une
traduction de la Df. {VL 5},1% ou si Khayy&m a délibérément adaptée

135. Il a précisé en particulier que nous ne pouvons pas dire de la grandeur z, s’}
s'agit d'une ligne, d'une surface, d'un solide ou un temps, mais qu'elle doit étre
considérée en faisant abstraction de ces éventuelles caractérisations qui conservent une
“dimension” perceptive. Si Khayyam avait choisi une droite pour 'Unité de référence,
les “grandeurs” (z,d,e) seraient également des droites, auterment dit les rapports
donués seraient “lindarisés” {(Cf. supra, Partie III, 1). Le produit correspondrait
simplement au rectangle coutenu par les droites (V1. 16). C’est substantiellement
la démarche que propose Galilée dans le petit dialogue anquel j'ai déja fait allusion
supra, n. 126. V. Drake, op. cit., p. 435. Cela dit, en maintenant celie approche
géométrique on aboutit an paradoxe qu’une droite d se trouvera égale & un rectangle
e r z. On comprend qu'il faille adopter un point de vue “abstrait”.

136. Particulitrement libre, ou réalisée & partir d'un modéle grec sensiblement
différent de celul que nous connaissons par les mss de la tradition directe et par
la version de Ishiaq-Thabit.
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troisieme -, de la maniére suivante: z (resp. d) est telle que le rap-
port de I'Un & z (resp. d) est comme le rapport de a : b (resp. a: g).
Autrement dit ces deux grandeurs sont des gnatriemes proportionnelles
pour les triplets (a,b, Un) [resp. (a,g, Un).!3 Leur mode d’existence
a été discuté juste avant et est, en derniere analyse, rapporté i une
prémisse de type philosophique - le postulat d’existence de la quatriéme
proportionnelle & trois grandeurs quelconques données - prémisse intro-
duite au début du Livre II du Commentaire.'® En revanche la grandeur
e est introduite de telle maniére que ce soit le rapport de e a 1'Un qui
est comme g & b, inversion commode pour la suite du raisonnement. On
a done:
Un:d=a:g et e: Un eguivg:b.
Le texte de Khayydm évoque alors le rapport & égalité de rang (ou
le rapport dit d’égalité, ou &’ Ygov en grec), ce qui correspond 4 la
Proposition V. 22 d’Euclide. Cela dit, on voit qu'il utilise plutdt le
théoréme 6¢" ioov “perturbé” (V. 23), car les deux séries conjointes:
(a,9,b) et (e, Un, d) sont mises en correspondance en perturbant I'ordre
de prise en considération des termes. Il en déduit donc que:
a:b=e:d, alors que, par hypothése, a: b=Un: z. Dotie:d= Un: 2.

Parvenu & ce point Khayyam n’hésite pas & généraliser les Propositions
VI. 16 et VIL. 19 d’Euclide, lesquelles affirment que le “produit” des
extrémes de quatre droites {resp. nombres) en proportion est égal au
“produit” des moyens, généralisation & des grandeurs dont il a souligné

133, Le commentaire de B. Vahabzadé, p. 298, en particulier n. 14, me parait
inadéquat. Il affirme que Khayyam considérait G telle que G/U = A/B mais que e
texte, par inadvertance (sic), porte U/G = A/B. Ceci ne vaut que pour la grandeur
e; les deux autres sont des quatritmes proportionelles. Cette affirmation oblige Va-
habzadé & introduire, dans sa paraphrase mathématique, une inversion (avec référence
a V. 7 Par.) qui ne se trouve pas dans le texte de Khayyam. Vahab. se raméne a
V. 22 alors que le texte semble utiliser de V. 23. Elle le conduit apparemment aussi
a modifier sa traduction p. 380, 1. 15-16 qui diverge ici de celle de Djebbar, p. 69,
l. 15-17, dans laquelle les rapports apparaissent d’abord inversés (b:a; g byg:al,
avant d’étre “rétablis” alafin (a: b;b: g;a: g).

134. V. [Dj. 1997], p. 48 <Prémisse 1>>; [Vahab., 1999], p. 350. C’est Khayyam lui-
méme qui précise que cette prémisse est philosophique; il ne saurait donc ¥ en avoir
de démonstration géométrigue. Il l'illustre par un “exemple” fondé sur U'indéfinic
divisibilité de la grandeur et le fait de pouvoir doubler infiniment toute grandeur.
Etant donnée une grandeur g et un rapport a: b, ceci permet d'encadrer le rapport a
: b par des rapports g: e < a: b < g: z. Khayyam en déduit — confondant densité
et continuité - qu'il doit exister une grandeur d, intermédiaire, telle que g : d = a :
b.
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3. La démarche mathématique
Ce respect textuel explique partiellement une certaine similitude des
démarches mathématiques, en particulier la volonté commune & Eutocius
et Khayyam de démontrer I'assertion (ii) & partir de ce qu'ils pergoivent
comme une Définition dn rapport composé de rapports: la Définition
{VL. 5} chez Eutocius, Iassertion (i) chez Khayyam.'®® L'un et 'autre
en déduiront une extension au cas oll plusieurs termes intermédiaires
sont insérés entre les extrémes.!?” Ils raisonnent sur quatre termes [(A,
C, D, B) chez Eutocius;'®® (4, B, G, D) chez Khayyam| en admettant
une sorte de principe de substitution *associatif” que I'on peut résumer
sommairement ainsi {avec le lettrage d’Eutocius):
A:B=A:DsD:BetA:D=A:CxC:D; douA:B=(A:C+C:D)=xD:B
=A:CxC:D=xD:B.
Khayyam, mais pas Eutocius, en déduit les Définitions V. 9-10 [asser-
tion (iii)] sous forme d'un corollaire, faisant des rapports doublés et
triplés des cas particuliers de rapports compsés de rapports, en loccur-
rence composés de rapports “identiques”.*

Les démonstrations produites par nos deux auteurs pour I'assertion
(ii) se comparent moins facilement, car si elles ont a peu preés la méme
structure formelle, elles reposent sur des principes différents. Dans
la démonstration de la Proposition 1 de Khayyam, nous pouvons dis-
tinguer deux parties: la premitre’® associe & tout rapport donné (a:b)
une grandeur dépendant d'une unité {ou “un”) supposé(e) douné(e) elle
aussi. Khayyam commente assez longuement cette association qui con-
centre les difficultés du probleme. Tl n’y a rien de tel chez Eutocius.
La seconde partie!3! est la démontration proprement dite de Yassertion
(i) & partir des “grandeurs associées” aux différents rapports. L'auteur
introduit trois grandeurs: z,d,e'®? — avec une petite différence pour la

IT de la Syntaze mathématique de Ptolémée. Texte grec et traduction frangaise de
I’Abbé Halma. Paris, Metlin, 1821, Réimpr. Paris, Blanchard, 1993, pp. 278-285.
126. Clest ce qu’établit la Propesition 1 de Khayyam sur laquelle il nous faudra
revenir.
127. Clest ce qu'établit la Proposition 2 de Khayyam, [Dj. 1997], pp. 69-70; [Vahab.,
1999], p. 380.
128. V.Comm in SC 11 4, Ed. Heiberg, p. 126, 1. 4-20; Mugler, p. 86, 1. 1-11; Ver
Eecke, p. 632.
129. V. [D§. 1997], p. 70; [Vahab., 1999], p. 382.
130. V. [Dj. 1997], p. 68,1 7—p. 69, L. T; [Vahab., 1999], p. 378,1 16 - p. 380, 1 6.
131. V. [Dj. 1997, p. 69, 1. 8-20; [Vahab., 1999], p. 380, 1. 6-20.
132. Dans le lettrage de [Dj. 1997]. La correspondance est la suivante:

(a, b, g, 2, d, e), [Dj. 1997]—(A, B, C, G, D, E), [Vahab., 1999).
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tradition procédant d’Ibn Sina.!®¢

Le cas de I'assertion (i) est nettement moins clair. Djebbar'?! la
rapproche de la Définition {VI. 5} du texte grec, mais cette identification
u’'est pas sans soulever quelques petits probléimes:

» Le texte attribué 4 Euclide par Khayyam ne coincide pas avec une
traduction — méme trés libre — de la Df. {VL 5}. Eu particulier on
multiplie (ou augmente) les rapports I'un par Pautre, et non pas leurs
quantités (Tnhiscornrec). 122

* A la différence des assertions (ii) et (iii), explicitement rapportées aix
prémisses du Livre V,'? il n’est pas dit ici qu'Euclide a iuséré (i) au
début du Livre VL.

» La recension d’Tbn Sind, 3 laquelle semble se référer Khayyam, ne
possede pas cette Df. {VL. 5}.

Khayyam I'a donc puisé ailleurs, peut-étre chez I'un de ces prédéces-
seurs, Butocius, an-Nayriz1 ou Ibn al-Haytham.'* Quoi qu’il en soit, il
faut souligner une méme attitude culturelle de la part d’Eutocius et de
Khayyam: ni I'un niI’autre ne cherchent & évacuer les difficultés du texte
d’Euclide tel qu’il leur est parvenu, en recourant & la solution (parfois de
facilité) prisée des Modernes: remettre en cause 'authenticité du texte
transmis.!?

120. V. [Dj,, 1997], p. 12 et R. Rashed, B. Vahahzadeh, Al-Khayyam mathématicien,
Paris, Blanchard, 1999, Introduction, p. 4.

121. V. [Dj., 1997, p. 64, n. 37.

122. Rappelons que dans les deux variantes de la version attribude & Ishag-Thabit, lc
terme “mAczdTne” est rendu par “quantité” (kimiya) ou “grandeur (magdar). CI.
supra, n. 57.

123. Déja dans I'introduction du commentaire ([Dj., 1997], p. 26, 1. 6-9; [Vahab.,
1999], p. 312, dernier paragraphe), rapporte 'assertion (ii) au début du Livre V.
124. Ce dernier, dans ses Sharh Musadarai Kitab Ugldis f7 al-'Usal, consacre un long
commentaire & la Df. {VL. 5}. Lui aussi tente de démontrer I'assertion (ii), mais sa
tentative me parait non probanie. V. fbn al-Haytham’s Commentary on the Premises
of Buclid’s Ellements: Books I-VI. Ed., trad. anglaise et comm. B.H. Sude, Princeton
University, Ph. D, 1974, pp. 218-229.

125. A cet égard l'attitude de Galilée est assez différente. Dans le petil texte trés
simple qu'ill consacre au commentaire de notre D{. {VL 5}, il n’hésite pas & faire dire
a Sagredo que celle-ci est soit inauthentique, soit altérée. V. la traduction anglaise
par 5. Drake, dans Gelileo at Work. The University of Chicago Press, 1978, Phoenix
Edition, 1981, pp. 432-433. De méme R. Simson (1756), dans ses commentaires 3 la
Froposition V1. 23, se montre extrémement sévére avec Théon d’Alexandrie auquel il
attribue la responsabilité de Vinsertion de cette Df. dans le texte des Eléments. Ce
texte a d’ailleurs été traduil en franguis par I'Abbé N. Halma et inclus comme note
additionnelle au Livre I de son édition et traduction du premier Livre du Commentaire
de Théon a I'Almageste. V. Commentaire de Théon d’Alezandrie sur les Livres I et
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deuxiéme et du rapport de la deuxitme 3 la troisiemey.

{iii) «Chaque fois que trois graudeurs sout proportionuelles, le rapport
de [a premiére & la troisiewe est le double du rapport de la premiére
la deuxitme. Et de méme, si 'on a quatre grandeurs, et cing grandeurs,
et ainsi de suite par analogies.

L'assertion (iii) est clairemeut la combinaison, eu une seule unité
de ce qui, dans le texte gree, constituent les Définitions V. 9-10. Elle
ne correspond pas vraiment 4 aucune des deux variantes de la version
attribuée a Ishaq-Thabit — qui distinguent les deux Définitious!!s -
mais plutdt & la combinaison que 'ou trouve dans le Sifa’ d’Ibn Sina.
Pour (ii} Khayyam précise qu'Euclide I'a insérée au début du Livre v,
comme un postulat, sans démonstration. Il s'agit d’une formulation
correspondant & ce que j'appelle la composition de rapports conjoints.
Rien de tel n’existe dans les manuscrits grecs & cet endroit du Livre V.
Cette assertion (ii) n’existe d’ailleurs pas non plus dans la plupart des
manuserits de la version attribuée a Ishaq-Thabit, mais on la trouve
dans des manuscrits composites''® comme les ms Esc. 907,117 Rabat
1101 et elle existe églement dans la version arabo-latine de Gérard de
Crémone.''® Surtout elle est présente, une fois encore, dans le Sifa’
d’Tbn Sta.''? Les indications que nous venons de relever pour les as-
sertions (ii) et (iii} suggérent donc que la version des Eléments que
consulte Khayyam a quelque parenté ~ du moins pour ce qui concerne
les principes du Livre V - avec la recension d’Ibn Stna. Ceci n'est guére
surprenant puisqu’on sait que Khayyam a étudié la philosophie dans la

113. V. The Arabic Tradition of Fuclid’s Elements: Book V. Ed. et trad. angl. par
J.W. Engroff. Cambridge Mass., Harvard University PhD. Dissertation, non publiée,
1980, pp. 62-63 et pp. 167-168.

116. Au sens qu'ils combinent 4 plusieurs reprises une version majoritaire, attribuée a
Ishaq-Thabit, avec d'autres éléments parfois explicitement rapportés a la version de al-
Haggag. Malheureusement ancune précision n’est donnée sur origine “haggagienne”
éventueile de (ii).

117. V. {Engroft, 1980], p. 167, n. 37 de I'apparat critique et son commentaire p.
286. La formulation dans ces deux mss est cependant légtrement différente: «Etant
données trois grandeurs (aqdar) guelconques, le rapport de la premiére 4 la iroisiéme
est comme le rapport de la premiére i la deuxiéme doublé par {muthanni bi) le
rapport de la deuxiéme a la troisitmey(Communication personnelle, A. Djebbar).
118. (Et omnium trium quantitatum preportio prime ad tertiam est sicut proportio
prime ad secundam duplicata cum proportione secunde ad tertiamy. V. Ed. Busard,
p. 117, 1. 57-60.

119. V. [Dj., 1997], p. 64, n. 38.
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2. Les données textuelles
il est en revanche un point commun & nos deux auteurs, c’est évidem-
ment leur dépendance vis-a-vis d’un certain état du texte des Eléments
d’Euclide qui n'est pas tout-a-fait celui que nous possédons aujourad’hui
3 la suite de I'édition critique du texte grec par Heiberg. Celui gque
connait Entocius correspond & ce qu’on trouve dans certains manuscrits
grecs: la Proposition sur le rapport des parallélogrammes équiangles
est la vingt-troisitme du Livre VI — ce n'est pas le cas dans les ver-
sions médiévales arabes et arabo-latines — et la Définition inauthentique
{VL 5} existait déja dans le texte d'Eutocius (sans que nous puissons
préciser sous quel numéro) avec la méme formulation.}’® La différence
avec I'édition critique est minime et tient & une différence d’appréciation:
Eutocius n’a pas soupgonné de la Df. {VL 5}. Au contraire, il a essayé
de fonder sur elle la pratique des rapports composés de rapports, en
particulier ce que j'ai appelé la composition de rapports conjoints.
L'état textuel des Bléments auquel auquel se réfere Khayyam est plus
incertain. On sait que le traité d’Euclide a été traduit plusieurs fois en
arabe dés le IX¢ siecle, que différentes recensions ont été composées i
partir de ces traductions, que les différentes versions se sont mutuelle-
ment contaminées... . En absence d’éditions critiques de ces textes on
comprend que les deux traducteurs francais du Commentaire restent
trés discrets sur la version des Eléments & laquelle Khayyam avait acces.
Cette question dépasse largement ma compétence mais quelques remar-
ques limitées au sujet de la Df. {VI. 5} sont nécessaires. Au début de
son troisieme chapitre Khayyam cite Euclide a trois reprises:
(i) «si Uon prend deux rapports et qu'on les multiplie 'un par Pautre,
on obtient un certain rapport; et ce rapport sera composé de ces deux
rapports par l'autre).!'?
(ii) «Chaque fois que l'on a trois grandeurs homogénes, le rapport de
la premiére a la troisieme sera composé du rapport de la premiére ala

113. Rappelons que la place d’insertion de cette Df. n'est pas la méme dans tous les
mss grecs dans lesquels elle existe et que la formnlation contenue dans le Commentatre
de Théon & | Almageste et la scholie n°4 & la Df. {VL 5} ne coincide pas tout-a-fait
avec le texte d’Eutocius-Heiberg, Cf. supra, Partie 111, 2 et 1V, 2.

114. Trad. [Vahab., 1999], p. 372, 1. &-10. La version [Dj., 1997, p. 64, 1. 7-10
st substantiellement équivalente malgré quelques écarts. En particulier, au lieu de
qmultiplier 'un par l'autren, Djebbar dit qaugmenter I'une par 'autre autant de foisy;
le féminin vient de ce qu’il utilise “proportion” et non “rapport”. Les deux citations
qui suivent sont également empreuntées & [Vahab., 1999], p. 372, 1. 12-18. Ctf. [Dj.,
1997], p. 64, 1. 12-17.
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culier que l'arithmétique et la géométrie sont des disciplines distinctes
qui ne sont pas dans un rapport de science hégémonique & science sub-
ordonnée, méme si la géométrie utilise quelques notions empruntées a
la science du nombre. La discussion est manifestement d'inspiration
aristotélicienne. Khayyam observe & juste titre que la conjonction de
ces deux spécialités est nécessaire pour le Livre X des Eléments, ce qui
justifie I'insertion de Livres arithmétiques dans le traité d'Euclide dans
la mesure ol celui-ci visait 'autonomie. C’est l'occasion d™une critique
(somme toute plutét modérée) de la progression euclidienne 3 laquelle
j’ai déja fait allusion:''® d’un point de vue logique, I'auteur des Eléments
aurait di faire précéder les questions géométriques par les questions
arithmétiques.

L'aparté sur l'indépendance relative de Iarithmétique et de la géomét-
rie rappelle la discussion aristotélicienne de l'incommunicabilité des gen-
res.!*! Mais elle contient aussi une critique implicite de I'avertissement
d’Eutocius au lecteur de son Commentaire & Apollonius. Celni-ci suggé-
rait que la théorie des proportions, et les démonstrations qui en procédent,
sont d’abord arithmétiques et qu’elles constituent & la fois une origine
historique et un fondement logique & leur usage en géométrie. Mani-
festement IChayyam laisse entendre qu’il ne partage cet optimisme un
peu simple. Compte-tenu du lien assez ténu que cet aparté a avec
ce qui précede et suit dans l'exposé de Khayydm, j’aurais tendance a
penser qu’il doit son insertion & la volonté de se démarquer d’Eutocius.
Autrement dit la structure de cette partie du Commentaire serait un
indice supplémentaire du fait que Khayyam a eu accés 4 la version
apollinienne des remarques de son prédécesseur grec. A un niveau con-
textuel un peu plus général, une autre divergence entre le Grec et le
Persan réside dans le fait que le premier semble adhérer 4 une philoso-
phie mathématique d’inspiration (néo)-platonico-pythagoricienne tan-
dis que les Seconds Analytiques d’Aristote constituent la référence de
Khayyam.!*?

110. V. Sugpra, n. 100.

111. V. par exemple Aristote, An. post., I. 7, 75 a38-b20.

112. C’est trés clair dans la préface du commentaire qui mentionne explicitement
Pouvrage sous le titre «Livre de lo démonstrationy. V. [Dj., 1997], p. 23, 1. T,
[Vahab., 1599), p. 308, . 6. Khayyam fait allusion a ce qui est pour nous An. post.,
L. 10, 76 a 30-77 a 4 dans l'édition du texte grec.
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d’Apollonius.'® Notre lecteur n'en sera sans doute pas étonné. Il est
peut-étre significatif que Khayyam ne mentionne pas ici Archimede et
son probléme SC II. 4,!% ni d’ailleurs Nicomagque et les différents com-
mentateurs. Souvenons-nous qu'Eutocius mentionne les différents pro-
tagonistes de cette histoire seulement dans son commentaire & SCII. 4,
mais pas dans celui & Apollonius . 11. Il se pourrait donc que Khayyam
ait eu seulement acces a cette version passablement abrégée du commen-
tateur d’Ascalon. Cela expliquerait qu’il en fasse finalement assez peu
de cas.

Comme son devancier grec, 'illustre Persan prend en compte la to-
talité du “quadrivium pythagoricien” mais avec une importante difté-
rence: il oppose d’une part les sciences mathématiques du “continu”,
que sont la géométrie et I'astronomie et, d’autre part, les disciplines
du “discret”: arithmétique et musique.'%® Il affirme que la composition
utilisée en Musique est autre, qu'il s’agit plutdt d’une combinaison'®’
numérique et de séparation — qui n’est elle-méme qu'un certain type de
combinaison.'®® Il remarque qu’Euclide en a parlé dans son huitiéme
Livre, 14 encore dans une Proposition sans usage pour la suite du traité.
Il est bien dommage qu'il ne nous donne aucune explication sur cette
différence qui lui parait importante. Pour reprendre les termes de la dis-
cussion grecque la différence porte-t-elle sur le fait que, dans les rapports
numériques, on peut toujours trés facilement se ramener & des rapports
conjoints, sans utilisation de la quatriéme proportionnelle - prémisse im-
portante pour I'approche de I(Chayyam — ou bien est-ce parce que la com-
position des rapports en géométrie implique I'intervention de “quantités
de rapports” non numériquement exprimables? Khayyam se contente
de renvoyer & un traitement antérieur sur I'Ezplication des difficultés du
Livre sur la musique.!"®

Quoi qu'il en soit, cette opposition lui permet une sorte d’'excursus
sur les relations entre les sciences mathématiques. Il souligne en parti-

104. V. [Dj., 1997], p. 66, 1. 9-19; [Vahab., 1999], p. 374, dernier paragraphe.

165. Probléme qu'il connait cependant puisqu'il le mentionne au début de sa préface
au Traité d’algébre et d’al-mugdbala.

106. V. [Dj., 1997], p. 66, 1. 20 - p. 67, 1. 2; {Vahab., 1999}, p. 376, 1. 1-15.

107. Khayyam se fonde sur la distinction des termes “ta’fif” et “tarkib”. V. [Vahab.,
1999], p. 376.

108. Séparer un rapport d'un rapport n'est en effet rien d’autre que de composer
celui-ci avec le rapport inverse de celui-la.

109. T*iguore si cet écrit — “*#érent du traité sur les genres existant dans les quartes -
nous est parvenu.
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selon son compterendu toutes les sciences du “quadrivium pythagoricien”
sont concernées par le probléme des rapports composés, et cing tradi-
tions textuelles antiques des époques hellénistiques et romaines au moins
sont “contaminées” dans cette affaire: Euclide, Archiméde, Apollonius,
Ptolémée et Nicomaque, sans oublier les commentateurs.

V. Le troisieéme chapitre du Commentaire
de Khayyam

1. L’aspect contextuel

Quoiqu’il s’agisse d’expliquer les prémisses ind{iment admises par 'auteur
des Eléments, Khayyam n'ignore pas les différents aspects du probléme.
Euclide, remarque-t-il, utilise la composition du (ou des?) rapports(s)'®
dans la Proposition VI. 23 — au sens de la multiplication de I'un des rap-
ports par l'autre!® — mais celle-ci n’a aucun emploi dans la suite du
traité. Il en est de méme pour ce que sont, pour nous, les Df. V. 9-10
(rapports doublés et triplés) — pergues par Khayyam comme un postu-
lat — & la seule exception de leur mention pour les rapports des cotés des
surfaces et solides semblables,'%% ce qui n’était méme pas nécessaire.!®?
Dans ces conditions on peut s’interroger sur les motivations d’Euclide a
insérer de telles Propositions et prémisses. A la différence de certains
modernes, Khayyam ne va pas jusqu'd suspecter l'authenticité de ces
séquences; du moins n’affirme-t-il rien de tel.

Mais, qu'il cherche & justifier 'insertion euclidienne ou & souligner
'intérét de son propre troisieme chapitre, Khayyam insiste sur I'impor-
tance du probleme du rapport composé de rapports pour toutes les ques-
tions délicates en géométrie et en astronomie. Il mentionne en par-
ticulier Ptolémée et sa célébre figure sécante, ainsi que les Coniques

100. Divergence singulier/pluriel entre [Dj., 1997), p. 65, 1. 32 et [Vahab., 1999], p.
374, 1. 19.

101. Khayyam ajoute certainement cette précision pour différencier la composition
des rapports, au sens de la Df. {VI. 5}, de la composition d’un rapport (oUwfecs
Aéyov), introduite dans la Df. Heiberg V. 14 (V. 15 dans la version [shaq-Thabit et
chez Gérard de Crémone, V. 13 dans la tradition adélardienne), manipulation qui fait
passer du rapport (a : b) au rapport (a + b b).

102. Allusion aux Propesitions VI. 19-20; XL 33; XII. 8, 12, 18 (numérotation
Heiberg).

103. Euclide aurait effectivement pu utiliser les rapports des carrés {resp. des cubes)
décrits sur les cotés ou les diamdtres, plutét que les rapports doublés (resp. triplés)
des cotés ou des diamétres.



‘Omar Khayyam et Eutocius:... &1

Pour conclure sur les prédécesseurs grecs de Khayyam, en particulier
Eutocius, revenons & la remarque apaisante, insérée 3 la fin du com-
mentaire & la Proposition I. 11 des Coniques,®® pour rassurer le lecteur
inquiet du caractere arithmétique de la preuve justifiant la composition
des rapports conjoints. Cette adresse au lecteur est un mixte étonnant
de modernité et de passéisme:
e elle témoigne d’une inflexion significative dans les mathématiques grec-
ques qui trouvera son aboutissement avec Dedekind, si je puis me per-
mettre cet anachronisme. Alors que les Anciens ont semble-t-il admis
la supériorité logigue de l'arithmétique sur la géométrie (parce que ses
principes sont plus simples), ils n’en ont pas moins établi et reconnu
la primauté “opératoire” de la géométrie. La structure des Eléments
d’Euclide® en est le témoignage le plus éclatant. Pour FEutocius la “fon-
dation” est 4 chercher du c6té des nombres, et c’est en ce sens qu’il
ne peut-étre pas tout-a-fait incongru d’évoquer Dedekind et I'entreprise
d’artihmétisation du XIX? siecle.
* En méme temps il est assez clair qu’Eutocius, éléve d’Ammonius &
Alexandrie, a la conviction de renouer, par Pintermédiaire de Nico-
maque de (Gérase, avec une antique tradition pythagoricienne. Dans
ce mouvement pergu comme un retour aux sources du pythagorisme et
du platonisme, tant en mathématique qu’en philosophie, le prestige de
I'arithmétique est considérable et il semble que 'autorité des ceuvres de
Nicomaque y soit pour quelque chose.

Cela dit, Eutocius est le point d’aboutissement de plusieurs courants:

98, V. infra, Annexe, Texte 1, §&-k.

99. Particulidrement frappante est la structure glebale du traitement eculidien de la
proportionnalité dans les Livres V, VII et X. Euclide n’intreduit pas d'emblée la dis-
tinction entre les rapports exprimables - c’est-a-dire dicibles en termes de nomhbres —
et ceux qui ne le sont pas. Dans la définition de la notion de “rapport” (Df. V. 3}, Bu-
clide se cantonne & un niveau trés abstrait et dans I'ensemble du Livre V il se contente
d’établir les propriétés générales de la proportionalité. Dans les Livres arithmétiques
les rapports numériques sont bien introduits et étudiés mais aucun exemple, sinon
“partie” et “multiple”, n’est donné. La structure des suites de nombres en proportion
{ou en proportion continue) dans un rapport donné est élucidée dans une séquence de
Propositions des Livres VII et VIII reposant sur les Définitions VIL. 3-5 et 21 mais les
problémes que pose cet ensemble ne sont pas minces. Finalement la connexion entre
rapports de grandeurs et de nombres n'est éfablic qu’au Livre X. La difficulté que
représente I'existence de rapports non exprimables n'est explicitée (et encore) gqu’en ce
point du traité et 'on comprend que tous les commentateurs — al-Mahani, an-NayrtzT,
Thn al-Haytham, al-Gayyani, ‘Omar Khayyam, Campanus and, last but not the least,
Clavius anticipent sur cette question dés le Livre V. L'exposé euclidien apparait, a la
plupart de ses lecturs médiévaux et renaissants, comme antipédagogique.
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le lien qui existe entre le procédé de calcul des rapports composés de
rapports et la nomenclature desdits rapports.®

A partir de ces considérations une Définition du genre de notre Df.
{V1. 5} a pu &tre forgée et appliquée d’abord aux rapports numériques
pour étre ensnite indiiment généralisée, et insérée dans le Livre VI des
Eléments, puisqu’Euclide n’avait pas pris la peine de préciser ce qu'il
entendait par “rapport compsé de rapports”. Si tel est le cas, autant
que des considérations calculatoires, ce sont aussi des préoccupations
“fondationnelles” et lexicologiques qui sont & 'origine de notre Définition
{VL. 5}. Ces deux explications ne sont d'ailleurs pas contradictoires;
Penseignement a pu étre le liew commun de leur investissement mutuel.

Pour ce qui concerne les considérations calculatoires je serai porté
4 mettre davantage Yaccent sur le développement du calcul fraction-
naire, et I’élaboration de la notion de “fraction générale” par Diophante,
méme sl est trés difficile d’en décrire le développement et le degré
exact d’explicitation, plutét que sur les calculs astronomiques. Ces
derniers se font & I'aide du systéme sexagésimal (précisément pour éviter
la manipulation des fractions), et il me semble qu’on est alors loin de
la problématique de la dénomination. En revanche ces calculs ont pu
tenir le réle que leur reconnaft Itard, & un niveau plus général, en fa-
vorisant 'assimilation des rapports de grandeurs & des quantités, ce dont
témoigne toute cette histoire, comme je I’ai souligné & plusieurs reprises.

Quant aux préoccupations “fondationnelles” et lexicologiques, es-
quissées dés 'époque classique, elles intensifient — dés la fin de I'Epoque
hellénistique avec Géminus de Rhodes —, la connexion intime établie en-
tre les notions les plus fondamentales des mathématiques et la réflexion
philosophique, Pimportance des considérations classificatoires, par le bi-
ais d'éclaircissements terminologiques, la mise au point des nomencla-
tures. On peut, comme Tannery, y voir l'indice d’une décadence des
mathématiques. C’est surtout l'indice d’une inflexion dans I'inscription
sociale de ces sciences: leur capture quasi-compléte par la philosophie.
Elles se voient confinées & une réle instrumental et pédagogique dans
'enseiguement dispensé par les écoles philosophiques et le coinmentaire
en est la forme littéraire adéquate.

97. C'est ce lien gu’explicitent les scholies VI, n®3, B, 10 (les calculs sont souvent
menés en nombres sexagésimaux).
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d'une partie qui doit étre considérée dans les pythmeénes, pas dans les
plus grands.®?

e L'exposé de la génese des ditférents types d’épimere (XIX, 1) est in-
complet {limité aux couples de la forme (2n-1, n)}. Nous n’apprendrons
rien sur la dénomination des épiméres dans la suite de l'ouvrage. On
peut remarquer au passage que le paragraphe que le paragraphe que
Théon consacre aux pythménes des rapports (1. 11, §XXIX) ne fait au-
cun lien avec la dénomination.

¢ En revanche la relation multiplépimore (XXII, 1-2) permet a Nico-
maque d’expliquer que le rapport est “composé” de deux parties, de
méme que son nom, la premiére partie étant dénommée A partir de la
quantité du multiple contenu, la deuxiéme étant dénommée & partir de
la partie (comme un épimore ou un sous-épimore).

Ainsi 'auteur de I'Infroduction arithmétique n’a finalement traité
de la dénomination que pour les rapports paronymes (entierement ou
partiellement) d'une partie donnée: la moitié, le tiers, le quart, ..., et
donc d’un nombre donné®® Et donc la situation, pour les rapports
numeériques, n’est pas si différente de celle que ’on observe pour les
nombres eux-mémes, dans la classification des chapitres VIII & XII de
la premiére partie du Livre 1.% Pour incomplétes qu'elles soient, les
remarques de Nicomaque sur la dénomination des rapports d'une part,
les spéculations sur les intervalles musicaux et leur conjonction d’autre
part ont peut-8tre constitué autant d’invitations &4 “étendre” la notion
de quantité paronyme d’un rapport,”® et & étudier systématiquement

93. To« udprov, ot Tapovupos €xaoToS foTe TGV EMpopiuy v Tols YrToaw
Bewpeltar > o Tvbpsvwr <, év 8¢ Tois pel{oow obéapbcy, Ed. Hoche, p.
50, I 18-21. “7@p mufufvwr” manque {avec raison) dans le ms ¢ Une remar-
que substantiellement équivalente se trouve chez Théon de Smyrne, Expositio, L. II,
EXXIV.

94. La problémnatique de la désignation des parties paronymes ou homonymes & un
nombre existe aussi dans les Propositions VI 37-39 des Eléments.

35. Les pairs sont classés en pairement-pairs, pair-impairs et impairs-pairs selon qu’ils
admettent respectivement toutes leurs parties pairement-paires par la dénomination
{apTibvvpor) et par la puissance (dpTrobtvapor), toutes leurs parties sont d'un
nom opposé a la puissance {Evorrudvvpor 77 dvwdpet), certaines parties d'un nom
opposé & la puissance mais d’autres non contraires. Parmi les impairs on distingue
les nombres premiers et non composés, qui n'ont. comme seule partie que la partie
paronyme (70 Tapirvpor pépror), autrement dit I'unité, tandis que les nonpremiers
auront des parties hétéronymes {15 Ercpdvvpor pdpuov).

96. Un expaosé déja plus sytématique de 1'dvopacia des rapports se trouve dans le
commentaire de Jamblique. Mais j'ignore totalement ce qu'il en a été de la transmis-
sion de ce texte.
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Or nous avons vu qu'Eutocius se référe précisément au premier Livre
du Sur lo Musique de Nicomaque ainsi qu'au commentaire de Héronas a
' Introduction arithmétique {du méme Nicomaque}. N’ayant plus acces
ni & 'un, ni & Pautre, nous devrons nous contenter des indications que
livre 'Introduction arithmétiqgue. Remarquons pour commencer que le
chapitre V du Livre II est consacré & ce que Nicomaque appelle les
“gynthéses” des rapports” (af 7 Adywr ovvééoes). Pour 'essentiel il
montre que I'on obtient la série des rapports multiples comme composés
des rapports épimores. Il souligne que le rapport double est composé
de I'hémiole et de 1'épitrite, résultat établi dans la proposition 6 de la
Division du canon attribuée & Euclide et que Nicomaque verse d’ailleurs
au crédit de Pythagore dans son Manuel d’harmonique.’® Il mentionne
aussi I'idée inverse de “dénouer” (ou dissocier, §taAdesfor) un rapport
en deux rapports. Mais il n’y a, dans ce contexte de la synthese des
rapports, ancune référence aux modalités de leurs désignations.

Ce sont les deux classifications, celle des nombres eux-mémes — en
fait des pairs®! - et celle des relations numériques, en corrélation avec la
détermination de leur “pythméne” (ou des “nombres pythménes” dans
un rapport donné — ce que nous appelerions le représentant minimal
ou irréductible d'un rapport -), qui donnent l'occasion & Nicomaque de
développer des considérations sur leurs désignations.®” Mais celles-ci
sont nettement moins importantes que ce que les remarques d’Eutocius
pouvient laisser espérer (craindre?):

e Au Livre I, chapitre XVII, il explique comment chaque espéce du
“plus peti que” sera désignée a partir de l'espece correspondante du
“plus grand que” grace & 'adjonction du préfixe “sous” (97d).

e Au chapitre XVIII les multiples sont présentés, ainsi que leurs premiéres
sous-espéces: doubles, triples, quadruples, quintuples, mais sans méme
qu’il soit précisé qu'ils sont “*paronymes” des termes successifs de la suite
des entiers,

¢ C'est au chapitre XIX («Relation épimore et sous-épimorey) que nous
trouvons les indications les plus nettes. Le §6 introduit la notion de
“nombres pythménes” (les premiers dans une relation donnée) et au
§7 Nicomaque précise que chacun des nombres épimores est paronyme

90. Au Ch. 6. V. éd. C. Jan, p. 248, 1. 1-6; trad. Barker, p. 257.

91. Dans les Chapitres VIII & XIT du premier Livre de son Iniroduction.

92. On en trouve également quelques bribes dans l'ouvrage de Théon de Smyrne
[Partie, 1, ch. VIII (Df. des nombres pairement-pairs); Partie 11, Ch. XXIII (partie
et multiple homonyme d’un nombre.}
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ses scholies au Livre de I'Almageste.® Il n'y a donc aucun doute qu'il
connaft 'aspect astronomico-calculatoire du dossier de la “mnAscdroc”
que j’ai présenté dans le paragraphe précédent. Pourtant ce n’est celui
sur lequel il met l'accent, en particulier quand il s’agit d’expliquer la
signification de terme: selon lui, la “mpAesérne” d’un rapport «se dit
¢videmment du nombre duquel le rapport donné est paronymey. Clest
donc une autre problématique qui entre en scéne, celle qu'a la suite
des mathématiciens médiévaux et renaissants d’expression latine nous
pouvons appeler ¢problématique de la dénominations.

Nommer et classer les choses sont des maniéres de les connaitre; cet
aspect “linguistique” de I'activité mathématique peut paraitre marginale,
ou philosophique, au mathématicien moderne qui privilégie habituelle-
ment les aspects opératoires. Mais il n’en est pas de méme dans le cadre
des mathématiques anciennes qui s’expriment dans la langue naturelle.
Dans le cas particulier des Grecs on peut ajouter que 'interaction en-
tre mathématiques et philosophie est parfois assez forte, tout partic-
ulitrement dans les manuels d'inspiration néo-pythagoricienne du début
de notre ere (Nicomaque, Théon de Smyrne, Jamblique...); les con-
sidérations classificatories n’y sont pas rares.®® Mais les relations en-
tre mathématiques et langage existent également chez des auteurs net-
tement plus techniques comme Euclide. Ainsi, méme si cela est un
peu perdu de vue & cause du filtre des traductions latines puis ver-
naculaires, les grandeurs “rationnelles” du Livre X des Eléments, ou
les rapports “rationnels” eutre grandeurs, désignent initialement des
mesures, ou des relations, que I'on peut ezprimer numériquemnt; pour
ma part je traduis non pas “rationnelle” mais “exprimable”. La méme
problématique comme la Division du canon attribuée 4 Euclide. Dans
ce cas I'existence d’un nom simple pour un rapport numérique est censé
correspondre & une propriété musicale (la consonance) de I'ntervalle as-
socié. %

87. V. infra, annexe, Teste 1, §h.

88. L'exposé d'une classification des relations numériques en genres et espaces est
incontestablement 'apport essentiel de la deuxiéme partie du Livre [ de I’ Introduction
arithmétique de Nicomague (Ch. XVII-XXIII). V. mon commentaire dans Euclide, les
Eléments, Paris, PUF, 1994, vol. 2, pp. 483-487. On trouve également des éléments
de cette classification dans I'Ezpositic de Théon de Smymne (L. II, §XXI-XXIV).
Celui-ci cite abondamment Adraste le péripatéticien, ce qui améne & penser que cette
classification n'est en rien un trait propre a la doctrine pythagericienne.

89. V. mon commentaire dans Euclide, les Eléments, Paris, PUF, 1998, vol. 3, pp.
36-37,
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remplacer les produits A.C (resp. B.D) par le rectangle contenu par les
droites A, C (resp. B, D) et dans la Proposition VI. 23, Euclide énonce
justement que les parallélogrammes équiangles (donc les rectangles) ont
comme rapport mutuel le rapport composé & partir des cotés. Nous
avons vu que ce sont précisément les deux seuls résultats que les Eléments
ont retenu sur la composition des rapports! Tout au plus faut-il admet-
tre la possibilité d’un traitement mélant nombres et grandeurs, mais je
crois pas que cette postulation implicite — sur laquelle nos logiciens con-
temporains insistent tant — ait beaucoup géné les Anciens. Qu'il s’agisse
des usages géométriques de la notion de “rapport composé de rapports”
a I'ceuvre chez Euclide, Archiméde, Apollonius, fondés du point de vue
opératoire sur le cas conjoint et le théoréme 8¢’ Yoov, ou que I'on con-
sidere le point de vue de 'astronome-calculateur, rien n'oblige en effet 4
définir explicitement I’expression “rapport composé de rapports”, c’est-
i-dire le verbe “curysciofar”, parfaitement clair par ailleurs, & I'aide
de la notion manifestement incertaine de “quantité (wnAtzdérng) d'un
rapport”. D’ailleurs ni Ptolémée, ni ses commentateurs n'explicitent les
“quantités” des rapports de nombres séxagésimaux qu’ils manipulent
autrement.’® Si 'on se rappelle les exemples de Théon, seuls quelques
cas trés simples peuvent 8tre interprétés en termes de “mnAcxoTng”,
quand on parle des rapports double (mnAescdrne = 2), triple (wnAesedTng
= 3), hémiole (rapport 3k : 2k, #pAexérne = 1+1/2)... . Dans ces
conditions on ne voit done pas bien l'intérét de la Définition {VI. 5}
Pourtant la nécessité d’insérer une telle prémisse dans les Eléments a été
ultérieurement ressentie. La définition interpolée doit donc relever aussi
d’autres questionnements. A cet égard le témoignage d’Eutocius dont
nous sommes partis fournit de précieuses indications, en particulier sur
les sources d’inspiration de cette entreprise.

3. IInAex6776 et désignation des rapports chez Nicomaque
Dans son commentaire 3 SC I1. 4 d’Archiméde, Eutocius cite Pappus et
Théon; dans son texte sur la Proposition 1. 11 des Coniques, il sig-
nale qu'il & également traité des rapports composés de rapports dans

a priori des entiers, mais on peut les convertir en “secondes” pour se ramener a ce
cas.

86. IIs n'utilisent méme pas la régle que I'on pent dériver de Eucl, VIIL 5; ils re-
viennent au cas de rapports conjoints par la prise de nombre (rationnel) guatriéme
proportionnel et Uintercalation de terme intermédiaire. V. par ex. Theo in Alm.,
ed. Rome, p. 589, 1 5 — p. 596, 1, 4, Domninos dans [Knorr, 1990), pp. 202-207,
Introduction anonyme a {’Alm., dans [Knorr, 1990], pp. 185-190.
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de la Df. {VI. 5} dans les Eléments, il me semble que I'hypothése
la plus économique est d’admettre que la version la plus ancienne est
celle du lemme de Théon, dans le commentaire 4 I’ Almageste, introduite
dans les scholies des manuscrits euclidiens comme on le voit dans B, g
(avec perte de Ei¢). Ultérieurement, mais avant Eutocius et sans doute
méme Domninos de Larissa, une partie de cette scholie a été insérée
dans le texte Jui-méme et transformée en Définition, avec une nouvelle
mutilation (perte de wnAwséTnTae Adyov). Pour sa part Heiberg avait
émis I"hypothese qu'il puisse s’agir d’une interpolation préthéonienne
Cela me parait difficile & concilier avec le fait que les manuscrits grecs
procédant de I’édition de Théon, mais aussi le ou les modeles de la
version gréco-latine (que ne connaissait pas Heiberg) et les manuscrits
(grecs) consultés par Thabit divergent les uns des autres. A cause de
son absence du texte principal de P, il me semble plus raisonnable de
penser — avec Jean Itard® - qu’il s’agit d’un ajout théonin {n’oublions
pas que Théon a réédité les E"léments), voire post-théonin. Itard, méme
g'il n'a pas relevé le lemme de Théon, ni sa coincidence partielle avec la
scholie mentionnée, considérait donc que I'interpolation de la {Df. VI
5} tirait son origine du développement des calculs astronomiques.
Mais, & bien y réfléchir, cette explication, du moins 4 elle seule, est
un peu courte. Pour le développement du type de calcul utilisé en as-
tronormie, il est suffisant de posséder des régles de formation des rapports
composés & partir des termes des rapports “composants”. La régle utile,
en effet, est que le composé du rapport A : B et du rapport C: D est le
rapport A.C : B.D. Or ceci est démontré dans la Proposition VIII. 5 des
Eléments pour les nombres entiers.®® Pour les segments de droites, il faut

actéristiques de la langue de Théon, op. cil., p. LXXXVI) ne se retrouve pas dans
la scholie. Cf. Theo in Alm., p. 535. T et EHS, V, 2, p. 6, 17. La scholie a aussi
perdu quelques formules de transition, comme celle qui introduit le troisiéme cas de
figure {'AAA& 69 méhw Borw 76 TA éxarépov Tiov AB, EZ ueifov, Theo in Alm.,
p. 534. 26), d’ailleurs non traité dans la version du ms. B.

83. EHS, 11, p. 39.

84. Les Livres arithmétiques d’Fuclide, Paris, Hermann, coll. Histoire de la pensée,
X, 1961, p. 63. Trés intéressante aussi est sa remarque que le texte des Df. {VI. 5-6}
se trouve dans le Traité du quadrilatére complef de Nasir al-Din at-TasT et que Pacioli
dit avoir trouvé la Df. VI. 5 dans un mannscrit de l'optigue de Witelo, fortement
inspirée par celle d'Ibn al-Haytham. L’énocé de la Définition {VI. 5} est en effet
absente des versions médiévales latines majoritaires des Eléments, celles de la tradition
adélardienne et en particulier de Campanus. Mais il se pourrait qu'elle ait tronvé
unécho par d'autres canaux de transmission dont celui des traités optiques.

85. Evidemment les nombres utilisés par les astronomes dans leurs tables ne sont pas
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e Théon et le texte tardif des Eléments procédent d’un modele commun
qui est donc antérieur au milien du IV* siécle de notre ere.

La premiére hypothese est la moins vraisemblable. Le texte que nous
trouvons dans le Commentaire de Théon & 1'Almageste est plus précis
et plus complet que celui que l'on trouve dans les manuscrits grecs des
Eléments et qu'a édité Heiberg: 3
— présence chez Théon de l'ajectif numéral “Eic” (“Un”) qui s'oppose
4 “600" (“deux”) pour marquer 'unification que constitue une “com-
position”;

- clause généralisante “ »wal wAcidvwer” (“mais aussi plus”)

~ “rwa TpAtxdTnTa Adyor” (“une certaine taille de rapport”} chez
Théon, au Heu du simple indéfini “rTira’” (“quelque chose™) des Eléments,
lequel ne permet pas de savoir s 'il est produit un rapport ou une gquantité
de rapport.

Sil'on examine les différentes “citations” de la Df. {VI. 5} que nous
livre la tradition grecque, nous constatons deux choses:

e que le texte abrégé et détérioré que I'on trouve dans les manuscrits
grecs des Eléments est également celui que connaissent Domninos de
Larissa (V¢ siecle de notre ére), Pauteur de l'introduction anonyme d
’Almageste™ et Eutocius, ¢’est-a-dire les auteurs les plus tardifs.™

e qu’il existe une version “intermédiaire”, sans “Eiq”, mais avec la clause
généralisante et la précision “rwa TnAixérnTa Aéyou” dans I'une des
nombreuses scholies & la Définition {VI. 5} publiée par Heiberg,*® sous
le n°4, et qui se trouve dans les manuscrits B et q.

Ladite scholie inclut d’ailleurs non seulement cette “citation” de la
Df. {VI. 5}, mais aussi la plus grande partie du Lemme de Théon. La
comparaison des deux textes ne laisse aucun doute & ce sujet: la maniére
d’énoncer la Définition est quasi-identique; on y trouve la méme distinc-
tion de cas de figures® et les mémes exemples; une formulation quasi-
identique des justifications ®? Par conséquent, pour expliquer la présence

78. Pour ces deux textes, la référence aux Eléments — a la différence d'Eutocius — n'est

pas explicite. Elle est cependant probable, surtout pour le second qui commence par
une citation de la Di. V. 3 {version de Théon), explicitement rapportée aux Eléments,

suivie d'vne seconde référence au méme traité, juste avant de citer la Df {VL 5}. Dans

son édition, Knorr n’hésite d'ailleurs pas & intercaler en titre [Definition of compound

ratio, from the Elements]. Op. eif.,, p. 186.

79. V. infra, Annexe, Texte 2, d, e, f, g.

80. V. EHS, V,2,p. 5,1 1-p. 6,1 20.

81. Mais la scholie dans le ms B n'inclut que les deux premiers cas de figures.

82. Mais l'expression “&g¢ $7:” {que Rome considére comme l'un des traits car-
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donné?y.

Lorsqu’il explique ce chapitre 13 du premier Livre de 1’Almageste,
Théon d'Alexandrie (IV® siecle de notre ére), éditeur d’Euclide et infa-
tiguable commentateur de Ptolémée, propose une sorte de Lemme™ qui
commence de la maniére suivante:

«Eig Advog é3 8o Adywr § xai whewovwry cuyrxeioboar AéyeTou,
6rav ol v Adywy tniuétyTes moddardaciaobelon ool Twa
mniLsoTne Adyovy(Un rapport est dit étre composé & partir de deux
rapports, ou plus, quand les tailles des rapports, multipliées, produisent
une certaine taille de rapport).

Il explique ensuite que si les rapports AB : CD et CD : EF sont
donnés, AB : EF est composé des rapports AB : CD et CD : EF, ce
que j'ai appelé la composition de rapports conjoints. Sa démonstration
distingue trois cas de figure, selon que I'on a:

(i) AB > CD > EF {CD est un “vrai” terme moyen entre AB et CD)
ou (ii) CD < AB et CD < EF ou (iii) CD > AB et CD > EF.
Mais ses justifications sont inductives — ce que lui reprochait Eutocius -

et reposent a chaque fois sur un exemple:

(i) si AB est le double de CD et CD le triple de EF, AB est le sextuple de EF;
(ii) si AB est le triple de CD et CDJ la moitié de EF, AB est hémicle de EF (3k : 2k);
(iii) s1 AB est la mi-partie de CD, et CD épitrite de EF (CD : EF = 4k : 3k),

AB : EF est le rapport uphémiole (2k : 3k).

De plus Théon n'explicite méme pas les “myiisedrnres” [certaines sont
fractionnaires] des différents rapports qu’il manipule.”” Il ne doune
d’ailleurs aucune explication sur la signification de cette expression.

QQuoi qu’il en soit, le lecteur aura certainement reconnu dans la phrase
d’ouverture notre suspecte Définition {VI. 5} et trois explications, au
moiusg, sout possibles:
¢ Théon cite Euclide. Darns cette hypothése on pourrait défendre I’authen-
ticité de la Df. suspectée;

e La version du Lemme de Théon est & 'origine de la Df. interpolée
dans les E‘Jéments;

76. Texte grec dans Commentaires sur [’Almegeste. Ed. A. Rome. L. I-II, Studi e
Testi n°72. Cité du Vatican, Biblioteca Apostolica Vaticana, 1936, p. 532,1. 1 — p.
535, 1. 9. Ce “lemmme” est placé au milien du Ch. 13, lui-méme mutilé dans tous
les manuscrits du Commentaire de Théon sauf un, le Laurentianus 28, 18 que Rome,
désigne par le sigle L, et qu’il considére comme le témoin le plus fidéle. La palace de ce
lemme dans les différents mss, les mutilations qu'il a subies dans certains, pourraient
jeter quelques doutes sur son authenticité. Toutefois Rome conclut dans ce sens. V.
op. cit., p. 532. V. infra, Annexe, Texte 4.

77. V. infra, Annexe, Texte 4.
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tercalant un terme intermeédiaire et en n'uttilisant que le cas du rapport
composé de rapports conjoints, ainsi que des substitutions de rapports
identiques.

Rien de trés nouveau dans cette affaire, mais dans la partie calcu-
latoire (I’établissement des tables numériques), les notions de “rapport
compsé de rapports” et de *wnAexdrne” vont, indirectement, se ren-
contrer dans un méme contexte mathématique. Comme je I'ai déja dit,
Ptolémée lui-méme n'utilise le terme “taille” que pour des grandeurs
géométriques, cordes et arcs de cercle. On pourrait donc eroire qu’il
s’agit d'un synonyme de “grandeur” ou de “longueur”,”® malis il faut
observer que la plupart des occurrences du terme, assez nombreuses,’
renvoient & cette taille quand celle-ci est numériquement exprimée en
fonction d’ “unités de mesure”: les arcs sont exprimés a laide de la
360° partie de la cironférence compléte du cercle, les cordes & 'aide
de la 120° partie du diamétre. Autrement dit la “znAixdrns” des
grandeurs s'insére en quelque sorte dans un contexte métrologique™
ou, du moins, comme réponse i une question {sous-entendue} du type
«“combien grand” est...7», «quelle est la taille de?», que l'on pose en
principe a I'aide de Padjection interrogatif “anAisor”. Aux grandeurs
géométiques, droites et arcs de cercles vont étre substituées des valeurs
numériques, exprimées en nombres sexagésimaux (avec minutes et secon-
des), et les deux cas de figures du théoréme de Ménélaus fourniront, apres
substitution des “valeurs” numériquques (trés souvent approchées), des
égalités de rapports du type:

A:B=C.Xx*D:E,ou (A, B, C, D, E) sont des nombres connus.

Ptolémée demande alors que 'on “retranche” du rapport A : B, le
rapport D : E, ce qui permettra de trouver le rapport C : X, & partir
duquel on calculera X. Il est clairque C: X =A: B+ E:D = AE: BD
{d’aprés VIIL 5, étendu aux nombres fractionnaires), inais pour sa part
l'auteur de I’ Almagest se contente d’énoncer le résultat des opérations,
sans expliquer ni méme décrire ces derniéres. C'est cette abstention
qui, de la part des commentateurs, va susciter la production des textes
tardifs du genre «Comment peut-on retrancher un rapport d'un rapport

73. V. par ex. Claudii Ptolemaei, Syntaris Mathematica. Ed. Heiberg, Leipzig,
1898, Pars I, p. 31,1 19 ol les “@nAwsedTn7res” sont reprises a la ligne suivante par
“rédpeyéfn [rov evfewdv]” (les grandeurs des droites).

74. V. Op. cit., Ch. 10, (Titre), p. 31,1 8, 10; p. 43,1 4, p. 47, L. 1, 4, 6, 12; Ch.
12, p. 64,1 2; Ch. 13, p. 58,1 16; Ch. 1, p. 77,1 & Ch. 15, p. 82,1 3.

75, (Vest aussi le cas des scholies euclidiennes X, n°9 et n°21 qui mentionnent les
“rnAezedTnTes” des coudées et des pieds comme unités conventionnelles de mesure.
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attesté dans les Harmoniques de Ptolémée, dans des scholies relative-
ment récentes” aux Eléments et chez les commentateurs de I’ Almageste.
Ceci renforce — sl en était besoin — les doutes que l'on pouvait avoir
sur 'authenticité de la Df. {VI. 53}. L’inflexion sémantique du terme
mértie d'étre soulignée: je I'interpréterais volontiers comme 'indice d’un
changement de conception de la notion de “rapport”. Dans les Eléments,
cette notion a un statut pour le moins ambivalent: défini primairement
comme la relation mutuelle qui existe entre deux grandeurs, le rapport -
du moins dans certains cas particuliers, comme ceux des multiples et des
parties aliquotes —, est aussi considéré lui-méme comme une quantité ou
quelque chose qui posséde un aspect quantitatif, que 'on peut bien ap-
peler “taille”, “valeur”... et que le terme “mnAiscorne” s'efforce de saisir.
A cet égard, le Livre V lui-méme n’est pas toujours trés cohérent, qui
dit que rapports sont les mémes {jamais il n’est dit qu'ils sont égaux
~ attribut de la quantité), mais qui admet simultanément que deux
grandeurs peuvent avoir un rapport mutuel plus grand que le rapport
mutue! de deux autres grandeurs (Df. V. 7).7? Cela dit, si 'on affirme
explicitement que le rapport a une taille — ce qu’on ne disait auparavant
que des nombres et des grandeurs - c’est qu'il est désormais envisagé
comme une “chose” et méme comme une quantité.

2. Le calcul des astronomes et la Définition {VI. 5}

Dans ce processus de reconnaissance progressive de la “taille des rap-
ports”, certains usages ont pu jouer un rdle important, en particulier
ceux que I'on observe dans les prolégomeénes aux démonstrations sphéri-
ques des chapitres 13 4 15 du Livre [ de I’ Almageste. Ptolémée y explique
comment construire la table des déclinaisons solaires et comment calculer
les ascensions droites. Sa méthode est fondée sur le célebre théoreme dit
de Ménélaus (il s'agit du théoréme III. 1 des Sphériques de Ménélaus tel
que nous le fait connaitre la version arabe conservée), lui-méme énoncé
en termes de rapport composé de rapports. Ptolémée raisonne sur une
configuration traditionnellement appelée “figure sécante”. Ses preuves
géométriques procédent a la maniére euclidienne, autrement dit en in-

71. Le terme aurait pu figurer dans la scholie V, n°36 (& V. 14} si 'auteur avait pris
la peine de compléter la Df. des rapports compsés. Cette scholie se trouve dans les
mss PBF et dans la collection Vat, ¢.e. les collections auciennes de scholies. Mais on
ne doit pas oublier que, selon Heiberg, ces collections prendralent leur sources dans
les commentaires de Pappus et de Prcclus principalement.

72. C’est ce qu’a pergu l'auteur de la scholie V, n°71 qui fait le lien entre “rapport
plus grand” et “mniuscdrns” (EHS, V, 1, p. 236, 1. 14).
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14, dans celles a la Df. {VI. 5}, a VIIL 5 et 11, il s’agit de “taille de rap-
ports”. De cette méme problématique de commentaire euclidien relévent
quelques mentions dans les Definitiones de Héron,*® ou les citations de
la Df. V. 3 chez Prophyre {dans son commentaire aux Harmoniques de
Ptolémée}.*® Dans chacune de ces occurrences il s’agit de la “taille de
grandeurs”, pas de “quantité de rapports”.

Il en va pour ainsi dire de méme dans I'unique mention de 'iniro-
duction arithmétigue de Nicomaque®” quoiqu’il s’agisse ici de nombres,
et non plus de grandeurs, plus précisément de “Parties de nombres”,
maximales quant a la taille, minimales en quantité. Cette Définition du
“pair” est présentée comme pythagoricienne®® et est totalement isolée
du reste de ’exposé de Nicomaque.? Il est clair toutefois qu’il s’agit de
“taille d’objects” et non de “taille de relations”.

En revanche on trouve une unique mention des “mnAwscdrnres de
rapports” dans les Harmoniques de Ptolémée.”™® Elles se multiplient
dans quatre ou cing textes plutot tardifs: le Livre I du Commentaire
¢ ’Almageste par Théon d’Alexandrie, le petit texte de Domninos de
Larissa «Comment peut-on retrancher un rapport 4’un rapport donné?y,
la derniére partie de I'Introduction anonyme ¢ I’Almageste et, bien en-
tendu, dans les deux extraits des commentaires d'Eutocius dont j'ai déja
abondamment parlé. La source commune de tous ces auteurs — s'il en
est une — pourrait se trouver dans les commentaires de Pappus au Livre
I de I’ Almageste, perdus, mais auquel se référe 'auteur de I’ Introduction
anonyme, ainsi qu’'Eutocius. On sait par ailleurs que Pappus est souvent
le modele de Théon.

Le bilan est donc le suivant: si le sens descriptif de “taille des
choses” semble ancien - il correspond aux adjectifs “wnAisos, —n, —ov”,
“ommAixos, —n, —or” au corrélatif “oOmnAiscocotiv, —notv, —ovotn”, —
le sens calculatoire de “taille ou valeur d’'un rapport” parait plus tardif,

65. N°127. 1 {Citation de la DI. V. 3), Hero, IV, p. 82,1, 21-22; n°136. 9, ibid., p.
116, 1. 20 (coincide avec la scholie n°21 in Eucl. X); n®136. 35, ibid,, p. 140, 1. 15
{coincide avec la scholie n°14 in Eucl. V. Cf. EHS, V, 1, p. 215,1. 25 - p. 216, 1. 2).
66. Ed. Diiring, p. 87, 1. 28; p. 90, 1. 24; p. 139, . 4.

67.1. 7, Hoche, p. 13,1. 17

68, searée ¢ 62 T [Iubayoprsedy GpTios &pbuds ot & THY €ic To péytoTo 3ol T
EddyioTa xaTh TalUTS Toufy Embexbueros, péyioTa pév TyAexdrare, EAdyLOTQ
8¢ moadTTL, HTh duoLIy TEV U0 TOUTWY YEVOY QuTIRETEVENCT LY,

69. Elle sera cependant paraphrasé par Jamblique qui n’ajoute aucune information.
V. Jamb. in Nic., éd. Pistelli, p. 12, 1. 1-9.

70. L. I, Ch. 11, éd. Diring, p. 87, 1. 15-16.
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(“rd moagdr”)®  Le méme terme se trouve aussi dans la Définition
de l'astronomie mathématique proposée par Gérminus & la suite de
Posidonius.?’ Par ailleurs, dans les traités mathématiques formalisés,
4 une exception pres, le terme “mnAescdrng” est plutdét rare: on ne le
trouve ni chez Archiméde, ni Diphante, ni Pappus, ni méme chez Théon
de Smyrne. L’exception est de taille, puisqu'il s’agit de la Composition
mathématique de Ptolémée. Celui-ci utilise le terme pour désigner la
taille des droites dans le cercle (ou cordes) et celle des arcs de cercles
que ces derniéres sous-tendent. Comme dans le cas de la Définition V. 3
des Eléments on peut considérer que le terme appartient au registre de
la géométrie et des grandeurs. Nous verrons toutefois que les usages de
I' 4imageste introduisent déja une inflexion perceptible.

Si 'on poursuit 'inventaire, a c¢6té des deux occurences des Eléments
et de celles de I' Almageste, on trouve “mnAixdrne” — comme on pouvait
s'y attendre — dans les scholies euclidiennes (en particulier aux Df. V.
3% et VI. 5%2!). Relevons d’ailleurs qu'a 'exception des scholies 13-14
du Livre V (qui se rapporte donc & la Df. V. 3), et certainement aussi les
scholies au Livre X, toutes les autres occurrences se trouvent dans des
annotations dont il n’y aucune raison (philologique) de penser qu'elles
remontent & UAntiquité. On est méme 4 peu prés siir du contraire pour
plusieurs d’entre elles.%* Dans les scholies anciennes (Livres V et X), le
sens est celui de “taille de grandeurs”;® en revanche dans la scholie & V.

59, V. Intr. arith, LI, Ch. III, 1-2, éd. Hoche, p. 5, L. 10-12; p. 5,1 13 - p. 6,1. 7.
V. mon commentaire dans Eucl., Fléments, Paris, PUF, 1994, vol. 2, p. 21, §3 et n.
42 4 44,

60. Et cité par Alexandre d'Aphrodise selon Simplicius, fn Arsil., Phys., CAG, éd.
Diels, p. 291sq. Reproduit et traduit par G. Aujac dans son éd. de Géminus, pp.
111-112 (en particulier p. 111d, 1. 14-15).

61. Scholies V, n°13, 14, FHS, V, 1, p. 215,1. 8 - p. 216, 1. 9.

62. Scholies VI, n°2, 3, 4,5, 7,10, EAS, V,2,p. 1,1 6 -p. 7,1 16; p. 9, 1. 17-25;
p. 10, 1. 4-7. Le terme apparait aussi dans les scholies V, n°71 (a V. 14, EHS, V, 1,
p. 235,1. 23 - p. 236,1, 16), VIII, n®10 (& VIIL 5, EHS, V, 2, p. 62,1. 7-15) et n°27
(a VIIL 11, EHS, V, 2, p. 65, 1. 16-22), dans les scholies X, n°9 (liminaire, EAS, V,
2,p. 92,1 4 -p. 98,1 19),0°21 (ala Df. X. 3, BHS, V, 2, p. 101, L. 1-11) et 39 (&
X. 2, EHS, V, 2, p. 104,1. 13— p. 106, 1. 185).

63. La scholie n°6 du Livre VI (EHS, V, 2, p. 7,1. 17— p. 9,1. 16) est due & Maxime
Planude; au demeurant le terme “wpAescérnres” n'y figure pas. La trés longue scholie
des £118"-121% du ms B (EHS, V, 2, p. 337-341) pourrait étre de la main de Léon
le mathématicien.

64. Méme chose chez Proclus dans les Hypotyposes des planétes, Ch. IV, Sect. 71,
1. 2 (il s’agit de la dimension apparente du soleil avec référence aux Anciens et a
Ptolémée).
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e Dans la Df. {VL 5} il s’agit de la “taille” ou de la “valeur des
rapports”.5® A priori il devrait s’agir d'un usage technique et méme
calculatoire, les mpAtscérnTes devant étre multipliées entre elles.

1l serait quand méme assez suprenant qu’Euclide ait utilisé le méme
terme avec deux significations différentes dans ses Définitions. QQui plus
est, 'enquéte terminologique sur “mnAescdrng” & laquelle j’ai fait allusion
suggere que la seconde acception est — précisément & 'exception de notre
Df. {VI. 5} - nettement plus tardive que la premiére. Par conséquent, a
partir de ces différentes considérations, codicologiques, terminologiques
et mathématiques, il me semble que la conclusion s'impose — malgré
Hultsch®™ —, que nous sommes en présence d’une portion de texte in-
authentique, interpolée avant 1'époque d’Eutocius. Je crois que I'étude
des utilisations du terme “mpArsedTne” permet méme d’étre un peu plus
précis.

IV. La notion de “mnAtsx67ns” chez Ptolémeée,
Théon d’Alexandrie, Nicomaque..., et les autres

1. L’enquéte terminologique

Le terme “mnAixdrne” nest pas rare mais a, généralement, le sens
vague de taille. Parfois il est utilisé comme synonyme de “ro mpAisror”
— les deux termes sont de la méme famille — pour désigner 'une des
catépories de la quantité.®® Pour Nicomaque, “rd wyAisror” constitue
I'objet méme de la géométrie - la grandeur déterminée — par opposition
a la grandeur indéterminée (“rd peyefos”) et a la quantité discréte

dar) pour traduire “pfyefoq”, et “wnAezéTns” 'autre utilise deux termes différents
mais de la méme famille (migdar et qadr) que Djebbar propse de rendre respective-
ment par “grandeur” et “en mesure”. Gérard de Crémone traduit le second par
“mensurationis”.

56. Les traducteurs arabes parleront de la quantité (kimiya) des rapports ou de
la “grandeur” (aqdar) des rapports selon les familles de manuscrits. Gérard
utilise “quantitatis proportionum”. Seule la version gréco-latine, littérale, maintient
I’homogénéité lexicale apparente en disant dans la premiére occurrence “secunduin
quantitatem”, “proportionum quantitatis” dans la seconde.

57. Cité par Heath, TBE, II, p. 190. Heath lui-méme n’est d’ailleurs pas trés
conséquent. CF. p. 189 «it is beyond doubt that this definition of ratio (sic) is inter-
polatedpet p. 190 ¢If the definition is after all genuine...»; la conclusion étant qu’il
puisse s’agir d'une trace fossile de la vieille théorie préeudoxienne des proportions!
58. V. les comm. au Parménide {p. 867, 1. 7) et an Tum. (II, p. 227, 1 8, 9) de
Proclus, qui utilisent les deux termes de maniére interchangable, V. aussi la scholie
aX. 2, n"39, BEHS, V, 2, p. 104, 1. 20.
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division d’un rapport en [plusieurs| rapports. Les Définitions {VI. 5-
6} existent effectivement dans la version Ishag-Thabit,® mais étaient
vraisemblablement absentes de la (les?) version(s) de al-Haggag qui ne
connaissai(en)t sans doute que les deux ou trois premiéres Définitions du
Livre VI.3? De ces dounées codicologiques et de la remarque de Thabit,
il faut certainement dédnire que notre Définition {VI. 53} n'existait pas
dans tous les manuscrits grecs des Eléments.

En outre sa formulation est assez particulidre. L'expression « £¢’

tavTds woAdamdaoiaogleioo wowwol Twvoy releve clairement du lan-
gage de 'arithmétique et/ou du calcul et [ait nn peu désordre au début
du Livre VI, consacré aux figures planes semblables. D’aillenrs le réfléchi
“¢¢’ Eourdg” n'est pas trés logique et semblerait mienx convenir 4 une
définition du rapport doublé; on lui préfererait “én’ &AM Aas”.5? Le cas
du terme “mnAixdrns” est plus délicat et réclame une petite enquéte
terminologique. Pour nous limiter, provisoirement, aux Eléments, re-
marquons que le terme 1’y est utilisé que deux fois, la premiére daus la
Di. V. 3 - donc en connexion avec la notion de “rapport” —, la seconde,
ici-méme, dans la problématique Df. {VI. 5}. Or ces deux seuls usages
du terme ne renvoient pas au méme sens:
e dans la Df. V. 3 il ’agit de la “taille” des grandeurs. Je comprend qu’il
s’agit d'un usage peu technigue, descriptif ou métalinguistique: il s’agit
de préciser de quel type est la relation considérée, qu’il ne s’agit pas, par
exemple de leur ordre de consécution;** c’est pratiquement l'équivalent
de rapport de grandeurs, “en tant que grandeurs”.5®

51. Avec des variantes importantes, selon les manuscrits, de formulation et méme de
place: ainsi le ms Téh. Malik 3586 et les Sukik d'Ibn al-Haytham posséde la Df. {VL.
5} en troisidme position comme les mss grecs Bp (et GC qui intercale cependant une
Df. VI 2 alternative); les mss Thurston 11, Téh. Majlis 200, Rabat 1101, Esc. 907
et les Musddardt du méme Ibn al-Haytham l'ont en 5° (voire 6°) position. Le ms
Pétersb. 2145 a un ordre propre et n'a pas la Df. de la division d’un rapport! Nous
devons ces informations 4 la courtoisie d’A. Djebbar.

52. Les versions arabo-latines attribuées & Adélard de Bath, Robert de Chester et
Hermann de Cairnthie ne poosédent que les deux premitres Df. du L. VI. Le Sifa
d’Ibn Sina inclut les Df. VI. 1, 2, 3. En revanche les Définitions {VI. 5-6} sont
connues d’an-Nayrizi, d'Ibn al-Haytham et de at-Tast.

53. Cela dit on connait quelques autres emplois du réfléchi & la place du pronom
réciproque y compris chez Hérodote et Thucydide. V. Liddell-Scott, 1968, p. 4G6a.
54. Relation a laquelle se rattachent des notions non définies comine celles d’
“antécédents”, de “conséquents”, on définies comme celles d’ “homologues” (DI V.
11).

55. Les traducteurs arabes seront géués par la proximité sémantique des termes: dans
la traduction de la Df. V. 3 un groupe de manuscrits utilise un seul terme {mig-
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A, B, C, D le rapport composé des rapports A : B et C : D sera le rap-
port des rectangles contenus par (A, C) et (B, D) respectivement. Tous
ces cas particuliers sont abondamment utilisés par Archimeéde, Apollo-
nius on Pappus, en particulier pour la théorie des coniques. D’aprés
ce qu’Apollonius en dit Jui-méme dans sa préface, les premiers livres
des Conigues constituent un remaniement des traités antérieurs sur le
sujet, sans doute ceux d'Aristée 'Ancien et d’Euclide. Il n’y a donc
rien d'étonnant & ce que ce dernier ait inclus un tel résultat dans ses
Eléments 3'i] ne se trouvait déja pas dans les recuils antérieurs.

¢ Dans les deux Propositions oll intervient la notion de grapport com-
posé de rapportsyil n'est fait aucune mention, ou méme allusion, & la
Définition {VI. 5}. On argumente sur la notion de rapport composé
mais sans faire intervenir la notion de “valeur d’un rapport” ni la mul-
tiplication desdites valeurs. Ceci est un premier avertissement quant a
I'inauthenticité de cette Définition sur laquelle il nous faut maintenant
revenir.

2. La Définition interpolée {VI. 5}

La Définition {VL 5} a été copiée par la main principale dans la marge
du manuscrit P, elle se trouve pas dans le texte lui-méme.*” Sa place
varie dans les autres codices. En cinquieme position dans les manuscrits
FV, elle est troisieme dans les mss Bp, comme dans la version gréco-
latine.*® I en est de méme dans la traduction faite & partir de I’arabe par
Gérard de Crémone.*® Selon Gérard, Thabit dit: «on touve & cet endroit,
dans une autre copie:®® “on dit que le rapport est compsé (aggregatur)
A partir de rapports quand, & partir de la multiplication de la quantité
des rapports, lorsqu’elles sont multipliées par elles-mémes, nait quelque
rapport”. Cette version contient en outre une Définition {VL. 6} de la

47. Pour désigner les manuscrits grecs des Eléments, jutilise le conspectus siglorum
de Hieberg; v. EHS, vol. 1, preefatio, pp. VIII-IX; vol. II, prefatio, p. V.

48. V. The Mediaeval Latin Translation of Euclid’s Elements made directly from the
Greek. Ed. H.L.L. Busard. Stuttgart, Franz Steiner, 1987, p. 125,1. 7-8.

49, V. The Latin translation of the Arabic version of Fuclid’s Elements commonly
ascribed to Gerard of Cremona. Ed. H.L.L. Busard. Leiden, E.J. Brill, 1984, p. 137,
l. 28-35.

50, Selon J.W. Engroff [ The Arabic Tradition of Euclid’s Elements: Book V. Edition
et traduction anglaise. Cambridge Mass., Harvard University PhD. Dissertation, non
publiée, 1980, pp. 27-28], seuls les manuscrits Oxford, Thurston 11 et Uppsala 321
précisent que Thabit a fait cette trouvaille dans des copies grecques. D’aprés A, Djeb-
bar, on peut leur adjoindre les mss Téh. Malik 3586 et Pétersb. 2145 (communication
personnelle).
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jets™ qui, “par nature” ont des “cétés”. On devrait donc rattacher ces
développements 3 la géométrie, et non pas 4 une “algébre abstraite” des
rapports. Cependant deux circonstances nous imposent une certaine
réserve:

» ces notions sont “communes” & la géométrie et & Parithmétique; elles
sont aussi appliquées aux nombres (entiers) dans les Eléments.

e Surtout l'insertion des Définitions des rapports doublés, triplés, du rap-
port 8.’ Yoov en termes de grandeurs abstraites — donc indépendamment
de toute notion géométrique de “dimension” - au début du Livre V, en
souligne la généralité et justifie - par anticipation si I'on peut dire - les
extensions que l'on trouvera chez Archiméde et Apollonius.

Archimeéde, dans la proposition 8 du Livre I de la Sphére et du Cylin-
dre, introduira la notion de “rapport hémiolé” (BpuLédioc) d'un rapport,
le rapport hémiolé d'un rapport de surface étant un rapport de volume.
Surtout, dans la méme Proposition, Archiméde considérera un rapport
doublé d’'un rapport d’aires et s’affranchira donc des restrictions liées 3
des formulations douées d'un sens strictement géométrique, restrictions
que nous mentionnons pour les Eléments (et la plupart des autres ex-
emples des mathématiques grecques). Apollonius lul aussi s’affranchit
des limites que pourrait imposer une interprétation géométrique stricte
quand il considére un rapport compsé de deux rapports d’aires.?® Eu-
clide pouvaient d’ailleurs bien connaitre ces extensions mais n’en avoir
pas 'usage dans un traité élémentaire.

Pour conclure a propos des rapports composés de rapports dans les
Eléments, j'ajouterai deux remarques:
¢ la Proposition VI. 23 est le seul endroit des Livres géométriques des
Eléments oi1 intervient cette notion, mais je ne partage pas le point
de vue des commentateurs qui veulent minimiser 'importance, voire
soupgonner 'authenticité de ce théoreme. Je crois au contraire que les
Eléments se devaient de contenir un résultat aussi fondamental. En le
particularisant on sait désormais que les parallélogrammes semblables,
les parallélogrammes compléments dans une configuration du type de
la Proposition I. 43, les rectangles, ont comme rapport mutuel le rap-
port compesé & partir de ceux des cotés; de méme les triangles auront
comme rapport mutuel le rapport composé i partir de celui des bases et
de celui des hauteurs, les carrés auront comme rapport mutuel le rapport
doublé de celui des cotés, etc. A Pinverse étant données quatre droites

46. V. par ex. Prop. 1II. 54, Apoil, I, p. 440. 5-18 ou III. 539, Apoll, I, p. 446.
19-448. 3.
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ment démonstratif pour les rapports doublés, triplés et les rapports
composés de rapports, 14 oll certains préfereraient considérer que les
deux premiéres notions sont des cas particuliers de la troisieme (rap-
ports composés de rapports identiques).

Si I’on poursuit la comparaison des deux résultats euclidiens, on voit
que la Proposition VIIL 5 raméne la composition de rapports numériques
3 deux multiplications, celle des antécédents et celle des conséquents.
Pour les grandeurs, les choses vont étre un peu plus compliquées car il
faut remplacer la multiplication des nombres par une opération pourvue
de sens. Il est assez naturel de rapprocher, par analogie, le produit
de deux nombres et le rectangle contenu par deux droites.** Cela sup-
pose donc que le rapport de grandeurs soit “linéarisé” ou “linéarisable”,
¢’est-a-dire représentable comme un rapport de droites. Dans Bl. 23 la
production de deux séries de représentants des deux rapports, celui des
parallélogrammes et le rapport composé des cOtés, en terms conjoints et
“linéaires”, est facile: pour le premier on exhibe un moyen proportion-
nel grice & VL. 1, pour le second on recourt & une double construction
de droites quatriémes proportionnelles (VI. 12}. Ceci est généralisable
aux aires quarrables et aux volumes dont on sait faire la chubature.
Mais dans le cas général il faudrait recourir au postulat d’existence d’un
grandeur quatriéme proportionnelle.

Comme la “linéarisation” des rapports parait nécessaire pour con-
tourner I'éventuelle difficulté de la “multiplication” des grandeurs, Eu-
clide, ailleurs que dans les Définitions du Livre V, ne considére, dans la
plupart des cas,** les rapports doublés ou triplés qu'a propos de droites,
et le rapport doublé désignera un rapport d’aire, le rapport triplé, un
rapport de volume. De méme, la notion de “rapport composé a par-
tir de rapports” n’intervient, dans le traité euclidien, qu’a propos de
parallélogrammes ou de nombres plans, en tout cas & propos d’ “ob-

44. La formulation V1. 23 (en termes de parallélogrammes équiangles) est, comme
d’autres Prop. du L. VI, le résultat de la recherche de la plus grande généralité pos-
sible: la rectitude est une hypothése inutile et I’équiangularité des parallélogrammes
suffit. Pour le voir il s’agissait simplement de réfléchir un peu sur la trés classique con-
figuration de parallélogramme des Prob. V1. 24, 26 des Eléments et sur les propriétés
des compléments et des parallélogrammes autour de la diagonale.

45. L'exception existe — momentanément — dans la Proposition XL 33: la
démonstration affirme que ¢le rapport du solide AB relativement au solide KO est
le rapport triplé de celui du solide AB relativement au solide EQw; mais on constate
immédiatement que ce second rapport de solides est tamené 4 un rapport de figures
planes {parallélogrammes), puis de droites (par XI. 32, puis V1. 1).



‘Omar Khayyam et Eutocius:... 63

composé des cdtés, on construit des représentants (K, L, M) en pro-
portion continue (grace & VI. 12) des deux rapports “latéraux”. Dans
VIIL 5 on peut utiliser directement un résultat antérieur sur les propor-
tions numériques continues (VIIL 4). Ceci fait, rien n’empéche ensuite
d’utiliser V. 11 pour dire qu'un rapport qui est le méme que le rapport
compsé de r et 1’ est lui aussi composé de r et 1’

Les preuves ne sont pas si bréves pourtant,’” car une précaution
s’'impose: montrer que le rapport composé de deux rapports donnés,
dans le cas conjoint, ne dépend pas des représentants choisis. Autrement
dit, si (a, b), (b, ¢} et (a’, b’), (b, ¢’} sont deux familles de représentants
des deux mémes rapports, c’est-ad-diresia: b=a’: b'etb: c= b’ :
¢, alors:

a:bxb:c=a":bxb:¢, cest-a-direa: c=a': ¢\
Le lecteur aura sans doute reconnu le résultat de la Proposition V. 22
sur la proportionnalité & égalité de rang (6:' Yoov). Clairement, le rap-
port 8¢’ Toov, introduit dans la Définition V. 17,9 correspond 4 la méme
notion que celle de “rapport composé”, du moins dans le cas conjoint,
mais énoncé d'un point de vue légerement différent, i savoir celui de
la proportionnalité entre deux suites de termes - le marqueur &' Yoov
sert & porter I'attention sur le méme “rang” daus les deux suites com-
parées —, et non du point de vue du rapport mutuel de deux termes, en
fonction des termes intermédiaires, & 'intérieur de I'une de ces suites,
ce & quoi renvoie I'expression “rapport composé de rapports”. Com-
poser un rapport a partir de rapports conjoints, le diviser en intercalant
un terme intermédiaire sont donc des manipulations dont le caractére
licite est garanti par le théoreme 6.’ ioov. L’avantage d’avoir fait un
sort particulier a cette proportionnalité 6. ioov dans la Définition V.
17 et la Proposition V. 22 est de mettre en évidence le méme fonde-

42. V. mon commentaire dans Fuclide, les Eléments, Paris, PUF, 1994, vol. 2, p.
216.

43. V. EHS, I, p. 3,1 12-1T: ¢ As {oov Xdyos foTi mAcwbvwy Brtwy peyeflv xai
Gy abrois fowy 1o mAMjfog olvive dopfavopdvwr xal Ev TO aUTD, Myw,
bray g Ev Tols mpliTow pevEBeot TO mplTov Wpds Tis T ¥oyaTov, o HTws Ev
rois bsvTépors peyifear To TpwrTor wpig To Ko xaror i BAdws Afyis v@v Garpwry
xof’ vrefaipeaw Tov péowrn(ll y a rapport a égalité de rang quand, étant [donné
plusieurs grandeurs et d’autres qui leur soient égales en multiude, lesquelles prises
deux par deux soient dans le méme rapport, comme la premiére est relativement & la
derniére dans les premiéres grandeurs, ainsi est la premiére relativement i la derniére
dans les deuxiémes grandeurs; ou, autrement: quand on prend les extrémes avec mise
a 'écart des moyens.)
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des tentatives d'Eutocius. Pour linstant contentons-nous d’observer
qu'avec cet auteur les différentes traditions textuelles que I’Antiquité a
produites sont bien mélées. A la suite des commentateurs de I’ Almageste,
en particulier Pappus et Théon, il a voulu éclairer la question des rap-
ports composés de rapports, non plus en fournissant quelques exem-
ples dont la fonction principale semble avoir été de dissiper les doutes
que pouvait faire naitre ambiguité de la notion de terme “moyen”
ou “médian”, mais en en proposant une fondation démonstratrice. Il
I'injecte au sein des corpus archimédien et apollonien car il ne faut pas
oublier que, du moins dans les manuscrits grecs, les commentaires ac-
compagnent généralement les ceuvres commentées. Comment procéder
3 cette fondation? En revenant aux Eléments bien entendu: il y trouve
une procédure, la conjonction intuitive des rapports, et une Définition,
dont il ne percoit pas qu'elle est interpolée. Manifestement il n’est pas
satisfait de I’absence de connexion que ’on peut observer entre les deux
et, en bon utilisateur des Eléments, il cherche & justifier la procédure &
partir de la Définition. Tl nous faut donc regarder d’un peu plus prés ce
qui se passe dans le texte d’Euclide. Celui-ci est aussi, de par son projet
méme, le point de départ de Khayyam.

IT1I. Euclide

1. Les rapports compsés de rapports dans les Eléments
Outre la problématique Définition {VI. 5}, la notion de “rapport com-
posé de rapports” intervient deux fois dans les Eléments &’ Euchde tels
qu’ils nous sont parvenus, dans les Propositions VL. 23 et VIIL 5
V1. 23; Les parallélogrammes équiangles ont, I'un rela.tivement a
I’autre, le rapport composé 4 partir [de ceux| des c6tés.*
VIIL 5: Les nombres plans ont, I'un relativement & l'autre, le rap-
port composé & partir [des rapports] des ctés.
1l suffit de lire les démonstrations des Propositions VI. 23*! et VIIL 5
pour voir que I’ Auteur des Eléments ne fait usage — au niveau opératoire ~
que du cas des rapports conjoints. Dans VI. 23, pour exhiber le rapport

40. L'expression “rapport composé a partir des cOtés” {Tov guysesiuevov £x TOWV
rievpav) est brachylogique: dans mes traductions je supplée [du ou des rapports].
La méme chose vaut dans les Eléments pour les rapports doublés et triblés. Le méme
raccourci  propos de rapports composés se trouve dans les Données d'Euclide, chez
Théon d'Alexandrie et Eutocius, mais pas chez Ptolémée qui présente une formule
plus explicite.

41. V. infra, Annexe, Texte 3.
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rationnelles (& &Aoyapeyéfn).® Bien évidemment tout le probleme
est la. Comment peut-on déterminer les myAuseérnrec de rapports de
grandeurs incommensurables, non exprimables en nombres? Et si on ne
peut pas le faire, comment pourra-t-on les multiplier?3”

e Ce qu'il ajoute & la suite de la preuve ne répond pas vraiment i cette
question, méme si Eutocius semble vouloir rassurer son lecteur. Celui-
ci ne doit pas s’émouveir de la nature arithmétique de la preuve, car,
affirme-t-il, la théorie des proportions a d'abord été appliquée aux nom-
bres, puis, & partir de 13, aux grandeurs (car ces choses mathématiques
paraissent étre sceursy. L'allusion & Nicomaque, et par dela, aux Pythago-
riciens,?® est évidente. Eutocius aurait-il oublié la “malignité” des irra-
tionnelles?

Rein n’est moins sfir. Sinon, pourquoi toutes ces précautions ora-
toires: dans la version archimédienne références aux autorités (Eléments
d’Euclide, Nicomaque), explication terminologique, distinction d’un us-
age “propre” (xvpwrepov) et d'une extension de sens, avertissement au
lecteur & la fin de la version apollinienne...? Mais tout cela ne l'empéche
pas, ici comme dans le commentaire & Sphére et cylindre, de conclure
par la méme régle:

cEt il est évident... que, de toutes les relations, cette méme taille,
multipliée par le terme conséquent du rapport, produit I’antécédenty.3?.
Faut-il y voir, & l'instar des historiens du XIX*® siécle, l'indice de la
décadence scientifique de I’Antiquité tardive, le témoignage de I'inconsist-
ance d'Eutocius? Ou une géniale anticipation d’al-Khayyam et/ou de
Dedekind?

Nous reviendrons en conclusion sur ce qui parait étre la signification

36. V. infra, Annexe, Texte 1, §g.

37, Le probléme est également soulevé par l'auteur de la scholie VI, n°2 a la Df.
{VIL. 5}: ¢ &ropricais 8' Bw elxdrws Enl Tdv Gdwy peyelv Ti Yap TNAsdTRTS
aT@y ol Eyoutes e hnrois dpubuoic mis Gpa rmoddamdagidoopsy Tods Adyoug,
B 16 ToAdamAdaiov TolTo, sl pi fv Adyois prTols B, Suws TH eauTon dbae Exel
TV Adyov; n yip budpeTpos pds THY mAsupdy, €l wal ) Exn Adyov pyTdv, GAN
ovw THS TNALNOTTOC Exct, xal’ du Adyoucr atmiy civan Sirdaoior Svvdpuery,
EHS, V,2,p. 2,1 9-15.

38, V, infra, Annexe, Texte 1, §§j-k. Nicomaque transmet la méme formule 4 la fin de
ce qui est ceneé étre une citation du pythagoricien Archytas de Tarente (Intr. arith.,
L. I, Ch, 3, ed. Hoche, p. 7,1. 1-2 = Archytas, Fgrt 1, DK 47 B1, t. I, p. 431, L
36 - p. 432, 1. 8}, Au Livre VII de la Républigue (530 d6-10), Platon rapparte une
opinion similaire, cette fois & propos de I'a.stronomle et de I'harmonique, opinicn qu'il
présente comme pythagoricienne,

39. V. infra, Annexe, Texte 1, §h



60 Farhang, Commemoration of Khayyam

juste avant reste valide.*® A partir de 14, Eutocius démontre que si 'on
a trois nombres A, C, B dans cet ordre: le “nombre” - faut-il dire le
rationnel? ~ qui, multipilé par B, donne A, est le produit de celui qui,
multiplié par C, donne A et de celui qui, multiplié par B, donne C. Pour
ce faire il admet des résultats de théorie des proportions, que nous pou-
vons interpréter soit comme des eztensions de certaines Propositions de
Livre VII (VIL. 13, 17, 18) — extensions aux nombres rationnels positifs
et non plus seulement aux entiers supérieurs ou égaux & 2 comme dans
les ’Eléments —, soit comme des “particularisations” ~ aux cas des rap-
ports de grandeurs commensurables — de certains résultats du Livre V
(V. 7Por., 9).3!

Dans les trois exemples numériques qui suivent,? Eutocius reprend
les trois cas de figures envisagés par certains de ses prédécesseurs, en
particulier Théon d’Alexandrie, car il ne faut pas perdre de vue que que
le terme moyen (xéaos 6pog) est ici simplement un terme intermédiaire,
guand & la consécution, et pas nécessairement un moyen, au sens de la
théorie des médiétés. Enfin Eutocius montre comment étendre la Propo-
sition & plus de deux rapports en admettant une sorte d’associativité de
la composition des rapports.3® La preuve était requise par la clause “7
wal wAetévwr” (“mais aussi plus”) contenue dans le commentaire de
Théon et reprise dans la scholie n°4 & la Df. {VI. 5}.%

Dans le commentaire aux Conigues la preuve est abrégée mais sub-
stantiellement la méme.?* Eutocius ajoute cependant deux indications
trés importantes:

e Au moment ol il discute de la notion de “quantité (wnAescérne) d'un
rapport” - aprés avoir rappeléle fait que la quantité, pour les rapports
autres que les multiples, fera intervenir une part ou des parts -, il évoque
la possibilité de prendre en considération les relations non exprimables
(dppiTovs oxéoeis), comme celles qui existent dans les grandeurs ir-

30. V. SC1I 4 comm., ed. Heiberg, p. 120, 1. 30 - p. 122, 1. 9; Mugler, p. 83, 1. 4-13;
Ver Eecke, pp. 629-630.

31. V. 5C11 4 comm., ed. Heiberg, p. 122, 1. 10— p. 124, 1. 7; Mugler, p. 83,1 14
— p. 84,1 21; Ver Eecke, pp. 630-631.

32. V. SC 11 4 comm., ed. Heiberg, p. 124,1. 8 — p. 126, . 3; Mugler, p. 84, 1. 22 -
p. 85,1 23; Ver Eecke, pp. 631-632.

13, V. 5C 11 4 comm., ed. Heiberg, p. 126, 1. 4-20; Mugler, p. 85, 1. 24 - p. 86, |.
11: Ver Eecke, p. 632.

34. V. infra, Annexe, Texte 2, b et c.

35. V. infra, Annexe, Texte 1, &i.
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Ulntroduction arithmétigue du méme Nicomaque, commentaire que nous
n’avons pas non plus. Sil'on en croit Eutocius, selon Nicomaque:

da mpAixéTns [d'un rapport] se dit évidemment (Spiovéri!) du
nombre duquel le rapport donné est paronymey.2¢

L’expression est reproduite quasiment & lidentique — y compris le
savoureux “énlovére” - dans le commentaire aux Conigues.?” Peut-
étre Nicomaque et ses commentateurs se contentaient-ils de cette ver-
sion “nominaliste” ou “nominalisante”, mais Eutocius ajoute une version
“opératoire”: ¢’est le nombre qui, ¢multiplié par le terme conséquent du
rapport, produit 'antécédenty.?®

Fuvidemment la détermination de ce “nombre” ne va pas forcément
de soi et Eutocius ne se le dissimule pas: légitimement (scvpudrepov)
c'est seulement pour les rapports multiples que l'on peut prendre cette
“quantité”. Déja pour les rapports simples que sont les épimores et les
épiméres, on ne peut, dit-il, prendre la valeur en laissant 'unité indivis-
ible; il faut alors abandonner les régles de I'arithmétique pour celles de
la logistique et I'unité se divise en partie ou parties (sard 76 uépoc #
T& uépn).*® Par exemple la quantitié du rapport hémiole est une unité
et la moitié d’une unité; celle du rapport épitrite: une unité-un-tiers.
On vérifie, par le calcul, que dans ce cas la régle opératoire proposée

Mais il n'y a aucune référence ni & la “pélikotés des rapports”, ni a la nomination.
Cela dit, a plusieurs reprises, il promet un traitement détaillé du sujet, en plusieurs
Livres (ce que suppose le titre mentionné par Eutocius). Nous possédons quelques
fragments d'un autre traité de Nicomaque consacré 4 la musique. Seton Fabricius, cité
et suivi par Ch. -E. Ruelle, certains fragments de ce traité perdu seraient 4 'origine
de ce qu'on appelle improprement le Livre [T du Manue! d'Hormonique. V. [Ruelle,
1881], p. 2, n. 1 et 5. Ces sept fragments sont traduits par [Ruelle, 1881], pp. 41-55;
on n'y trouve malheureusement rien ni au sujet des rapports composés, ni au sujet
de la “valeur” d'un rapport.

26. V. SCII 4 comm., ed. Heiberg, p. 120, 1. 19-23; Mugler, p. 82, 1. 22-26; Ver
Eecke, p. 629.

27. V. Apoll, 11, éd. Heiberg, p. 218, 1. 18-19 et infra, Annexe, Texte 1, §e. La méme
Df. de la “mnhuscdTag” se trouve dans certaines scholies au texte des Eléments, par
exemple, les scholies VI, n®3 (¢ mnAisdrnrag 82 Ayee, 6¢' Qv dbropdlovtar, ws &md
Twe 600 o fumAdewosy, FHS, V, 2, p. 2, 1. 19-20; « émei we EEp‘qTQL THNLOTNTES 0L
aplfuol Aéyortar, o' Qv o axdoes dvopdlovTa, oiov dmd Tob A xal 1pic wal
Téaoapa o fimAdotos xal TpewAdoog sal TeTparAdoios Aéyos..y, Thid., p. 3, 1.
2-5}, VI, n® 10 (¢ [IpAwsdrnres Aéyovrar o AdAos..y, Toid, p. 10,1 4-5).

28. V. 8C 11 4 comm., ed. Heiberg, p. 120, . 23-25; Mugler, p. 82, l. 26-28; Ver
Becke, p. 629, Cf. infra, Annexe, Texte 1, §h.

29. V. SC'II 4 comm., ed. Heiberg, p. 120, 1. 25-30; Mugler, p. 82,1. 28 — p. 83, L
3; Ver Eecke, p. 629. Cf. infra, Annexe, Texte 1, §f.
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respectivement,

Et (ac : bc) et {(bc : bd) sont des représentants des mémes rapports
dont les termes sont conjoints. On pourra dire que le rappoft (ac : bd)
est “composé” des rapports {ac : be) et (be : bd), et donc, des rapports
(a: b)et (c: d).2! Mais dans le cas général des grandeurs, la réduction
(ii) — (i) requiert I'usage du postulat de la quatrieme proportionnelle:
étant donnés deux rapports quelconques (a : b), (¢ : d), on peut trouver
une grandeur, quatriéme proportionnelle & (¢, d, b), soit e, telle que
¢:d=h: e et alors affirmer que le rapport composé de (a : b), (c :
d) est le méme que celui composé de (a : b), (b : e), soit {a : e).

Nous aurons I'occasion de voir qu’Euclide, dans ses Eléments, procéde
4 peu pres de cette maniére. Mais ce n’est pas celle qu’a suivie Eutocius.
Tant dans son commentaire & Archiméde que dans celui & Apollonius il
introduit en effet une toute autre définition du «rapport composé de rap-
portsy, définition qu’il lit d’ailleurs dans sae version du texte d’Euclide:

«Un rapport est dit &tre composé de rapports quand les tailles des
rapports, multiplées par elles-mémes, produisent quelque chose...».*

1l ’agit d’une Définition qui se trouve en effect dans certains manus-
crits grecs des Eléments, au début du Livre VI, et sous le n°5 dans
I'édition de Heiberg.2® Elle est aujourd’hui considérée comme une inter-
polation.?! Cet énoncé pose plusieurs problémes: manifestemeut il parait
tronqué; surtout il fait référence a la notion de “quantité (7 ALseoTnS)
d'un rapport”, elle-méme non définie, et qui n’est pas transparente.
Nous reviendrons en détails sur ces deux points lorsque nous discuterons
d'Euclide. Eutocius a moins partiellement pergu la difficulté et se croit
tenu de donner quelques explications sur cette notion. Pour ce faire, il
cite le premier Livre d'un traité Sur le Musique de Nicomaqgne — qui ne
nous est pas parvenu® — ainsi que le commentaire d’un certain Héronas a

91. Clest substanticllement ce que démontre la Proposition VIII. 5 des Eléments
d’Euclide.

29, Texte 1, §d. Cf. SCII 4 comm., ed. Heiberg, p. 120, 1. 16-19; Mugler, p. 82, 1.
19-22. Ver Eecke, p. 629.

23. Euclidis Elementa, post Heiberg ed. E.S. Stamatis (abréviation dans ce qui suit:
EHS), Leipzig, B.G. Teubner, vol. 11, p. 40, 1. 1-3.

24. (Pest pourquoi nous la notons Df. {VL. 5} avec des accolades {}. V. infra, Partie
111, 2, pour le probléme de l'authenticité et de V'origine de cette Df.

25. Nous possédons un Menuel d’Harmonigue (exppovixot Eyyerpbior), éd. C. Jan,
Musici Scriptores Greeei, Teubner, 1895, Héimpr. 1995, pp. 236-265. Trad. angl. in
A. Barker, Greek Musical Writings, 11, 1989, pp. 247-269. Au chapitre 6 Nicomaque
parle des “rapports numériques des notes” (o0 apbunTixol Tor PBéYYWY Adyor)
ou de la quantité numérique (n xat &pfpdv TooséTns) des principales consonances.
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Introduction arithmétique, Nicomaque traite des compositions des rap-
ports {a ¢ guvféaers Tov Aéyw) a partir d’ exemples empruntés A la
canonique.'® Le traité n’est pas propre aux auteurs néo-pythagoriciens.
D’ailleurs la source de Pexposé musical de Théon, comme celui-ci le
reconnait, est souvent Adraste le péripétaticien, ce dernier complétant
lui-méme Eratosthéne. Or la Définition 125 du recueil des Definitiones
attribué a Héron rapporte précisément une telle comparaison, faite par
Era.tosthene entre la “com-position” d’intervalles - ici semble-t-il géomét-
riques —, c’est-a-dire leur juxtaposition, et la “com-position” des rap-
ports.?°

e Ce petit détour par la musique peut nous convaincre que les procédures
de notation, la représentation des jutervalles musicaux sous forme de seg-
ments de droites, aussi bien qu’une métaphore & connotations musicales
peuvent justifier une telle assimilation entre juxtaposition des intervatles
et “com-position” des rapports qui leur sont associés. Dans cette per-
spective on peut franchement douter qu’il soit nécessaire de définir ce
que I'on peut appeler une “conjonction intuitive”. Manifestement ce
n'est le cas dans les Eléments ni pour la “com-position” des nombres, ni
pour celles des grandeurs: la notation suffit & 'exprimer.

* Mais la “com-position” des rapports est sans doute plus délicate parce
qu'un rapport admet difféfents représentants et il faut, pour notre af-
faire, distinguer deux cas:

(i) celui des rapports conjoints, type (a : ¢), (¢ : b);

(i) le cas de deux rapports quelconques (a : b), (¢ : d), que Pon aimerait
ramener al cas précédent,

Dans le domaine des nombres la réduction (ii}) — (i) est élémentaire.
Etant donnés deux rapports dont les termes sont disjoints {a : b), (c :
d), on a:

a: b=ac: bcetc: d=bec: bd par Eucl,, EL, VIL 18 et 17

ovvwhol Tois Twy TalTas Adywr quvléocol Te xai Staupéocowy .y, Erpositio, L.
L}

II, Ch. XIII bis, ed. Hiller, p. 62, 1. 1-4.

19. Nicomaque évoque aussi non pas la “division” des rapports mais le fait d’étre
délié (beaAveo far).

20. ... Effectivement Eratosthéne dit que, de méme que pour les intervalles égaux
et placés en alignement, les intervalles seront dupliqués, de méme pour les rapports,
pont ainsi dire placé en alignement, la 1%, relativement & la 3%, est dite avoir un
rapport doublé de [celui] par rapport & la deuxiémen; Heronis Alerandrini opers
quae supersuni omina, ed. W. Schmidt, Leipzig, in aed. B.G. Teubner, vol. IV,
Definitiones, Geometrica (1912, ed. Heiberg), p. 80, l. 12-26; bien entendu il sagit
de commenter la Df. V. 9 des Eléments.
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que A : C, C: B, dont le conséquent de 'un est I'antécédent de autre,
sont conjoints. Composer des rapports conjoints, c’est donc simplement
faire “disparaitre” le terme intermédiaire.

e Le verbe utilisé par Eutocius, “cvvyseiofon”, signifie précisément
“placer conjointement”, “conjoindre”. Archiméde, Apollonius, Ptolémée,
Pappus et Eutocius & 'occasion, utilisent en outre le verbe “guvdmrew”
(conjoindre) dont la signification est encore plus claire. Si Popération
est interprétée par les Modernes comme une multiplication de rapports:
4 x £ = £ la terminologie ancienne est additive. Ce qui le montre c’est
le nom de l'opération inverse: on parle de “retrancher” (ageleiv} un
rapport d’un rapport (cela revient & intercaler un terme intermédiaire).
En outre, le méme verbe “ouvysxeiofa’ — “ovrrifieofon” est utilisé
dans les Eléments d’Euclide & propos des segments de droites ou des
nombres, comme AB, BC produisant AC: les Modernes parlent alors d’
“addition”.

e Paul Tannery a suggéré que cette terminologie de “com-position” des
rapports avait peut-étre une origine musicale.! Dans un tel contexte,
la “com-position” des rapports correspond a la simple consécution des
intervalles musicaux. Pour reprendre 'exemple favori des auteurs mu-
siciens, l'intervalle d'octave, associé au rapport numérique {12 : 6), est
(musicalement) composé d’un rapport numérique (12 : 9) et d’un in-
tervalle de quinte, associé au rapport numérique (9 : 6). 1l est donc
naturel de dire que le rapport (numérique} (12 : 6) est “composé” des
rapports numériques (12 : 9) et (9: 6), ou, 4 un niveau métalinguistique,
que le rapport double est “com-posé” du rapport épitrite et du rapport
hémiole.'”

o Ce rapprochement n’est pas seulement le fait des Modernes. Théon
de Smyrne (II°s.} souligne ce point: «on constate évidemment que les
compositions et les divisions des consonances sont homologues et en
accord avec les compositions et les divisions des rapports correspon-
dant & celle-ci...».!® De méme, dans le chapitre V du Livre II de son

rapports sont identigues, et non pas égaux.

16. Tannery, P., Mémoires scientifigues, 17 vol. Paris/Toulouse, Gauthier-Villars,
1912-1950, vol. I1I, n°71, pp. 68-89 en part. 72-73.

17. Dans la proposition 6 de la Division du Canon attribuée & Euclide on trouve une
version légerement différente: l'intervalle double est composé & partir des deux plus
grands épimores, ’hémiole et 'émiole et I'épitrite. La problématique de la “compo-
sition” ou de la “soustraction” des infervalles — et non des logoi - se retrouve dans
plusieurs Propositions de ce traité, notamment les Prop. 1 44,6 248,104 13.

18. ¢ 6fidov 62 6T =l of ovrléaeis ol o Sauploels TOV oupdwiy opdhoyor ol
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rapport des nombres pris au départ est composé dun rapport qu'a le
premier relativement au moyen et de celui qu’a le moyen relativement
au troisitmey,!°

soit, en exemplifiant:

«Soit en effet deux nombres A et B, et qu’un certain terme moyen C
soit pris entre eux. Il faut alors démontrer que le rapport de A 4 B est
composé de celui qu’a A relativement & C et de celui de C relativement
a Byt

Quelques remarques s'imposent:

* Eutocius propose explicitement un traitement général puisqu’il s'agit —
comme il 'explicite & deux reprises*? — de prendre un terme intermédiaire
entre deux nombres ou deux grandeurs. En méme temps ses démonstra-
tions sont rédigées systématiquement avec des notations comme “6 A",
“ 0 B”, .., qui suggerent fortement qu’il raisonne sur des nombres.!3
Ce détail est trés important & cause de la Définition, essentiellement
arithmétique et calculatoire, qu’Eutocius pour le «rapport composé de
rapportsy, ce qui va lui poser quelques problémes comme allons le voir
hientdt.

® Le choix du mot “moyen” (uéoog) n'est pas non plus tres heureux.
Il risque de suggérer que 'on a nécessairement A>C>B ou A<C<B.
Il n'en est rien: C est simplement un terme intermédiaire, ce que tous
les auteurs grecs qui traitent de la question précisent bien - cela parait
méme étre la motivation fondamentale des commentaires de Théon par
exemple — Eutocius y compris.!4

On voit donc que P'assertion qu'Eutocius — mais aussi Khayyam — se
propose de démontrer peut étre abrégée de manitre symbolique sous la
forme A: B = A: Cx C: B." Pour ma part je dis que des rapports tels

10. V. Ed. Heiberg, p. 120, 1. 12-15; Mugler, p. 82; Ver Eecke, pp. 628-629. La
formulation générale du probléme n’est méme pas mentionnée dans le commentaire
aux Conigues, qui expose directement le théoréme en termes de “taille des rapports”
(v. infra, Annexe, texte 1, §i). Le lecteur doit suppléer quelques intermédiaires ou se
reporter au traitement antérieur de SC II. 4 comm.

11. V. Ed. Heiberg, p. 122, 1. 11-14; Mugler, p. 83; Ver Eecke, p. 630

12. V. Ed. Heiberg, p. 120, 1. 12; p. 126, 1. 5; Mugler, p. 82, . 15; p- 85,1 25, Ver
Eecke, p. 628 (il a omis de traduire la seconde, p. 632).

13. Le mot est masculin en grec, contrairement & “taille” (féminum), “grandeur”,
“terme” (neutre).

14. Dans les exemples qu'il donne i la suite de sa démonstration et repris i ses
prédécesseurs. V. Bd. Heiberg, p. 124, . 17-20; Mugler, p. 85, 1. 3-6; Ver Eecke, p.
631.

15. La notation A : B désign le rapprot de A & B, “+” signifie la composition des
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que son texte soit autonome, et ce, d’autant que la suite du traité des
Coniques fait abondamment usage de cette notion de srapport composé
de rapportsy(Texte 1, §c).

En bonne logique historique, il nous faut donc partir du commen-
tajre & Archiméde, quitte & voir ce qu'ajoute le texte postérieur sur les
Coniques® Cest dans la célebre Proposition 4 du second Livre de La
Sphére et le eylindre qu’Archiméde fait intervenir pour la premiére fois
(dans ce traité) la notion de ¢rapport composé de rapportsy. Son objectif
est de résoudre le probléme suivant: (Couper une sphére donnée de sorte
que les segments de sphére aient, l'un relativement & Pautre, le méme
rapport qu'un [rapport] donnéc. Il expose & cette fin une analyse qui
contient un maniement assez virtuose de ladite notion. Eutocius - dés
cette premiere tentative -, remarque que la question n’a pas été traitée
convenablement par les commentateurs antérieurs. Ici il mentionne Pap-
pus, Théon et un certain Arcadius; leurs écrits, selon lui, se bornent 2
une présentation inductive et non démonstrative, ce & quoi Eutocius se
propose donc de remédier.®

Son but est de démontrer I’assertion suivante:

«s1 un terme moyen est pris entre deux nombres ou grandeurs, le

Geometry. Boston, Basel, Stuttgart, Birkhauser, 1989, pp. 190-201 {trad. anglaise
partielle, op. cit, pp. 185-190). Il conteste attribtion & Eutocius de cette introduc-
tion (op. cit., Part I, Ch. 7: ¢On Eutocius: A Thesis of J. Mogenety, pp. 155-177).
8. En méme temps il faudrait savoir quel a pu &tre le 16le respectif de ces deux textes
dans la transmission, en particulier par le biais des traductions en arabe et en latin,
mais ce point dépasse mes compétences. On sait que le commentaire d’Eutocius aux
deux Livres de Sphére et Cylindre a été traduit en latin par Guillaume de Moerbecke
en 1269. En revanche j'ignore si le commentaire & SC 11 ait été complétement traduit
en arabe. Il existe, ou a existé, une traduction du commentaire au premier Livre, ainsi
qu’a la Prop. SC1I, 1, contenant le célébre résumé historique & propse du probléme
des deux moyennes. Mais je ne sais pas ce qu'il en est de la suite, et en particulier
du comm. a SCTI, 4, probléme que les savants des pays d’Islam connaissaient bien
au demeurant. [Sezgin, 1974], p. 130 n’est pas trds catégorique. Il mentionne une
traduction partielle du commentaire d’Butocius & SC II 4, par Thabit Ibn Qurra -
contenu dans les folios 191-192 du ms ar. 2457 de la BNF ~ que Woepcke (‘“Essai d'un
restitution de travaux perdus d'Apollonius sur les quantités irrationnelles’, 1856, p.
670) présente comme une traduction du comm. d’Eut. 4 SO II 2. D’aprés lintitulé il
me semble qu'il s’agit plutét du comm. 4 SCII, 1 sur le probléme de intercalation de
deux moyennes! Quant au commentaire d’Eutocius sur les Conigues, les traducteurs
d’Apollonius y ont peut-étre eu accés, mais jlignore ¢il a été traduit en arabe. Je
n’ai rien trouvé de trés tranché 4 ce sujet dans Ja thése de M™¢ Decorps-Foulquier,
Les Coniques d’Apollonius de Perge, Lille, 1994,

9. V. Ed. Heiberg, p. 120, 1. 5-11; Mugler, p. 82; Ver Eecke, p. 628. Pour l'exemple
de Théon, V. infra, Annexe, Texte 4.
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la premiére mention qu'il en fait, Khayyam reproche & Eutocius (et &
Héron) de ne pas avoir abordé le probleme du postulat des parallgles, il
n’est donc pas a priori invraisemblable que Khayyam ait mentionné Eu-
tocius précisément pour 1'un de ses traitements des rapports composés.
Au demeurant, dans I'une et l’autre de ses tentatives, le mathématicien
d’Ascalon se réfere bien évidemment 3 Euclide, nous aurons 'occasion
d’y revenir.

Quoi qu'il en soit des relations historiques avérées d’Eutocius et
de Khayyam, il parait intéressant de comparer les démarches de ces
deux auteurs, trés proches & certains égards, mais s'inscrivant dans
des perspectives assez différents. Cette comparaison est 'objet du tra-
vail qui suit, bein évidemment congu du point de veu d'un historien
des mathématiques grecques, attentif & leur postérité, en particulier
médiévale, mais qui ne lit pas l'arabe et qui n’a donc qu'un acces in-
direct au texte de Khayyam. Heureusement deux traductions frangaises
du commentaire ont été récemment publiées® et c’est grice 3 elles que
cette comparaison a été possible pour moi. Je partirai des témoignages
d’Eutocius pour remonter & travers la tradition grecque jusqu’a Euclide,
point de départ de la question. Cette exploration éclaire — me semble-t-
il — certains aspects du texte de Khayyam, auquel je reviendrai dans la
derniere partie.

I1. Eutocius

Lorsqu'il commente la Proposition I. 11 des Conigues d’Apollonius® (car-
actérisation de la parabole) laquelle utilise la notion de «rapport com-
posé de rapportsy, Eutocius renvoie explicitement & la Proposition VL
23 (sous ce numéro) des Fléments (Texte 1, §a) et souligne V'insuffisance
des traitements proposés par ses prédécesseurs. Il précise que lui-méme
en a déja traité dans son commentaire & Archimede, SC'II 4, et dans ses
scholies au premier Livre de I Afmagest (Texte 1, §b) — scholies auxquelles
certains spécialistes, dont Joseph Mogenet, identifient 1’ Tntroduction ano-
nyme qui précéde le traité de Ptolémée dans de nombreux manuscrits
grecs.” 11 croit cependant utile de reprendre brizvement la question afin

5. Références dans la note précédente.

6. V. Apoll., 11, éd. Heiberg, p. 218, 1. 1 - p. 220, 1. 25 et infra, Annexe, texte 1.

7. V. Mogenet J., L'introduction 4 UAlmageste. Mémoires de I'Académie Royale de
Belgique. Classe de Lettres. 2° série, Tome LI, fasc. 2. Bruxelles, 1956. W. Knorr a
produit une édition de la portion du texte grec portant sur la question des “rapports
composés de rapports” dans Knorr, W.R., Teztual Studies in Ancient and Medieval
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d’autres auteurs avaient abordé la question - (Anciens et Moderness,
pour paraphraser Khayyam - tels Thabit Ibn Qurra, an-Nayrizi, Ibn
al-Haytham. Chez les Anciens il faut mentionner Eutocius d’Ascalon,!
et cela, pour deux raisons au moins:
e Eutocius - 'un des derniers mathématiciens grecs anciens — constitue
notre source d’informations la plus importante pour cette question dans
la tradition antique. Il 'aborde & deux reprises, une premiére fois dans
ses commentaires a la célebre Proposition 4 du Livre IT de La sphére et le
cylindre d’Archiméde,? la seconde dans ceux portant sur la Proposition
11 du premier Livre des Coniques d’Apollonius.?
* Eutocius est explicitement nommé par Khayyam lui-méme, avec Héron
d’Alexandrie, comme faisant partie des Anciens qui se sont consacrés
I'explication des difficultés que contiennent les Eléments d’Euclide.
Malheureusement Khayyam ne donne aucun détail; s’il a lu cet an-
teur ou non, en particulier sur la question des rapports composés de
rapports, ni, ¢ fortiors, s'il I'a fait dans 'un et/ou autre des textes que
Je viens de signaler. Mais, comme on ne sait rien d’un hypothétique com-
mentaire qu'Eutocius aurait consacré aux Eléments, que, de plus, dans

1. Surtoul conmu comme rééditeur des quatre premiers Livres des Coniques
d’Apollonious de Perge, comme commentateur d'Archiméde et dn méme Apollonius.
2. V. Archimedis Opere ommnia cum commentariis Bulocsi, I-III Iteruin ed. L.
Heiberg, Lipsiae, in aed. B.G. Teubner, 1910-1915 (réimpr. Stuttgart, 1972), vol.
ITL, p. 120, 1, 1-p. 126, L. 20; (Buwres. Ed. et trad. frang. Ch. Mugler, 4 vol.
Collection des Universités de France, Paris, Belles-Lettres, 1970-1974, val. TV, p- 82,
1.4 — p. 86, 1. 11. Traductions frangaise dans Mugler, op. cit., et dans Les cuvres
complétes d’Archiméde suivies des commentaires d’Fulocius d’Ascalon. 2 vol. Trad.
frang. par P. Ver Eecke, Paris/Bruxelles 1921, (réimp. Paris, A. Blanchard, 1960),
Tome 1], pp. 628-632.

3. V. Apollonii Pergaei quae Graece exstant cum commentariis antiguis { Futocius),
{-1I. Ed. J.L. Heiberg. Leipzig, in aed. B.G. Teubner. 1891-1893. Réimp. Stuttgart,
Tenbner, 1974, vol. II, p. 218, 1. 1 - p. 220, 1. 25. A ma connaissance il n’existe pas
de traduction frangaise du commentaire aux Conigues. Nous traduisons le passage
consacré & la notion de qrapport composé de rappertssdans I’Annexe, Textc 1.

4. Dans l'introduction du commentaire; v. Dijebbar, A., L’émergence du concept
de nombre réel positif dans I'Epitre d’al-Khayyam (1048-1131) Sur l'explication
des prémisses problématiques du Livre d’Euclide, Orsay, Université de Paris-Sud.
Mathématiglues. Prépublications 97-39, 1997, traduction frangaise du commentaire
(basée sur U'édition du texte arabe par Al Sabra), p. 24, 1.5; p. 29, L. 19, ou
la nouvelle édition du lexte arabe avec traduction frangaise du commentaire par B.
Vahabzadeh dans Rashed R. et Vahabzadeh B., Al-Khayyam mathématicien, Paris,
Blanchard, 1999, p. 308, derniére 1., p. 320, 1. 2.

Dans ce qui suit je désigne ces deux ouvrages par les abréviations [Dj., 1997], [Vahab.,
1999].



‘Omar Khayyam et Eutocius:
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du commentaire sur certaines prémisses
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I. Introduction

A la fin de 'an 1077 de I’gre chrétienne (470 H) ‘Omar Khayyam acheve
son commentaire sur certaines prémisses problématiques du Livre
d’Euclide (Risala fi sharh ma ashkala min musadarat Kitab Ugqlidis),
commentaire en trois chapitres, précédés d'une introduction importante,
aussi bien du point de vue historique qu’épistémologique. Les histo-
riens des mathématiques privilégient généralement les deux premiers
chapitres du traité de Khayyam, consacrés & des questions fondamen-
tales de l'exposé euclidien: la théorie des paralléles et les Définitions
fondationnelles de la théorie des proportions du Livre V; a juste titre
sans doute, compte-tenu des apports originaux qu’ils recélent.

Le troisieme chapitre, traitant de problémes apparemment plus tech-
niques posés par la notion de «rapport composé de rapportss, a regu
moins d’attention. Il est d’ailleurs nettement plus bref que les précédents.
Son originalité est peut-étre moins évidente également. Bien entendu

* Je remercie le Docteur Jafar Aghayani-Chavoshi d’avoir sollicité et permis cette
modeste contribution & la commémoration internationale du 900° anniversaire de
Khayyam.
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