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  چکیده

ریاضیات و  ۀتاریخی در باب رابط ۀهاي متأخرِ تشدید دغدغ در این مقاله ضمن معرفی زمینه

هاي ریاضیاتی، تلاش شده  هاي مختلف راجع به ضرورت و یقین گزاره واقعیت، با تقسیم دیدگاه

ضروري  یقینی و غیر کسانی که ریاضیات را غیر. است به این دغدغه پرتویی نو افکنده شود

دانند و بسته به این که چه دیدگاهی  ریاضیات و واقعیت را مانند سایر علوم می ۀرابط شمرند می

. رئالیست خواهند بود به علوم تجربی داشته باشند، در قلمرو ریاضیات نیز رئالیست یا آنتی

کنیم، که  گرایان بررسی می گرایان و تحلیلی مخالفین این دیدگاه را تحت دو عنوان ترکیبی

دهیم که  نشان می. شوند ایان نیز خود به دو گروه افلاطونی و کانتی تقسیم میگر ترکیبی

اند، اما با  گرچه به معناي خاص خودشان رئالیست) ها ها و کانتی از افلاطونی اعم(گرایان  ترکیبی

گرایان از همان آغاز  تحلیلی ،در مقابل. رئالیسم به معناي رایج کلمه تفاوت ظریفی دارند

اي هم خواهیم داشت به دفاع مبتنی بر  در پایان اشاره. شان آشکار است ست بودنرئالی آنتی

  .کاربردپذیري، از رئالیسم در ریاضیات
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  مقدمه

چگونه است که ریاضیات، که نتیجۀ تفکر انسان و مستقل 

برانگیزي راجع به   تواند به این تحسین است، میاز تجربه 

اندیشۀ   اشیاي واقعی باشد؟ آیا عقل بشر، بدون تجربه، و با

  صرف، قادر است به خواص اشیاي واقعی پی برد؟

  آلبرت اینشتاین

. اسرارآمیز ریاضیات و واقعیت بوده است ۀهاي همیشگی در ریاضیات رابطیکی از پرسش

هایی دست یافت که بر توان به گزاره اي از اتاق می چگونه است که با تفکر محض در گوشه

پس یقین و ضرورت آن از  ،اند؟ اگر ریاضیات مبتنی بر تجربه است گیتی حاکم ۀسرتاسر پهن

شود؟ این ویژگی  چه میآید؟ و اگر مستقل از تجربه است ارتباط آن با طبیعت کجا می

توان با زیادي گمان کنند می ۀاي بوده است تا فلاسفاسرارآمیز ریاضیات در طول تاریخ انگیزه

اي و تأمل محض به معرفت ضروري و یقینی در مورد عالم دست یافت؛ و نشستن در گوشه

رایانه به هم گ هاي عقل همین امر سرنوشت ریاضیات و فلسفه را البته به نفع فلسفه و دیدگاه

  .گره زده بود

ویژه در قرن بیستم،  هاي همیشگی، از درون خود ریاضیات نیز، بهدر کنار این پرسش

ریاضیات و واقعیت را  ۀرابط ۀریاضیات دغدغ امسایلی رخ داد که در بسیاري از افراد آشنا ب

و » اضیاتهاي درون ری پارادوکس«: کنیم مهم را ذکر می ۀجا دو نمون در این. برانگیخت

اولین مسأله مربوط است به کشف تعارضاتی در ریاضیات و . »هاي غیرشهودي ریاضیات جنبه«

بایست بداهت و شهودي براي درك اهمیت پارادوکس راسل می. تر از همه پارادوکس راسلمهم

اي تعریف فرگه که بنابر آن هر خاصیت مجموعه. بودن تعریف فرگه از مجموعه را به خاطر آورد

کند، قبل از آن که با پارادوکس راسل مواجه شود را معین می) اشمصادیق ۀمجموع(ها ز اوبژها

  : کندکید میأکواین روي همین مسأله ت. ساخت و کاملاً شهودي تعریفی بود خوش

مثلاً بحرانی را که در اوایل این قرن با کشف پارادوکس راسل و سایر تعارضات 

جا که این  از آن. یاضیات پدید آمد در نظر بگیریدها در مبانی رنظریۀ مجموعه

مثل بازتعریف ) [ad hoc(تناقضات بایستی با تدابیر غیرشهودي و موردي 

سازي ریاضیاتی ما حالت تعمدي  شد، اسطورهبرطرف می] »مجموعه«

,Quine)» به خود گرفت و بر همه آشکار شد] گرانه حساب[ 1964, 18).  

گرایی  صورت ۀسنگینی بود که به کف ۀکند کشف این تعارضات وزنکه کواین اشاره می چنان

تیر خلاصی بود بر تمام  1دوم ناتمامیت گودل ۀویژه این که قضی به .در ریاضیات اضافه شد

  .گرفتهمیشه از ناسازگاري در ریاضیات صورت می  ـ براي  ـ بار هایی که براي خلاصیِ یکتلاش

هاي غیرشهودي ریاضیات را نیز برملا که جنبه دوم مربوط است به قضایایی ۀمسأل

 (doing too much)» کاريبیش« ۀاي که در برخی متون تحت عنوان مسأل کردند، مسأله می

رسد که ریاضیات حتی اگر تمام انتظارات شهودي ما را برآورده  به نظر می. طرح شده است

اي بر ماند و نتایج ناخواسته وقف نمیاي در قلمرو شهود متسازد، به علت این که در موارد عدیده
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یکی از . شود، کماکان مورد اتهام و تردید قرار خواهد گرفتهاي شهودي آن مترتب میگزاره

ساز  تا حدود صد سال پس از کشف دوران. »پیوستگی« ۀترین موارد مربوط است به مسألمعروف

دانان براي اثبات  ی که ریاضیهای حساب دیفرانسیل و انتگرال توسط نیوتن و لایبنیتس، روش

ناپذیري از شهود هندسی مربوط به  اجتناب ةگرفتند مقید به استفاد قضایاي حسابان به کار می

ناپذیر از نمودارها نتایجی را براي معرفت ریاضیاتی و یقین آن  حذف ةاین استفاد. نمودارها بود

مان به نمودارها خواهد بود و  معرفتکه معرفت ما از قضایاي حسابان از جنس  چرا .داشت

اي  لی مسألهاز این دو موضوع ـ یعنی جنس معرفت و یقین آن ـ او. تر از آن نخواهد بود یقینی

دانان  و همین مسأله بود که توجه ریاضی ؛دانان است فلسفی و دیگري مورد توجه عملی ریاضی

,Potter 2004) جلب کرد» تدقیق آنالیز«را به  81 – بدیهیِ  ۀبولتسانو با اثبات دقیق قضی. (2

در این دوره مطالعه روي توابع . آید گامان این حرکت به شمار می از پیش 1817مقدار میانی در 

رفت قضایاي ریاضی از  بسیاري از شهودها را داده بود و گمان می پیوسته قدرت تئوریزه کردنِ

دوم قرن نوزدهم با کشف تعارضاتی  ۀیمتا این که در ن. آیندشهود هندسی به خوبی برمی ةعهد

. رفته یافت بین قضایاي ریاضی و شهود هندسی، ریاضیات معصومیت خود را تا حدودي ازدست

از سویی ریمان تابعی ارائه داد که روي تمام نقاط ناگویا پیوسته و روي تمام گویاها ناپیوسته 

دانان را متوجه جدي ، ریاضیناپذیر جا مشتقهمه ۀاست و از سوي دیگر کشف توابع پیوست

توسط بولتسانو کشف شد، اما  1840اولین مورد از این نوع توابع در سال . مسأله ساخت بودنِ

آن را منتشر  1872مثال دیگري کشف و در سال  1861منتشر نشد تا این که وایرشتراس در 

ارسکی اثبات کردند باناخ و ت 1924در سال . این مسأله در قرن بیستم حتی حادتر هم شد. کرد

واحد را چنان به تعداد متناهی  ةتوان سطح کردهد که میاصل انتخاب نتیجه می«که 

در ) کنندتبدیلاتی که طول و زاویه را حفظ می(تکه تجزیه کرد که با حرکات صلب 

واحد را تشکیل  ةها، سطح دو کرفضاي اقلیدسی و در کنار هم قرار دادن مجدد آن

تکه کاهش  4توان تا  ها را مینشان داد که تعداد این تکه 1947در  رابینسون(» .داد

برخی مشکل این قضیه را در پذیرش اصل انتخاب دانستند و سعی کردند با طرد این .) داد

رسد که مسأله فراتر از اصل اما به نظر می. شونداصلِ به ظاهر بدیهی از شر این قضیه خلاص 

  : عجیب زیر که هیچ نیازي به اصل انتخاب ندارد توجه کنید ۀیبراي مثال به قض. انتخاب باشد

اقلیدسی  ۀاز صفح Eغیرتهی  ۀزیرمجموع: )1914یرپینسکی مازورکیویچ ـ سی( ۀقضی

توان به تعداد متناهی تکه تقسیم  ها را می مجزا که هر یک از آن ۀوجود دارد با دو زیرمجموع

جابجا کرد تا ) حافظ طول(را به صورت ایزومتریک  ها اي آن گونه توان به کرد، به طوري که می

  .دست یافت Eبه افرازي از 

ریاضیات و واقعیت را مخصوصاً در  ۀت مربوط به رابطسؤالا طرح ۀاین مسایل زمین ۀمجموع

به . ت تاریخی فلاسفه در این زمینه دامن زدسؤالا چنین به دانان ایجاد کرد و هم بین ریاضی
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هاي لازم براي ورود به بحث تا حدودي شکل گرفته باشد، وقت دغدغهکه رسد اکنون نظر می

  . مان بپردازیم آن است که به بحث اصلی

  ریاضیات غیریقینی و غیرضروري-1

برخی : شوندریاضی به دو گروه تقسیم می زمینۀبندي کلی، فلاسفه در  در یک تقسیم

یقینی و غیرضروري ها را غیر یلی نیز آنة قلاند و عدهاي ریاضی را یقینی و ضروري دانستهگزاره

البته ضرورت و یقین دو امر مجزا هستند و قابل تصور است که در جایی . اندبه شمار آورده

براي مثال من یقین دارم که اکنون خطوط آبی بر . یقین داشته باشیم و اثري از ضرورت نباشد

ممکن بود اکنون با خودکار قرمز بینم، گرچه هیچ ضرورتی در کار نیست و سطح سفیدي را می

ریاضیات مطرح شده است، به  ۀبا این حال در نظریاتی که در باب فلسف. بر کاغذ زردي بنویسم

رسد این است  دلیل مهمی که به ذهن می. بسته نگاه شده است ضرورت و یقین مانند دو امر هم

ان یقین حاصل کرد که گزاره تو هنگامی می هاي کلی تنها مورد گزارهکه برخلاف مثال قبل، در 

حاوي ضرورت باشد و به همین دلیل در مورد ریاضیات، برخلاف مشاهدات حسی، ضرورت و 

ترین کسانی که به نفی یقین و ضرورت در ریاضیات  از شاخص 2.اند یقین دو روي یک سکه

 توان در این ها را می دیدگاه آن. توان به جان استوارت میل و کواین اشاره کرد اند می پرداخته

 ۀرابط. چون فیزیکانگاره خلاصه کرد که ریاضیات همچون سایر علوم تجربی است، هم

ریاضیات و واقعیت نیز مانند سایر علوم است، و بستگی دارد به این که چه جایگاهی براي علوم 

تمام در حالی که میل دیدگاهی رئالیستی به علم دارد، کواین از رئالیسم در . تجربی قایل باشیم

، »گرایی طبیعت«موسوم به  ۀدر واقع کواین با طرح فلسف. جمله ریاضیات پرهیز دارد ها از زمینه

چه نوع هویاتی وجود «و » توانیم بشناسیم؟ چه چیزهایی را می«مثل  ،ت سنتی فلسفهسؤالا به

ترین نظریات ما اکنون بهترین به نظر او به. بخشد سیال میمعنایی غیرمطلق و  ،»دارند؟

ت ذکر شده نباید به سراغ نظریات کلاسیک سؤالا مان هستند، و براي پاسخ به نظریات علمی

این که در هر زمان چه نوع هویاتی وجود دارند، موکول . شناختی و متافیزیکی برویم معرفت

ترین نظریات علمی به جا که از زمان گالیله به از آن. است به نظریات علمی حاکم بر آن زمان

رسد که تعهدي رئالیستی به مفاهیم و حقایق  اند، پس به نظر می ضیات بنا و بیان شدهزبان ریا

 ةمتضمن تأیید هموار 3گرایی ویژه این که تز کل به. مدرن نهفته است ۀاندیش ریاضیاتی در کنه

چنان . نظریات ریاضیاتی در کنار تأیید نظریات علمی توسط مشاهدات و آزمایشات فراوان است

گرایانه با از دور خارج کردن رئالیسم به معناي مطلق آن و  ست دیدگاه طبیعتکه مشخص ا

از آن، به همان میزان در قلمرو ) مند وابسته به شناخت و در نتیجه تاریخ(درکی نسبی  ۀارائ

  !ریاضیات به معناي متعارف رئالیستی است که در سایر قلمروها، یعنی به هیچ وجه

هاي متفاوت قصد  اندیشمندان که به شیوه  طیف وسیعی از: اردن بزرگی دااین دیدگاه مخالف

هاي شاخص این طیف  با بررسی دیدگاه. هاي ریاضیاتی را داشتند دفاع از ضرورت و یقین گزاره

ها  به این منظور آن. بندي نسبتاً جامعی از بحث ریاضیات و واقعیت دست خواهیم یافت به جمع
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هاي ریاضیاتی و قائلین به  قائلین به ترکیبی بودن گزاره: مکنی عمده تقسیم می ۀرا به دو دست

  .ها تحلیلی بودن این گزاره

  گرایان ترکیبی -2

ها را داراي محتواي  اند، این گزاره هاي ریاضیاتی کسانی که قائل به ترکیبی بودن گزاره

لیسم در به همین دلیل اگر قرار است از رئا. دانند واقعی دانسته و حاکی از جهان عینی می

که  اما این. وجو پرداخت اندیشمندان به جست  ریاضیات دفاع شود، باید در بین نظریات این

که تا چه حدي قابل دفاع  توانند رئالیستی به شمار آیند، و یا این چنین نظریاتی تا چه حدي می

عنوان بررسی این نوع نظریات را تحت دو . هستند، در ادامه مورد بحث قرار خواهد گرفت

  .کنیم دنبال می» دیدگاه کانتی«و » دیدگاه افلاطونی«

  دیدگاه افلاطونی -2. 1

اقلیدسی  ۀهندس. موضوعی اقلیدس  اصل ۀبیایید به گذشته برگردیم، به آغاز باشکوه هندس

اي بود مبتنی بر  شناخت پیشین و ضروري از ساختار واقعی فضا را داشت، هندسه ۀکه داعی

. شد ط شهود تضمین میشان توس اي که اعتبار و درستی و اصول اولیهروش استنتاج منطقی 

موضوعی  هاي قبلی را در اصل وي با هندسه ۀهندس ةکار اقلیدس و تفاوت عمدمعمولاً شاه

(axiomatic) ۀموضوعی شدن این هندسه خود نتیج که اصل دانند، غافل از این بودن آن می 

موضوعی  است و اگر اقلیدس توانست هندسه را اصل حاکم شدن تفکر افلاطونی بر ذهن اقلیدس

 (ideal)کند به خاطر این بود که پیش از آن هندسه را از عالم محسوس به عالم مثالی 

 ۀو مسأل هستیمرو  در قلمرو محسوسات با احکام جزیی و روش استقرایی روبه. برکشیده بود

توان  ست که در این روش هرگز نمیاستقرا که بعدها توسط دیوید هیوم طرح شد، حاکی از آن ا

اقلیدس هر تعداد خط را نیز مورد مشاهده قرار داده باشد باز . به ضرورت و یقین دست یافت

) غیرقابل انتقال به موارد دیگر(ها احکامی جزیی و غیرقابل تعمیم  هم احکام مترتب بر آن

جا که او مشاهده کرده،  تا آنتواند بگوید این است که  حداکثر چیزي که اقلیدس می. خواهد بود

اقلیدس . از تمام نقاط خارج از هر خط یک و تنها یک خط به موازات آن قابل رسم بوده است

هاي ممکن تعمیم داده و مدعی صدق بر چه مبنایی حکم موارد مشاهدتی خود را به تمام خط

  ها شده است؟  و ضرورت آن

 ۀاقلیدس مدعی شهودي بودن مفاهیم و اصول اولی. اي دیگر بیاغازیم بازگردیم و از نقطه

توان یک نقطه یا خط هندسی را مورد شهود  هندسه بود، اما آیا این ادعا موجه است؟ چگونه می

توانیم اشیاء فیزیکی را مورد شهود قرار دهیم، و در این  قرار داد؟ ما توسط حواس خود تنها می

اي که  همانی آن دقت و این .شود اضیاتی یافت نمیهمانی ری  اشیاء فیزیکی اثري از دقت و این

رسد هنگامی که اقلیدس  بنابراین به نظر می. سراغ داریم... در خط راست، دایره، سطح صاف و

کند، عنصر تجرید را نیز به نظام  ریزي می اصل موضوعی خویش را بر اساس شهود پایه ۀهندس

تا ابد از دسترس شهود حسی ما خارج اشیاي هندسی مثل نقطه و خط . کند خود تزریق می
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تواند اشکال  که تخیل فقط می چرا .ها دست یافت توان بدان مانند، و حتی با تخیل نیز نمی می

یی »ناگویا«چون اعداد اشیاي هندسی هم. دیگر تبدیل کند محسوس را به اشکال محسوس

 ۀسی و تغییریافته به وسیلهاي ح اوبژه(» گویا«هایی از اعداد  هستند که تنها از طریق دنباله

به . ها دست یافت ها نزدیک شد، بدون این که هرگز به آن الابد به سمت آن توان الی می) تخیل

هایی از  همین دلیل جهان هندسه، جهانی است وراي جهان محسوس و ما این جهان را با دنباله

شاید . سازیم د گویا میگونه که اعداد ناگویا را از روي اعدا سازیم، همان شهودهاي حسی می

رسد،  چه در آغاز به نظر می اقلیدسی، برخلاف آن ۀتر بتوانیم ادعا کنیم که هندس اکنون راحت

پیشین هندسی و تحقیق تجربی در  ۀدر عین حال انتقال بین نظری. شهودي نیست ۀهندس

فضایی مورد زندگی روزمره چنان براي ما آشنا است که تمایل داریم تمایزي بین فضا و اشکال 

  .ها یکی هستند گویی این ؛بحث هندسه و فضا و اشکال فضایی در واقعیت تجربی قائل نشویم

قابلیت صدور احکام ضروري و کلی و شهودناپذیري اشیا و احکام (راز این دو مسأله 

افلاطون ضمن برشمردن . ستتفکر افلاطونیِ پشت این هندسه ج را باید در) هندسی

هاي کلی، ناگزیر  حسی، براي دفاع از تفکر عقلانیِ مبتنی بر مفاهیم و گزاره ةهاي مشاهد نقیصه

مفاهیم و ). ها ایده(قلمرویی به نام عالم مثل  ؛شود به پذیرش قلمرویی مختص مفاهیم کلی می

در (اقلیدسی متعلق به این فضا هستند و افلاطون قائل به نوعی شهود عقلانی  ۀحقایق هندس

از طرفی به نظر او عالم واقع و ادراك شده توسط . سبت به این عالم بودن) مقابل شهود حسی

این امر . اي است از عالم عقلانی یعنی عالم واقع تابع و سایه .حواس، رونوشتی از عالم مثل است

دهد،  آلیسم افلاطونی را نشان می علاوه بر این که ایده) تبعیت عالم واقعی از عالم عقلانی(

هندسه اگر مطابقتی . دهد کاربردي بودن هندسه را نیز در اختیار ما قرار می مبناي افلاطونیِ

تقریبی نیز با طبیعت دارد به خاطر این است که طبیعت تا حدودي مطابق است با عالم 

آشکار است که افلاطون در عین حال که از عینیت . اي که هندسه تئوري مکان آن است عقلانی

معرفتی براي آن قائل است، به معناي متداول و موردنظر خیلی  کند و محتواي هندسه دفاع می

چراکه ریاضیات را توصیف عالم واقع  .ریاضیات نیست ةدانان قائل به رئالیسم در حوز از ریاضی

چیست و آیا ) شهود عقلانی(هاي مثالی  دسترسی به اوبژه ةکه نحو  این. (داند نمی) طبیعت(

 ونوشت دانستن عالم واقع نسبت به عالم عقلانی بود یا نه،افلاطون مجاز به تکثیر عالم و ر

  .)دیگري همواره مورد بحث فلاسفه بوده است ت بسیارِسؤالا تی است که در ضمنسؤالا

گرایی چه تبعاتی براي ریاضیات به همراه داشته است و  که مشخص شد افلاطون اکنون 

قائل  ۀبه سراغ رویکرد دوم در بین فلاسفگرایان از چه نوعی است،  رئالیسم مورد ادعاي افلاطون

  .رویم، یعنی رویکرد کانتی هاي ریاضیات می به ترکیبی بودن گزاره

  دیدگاه کانتی -2. 2

رسد محتواي معرفتی داشته  هاي ضروري و کلی که به نظر می کانت براي توجیه گزاره

کانت به دلایل محکم فلسفی که از هیوم باقی مانده . نهد شناخت خود را بنا می ۀباشند، نظری
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توانند مبتنی بر تجربه باشند و بنابراین  هاي ضروري و کلی نمی بود متقاعد شده بود که گزاره

هاي ترکیبی  کانت توجیه گزاره ۀپس مسأل. دانست) اي مقدم بر هر تجربه(ها را پیشین  باید آن

ها مستلزم ارتباطی بین آگاهی و عالم واقع است و پیشین  ترکیبی بودن این گزاره .پیشین است

با این مقدمات تنها راهی که براي کانت  .ها مانع خروج از آگاهی به سمت عالم واقع بودن آن

که  آگاهی است؛ یعنی به جاي این ۀماند، به زبان غیرفنی، آوردن عالم واقع به حیط باقی می

اما ! ا با عالم واقع منطبق کند، این عالم واقع است که باید به ساز آگاهی برقصدآگاهی خودش ر

چرا که کانت به هیچ وجه حاضر به  ؛این دیدگاه را نباید با دیدگاه افلاطونی اشتباه گرفت

. جا خبري از تکثیر افلاطونی عالم نیست که در این افزون بر این .پذیرفتن شهود عقلانی نیست

) هاي ترکیبی پیشین طرح شد که طبق توضیح قبل، براي توجیه گزاره(کانت  ۀبنابر فرضی

هایی از جانب  که به آگاهی درآید باید لباس گرچه عالم واقع مستقل از ما است، اما براي این

نهد و شامل صور  ها را صور پیشین ادراك نام می هایی که کانت آن آگاهی بر تن کند، لباس

» زمان«و » مکان«کانت صور پیشین احساس را . شوند ین فاهمه میپیشین احساس و صور پیش

گیرد مگر در قالب صور پیشین  حسی صورت نمی ةکه هیچ مشاهد داند و قائل است به این می

کنیم چیزي جز همین  شناسیم و ادراك می چه ما به عنوان عالم واقع می تمام آن. مکان و زمان

نفسه و  چراکه ما هیچ دسترسی به عالم فی ؛راك نیستعالم پدیدارِ ملبس به صور پیشین اد

رئالیستی  ۀاسمی که وظیف .ماند باقی می» اسم«وراي آگاهی نداریم و این عالم تا آخر یک 

  . کشد کانت را بر دوش می ۀمعرفی کردن فلسف

به . اقلیدسی ۀپردازیم به توجیه کانت بر ترکیبی و پیشین بودن هندس با این مقدمات می

گیرد، اما همین  انت صورت پیشین مکان قالبی است تهی که تا پر نشود آگاهی شکل نمینظر ک

صورت (توان برگشت و قواعد محض حاکم بر قالب مکان  ت پدیداري شکل گرفت مییکه واقع

اند و هر امر  جا که این قواعد بر صورت پیشین مکان حاکم از آن. را متمایز کرد) پیشین احساس

تحت صورت پیشین مکان قالب زده شده است، پس این ) واقعیت پدیداري معناي به(واقعی 

به نظر کانت کاري . دارند قواعد احکام ضروري و کلی حاکم بر تمام واقعیات پدیداري را بیان می

که اقلیدس در هندسه انجام داد کشف این قواعد حاکم بر صورت پیشین مکان بود و همین امر 

شود به  علم حساب نیز مربوط می(اقلیدسی است  ۀهاي هندس ضامن یقین و ضرورت گزاره

  ). صورت پیشین زمان

ریاضیات  ةآید کانت به معناي خاص خودش در حوز که از این شرح مختصر برمی چنان

اگر واقعیت را به معناي شیء . اي با رئالیسم به معناي رایج آن ندارد رئالیست است، گرچه میانه

که یک   ریاضیات یک غیررئالیست و بل ۀنظر بگیریم، کانت در زمین نفسه و وراي آگاهی در فی

همین (تبع کانت همین واقعیت پدیداري  اما اگر واقعیت را به ؛عیار است رئالیست تمام آنتی

شایان البته . بدانیم، کانت در ریاضیات قائل به رئالیسم است) کنیم طبیعتی که به آن اشاره می

اقلیدسی، آن را مانند افلاطون خارج از   ۀرئالیستی دانستن هندس ذکر است که کانت با وجود
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داند، و اصولاً شهود حسی را پس از اعمال این صور پیشین به رسمیت  شهود حسی می ةحوز

هایی  هاي غیراقلیدسی مواضع افلاطون و کانت با چالش هندسه  جدا از این که با طرح. شمرد می

ویژه بر دیدگاه کانتی، وارد شده  ها، به اي بر آن مواجه شد، در سنت فلسفی نیز مشکلات عدیده

  .ها بایستی به متون تخصصی فلسفه مراجعه کرد گیري آن براي پیاست که 

جا مشخص شده است این است که در هر دو دیدگاه افلاطونی و کانتی،  چیزي که تا این

ها است که  ریاضیات به معناي رایج کلمه غیر رئالیستی است و در معناي خاص این فلسفه

بر این که در هر دو مورد، هندسه در عین  توان از رئالیسم در ریاضیات سخن گفت؛ مضاف می

بعد از معرفی . رئالیستی بودن غیرشهودي است و باید ادعاي شهودي بودن خود را به کنار نهد

هاي  یعنی کسانی که گزاره .دوم بپردازیم ۀمختصر این دو گروه عمده، وقت آن است که به دست

در بین مدافعین این دیدگاه . اند ار آوردهریاضیاتی را تحلیلی و عاري از هر محتواي عینی به شم

هاي  ها به دیدگاه وبیش بین آن شود و ما نظر به اهمیت و اختلافات کم اختلاف زیادي دیده نمی

  .کنیم اي می هاي منطقی و هیلبرت اشاره یست هیوم، پوزیتیو

  گرایان تحلیلی - 3

 .رسد ریاضیات به نظر نمی هاي دیدگاه هیوم در نگاه نخست مبتنی بر تحلیلی دانستن گزاره

  : گیرد ها را بیان روابط بین تصورات کلی در نظر می که این گزاره چرا

اي است که  که مربع وتر برابر است با مجموع مربعات دو ضلع، گزاره این

,Hume)کند  رابطۀ بین این اشکال را بیان می 2007, 18) .  

دهد، مفهوم کلی مثلث تنها  کلی ارائه می گرایانه از تصورات جا که هیوم تحلیلی نام از آن

به همین دلیل . اسمی است که قادر است هر مثلث جزیی محسوس را نزد ذهن حاضر سازد

کنند و چیزي که مسلم است در  احکام هندسه روابط بین تصورات جزیی محسوس را بیان می

شود و در  میاین تصورات جزیی محسوس اثري از کمال و دقت مورد نظر ریاضیات یافت ن

 ،البته هیوم در اثر قبلی خود. شود نتیجه ضرورت و یقین احکام هندسی مورد خدشه واقع می

حساب و جبر است  ةاظهار داشته بود که هندسه به پاي دقت و یقین کاملی که ویژ ،رساله

  : رسد، و نوشته بود نمی

چ دو دهند که هی مان اطمینان کامل به ما می نماید که تصورات چنین می

توانند نقطۀ اشتراکی داشته باشند؛ ولی اگر این تصورات را  خط موازي نمی

ها همیشه انحراف محسوس دو خط را فرض  بینیم که آن بررسی کنیم، می

غایت کوچک است، ما  دهند به اي که تشکیل می گیرند و جایی که زاویه می

ه به ما ملاکی از خط راستی به چنان دقت نداریم که از صدق این گزار

اند که در  منزلۀ یگانه علومی بنابراین جبر و حساب به.... دهد اطمینان می

اي از استدلال را به هر درجه از پیچیدگی پیش بریم  توانیم زنجیره ها می آن

  ).293 ،1375 ،به نقل از کاپلستون(داریم  و باز دقت و یقین کامل را نگه
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توانیم از تحلیلی  راحتی می به جبر است که بهبه نظر هیوم تنها با تحویل هندسه و حساب 

هاي منطقی  بودن ریاضیات دفاع کنیم و این خطی است که از هیوم آغاز و توسط پوزیتیویست

علایم و بسط  دستههایی بین یک  ریاضیات چیزي نیست جز برقراري نسبت. شود دنبال می

  : ها نتایج حاصل از این نسبت

هایی که توسط منطق  تر شامل آن گزاره عقلمروِ تعاریف به معنایی وسی

شناختی، این  از لحاظ معرفت. شوند نیز است محض از تعاریف نتیجه می

ها قابل تعویض  با آن... شده مثل تعاریف هستند، چراکه هاي استنتاج گزاره

از این منظر علومِ صرفاً مفهومی، مانند حساب، در واقع تنها شامل . هستند

فراتر  چیزِ گویند، هیچ اي به ما نمی اساساً تازه چیزِ ا هیچه تعاریف هستند؛ آن

,Schlik)از اصول  2002, 73).

گرایی در ریاضیات مطرح است، اما  این نگرش چیزي است که امروزه تحت عنوان صورت

. گرایی هیلبرت با این دیدگاه است توجه صورت مهمی که باید به آن اشاره کرد تفاوت قابل ۀنکت

هیلبرت ضمن تفکیک قائل شدن بین ریاضیات متناهی و نامتناهی، در قلمرو ریاضیات متناهی 

گرایی محض  صورت ۀپذیرد، و ریاضیات نامتناهی را صحن دیدگاه کانت به ریاضیات را می

علم رخ داده است، مثل وقتی که  ۀفکیک قلمروها در موارد متعددي در فلسفاین ت. داند می

، یا مثل تفکیک فیزیک »خداوند اعداد صحیح را آفرید، باقی همه کار انسان است«کرونکر گفت 

  .توسط ابزارانگارن نظريو  مشاهدتیبه دو قلمرو 

یکل رزنیک و استوارت هاي متأخر دیدگاه تحلیلی به ریاضیات توسط کسانی مثل ما در دوره

برطبق . تري طرح شده است به شکل دقیق و پخته» ساختارگرایی«شپیرو، تحت عنوان 

هایی درون ساختارها و هیچ هویتی  هاي ریاضیاتی چیزي نیستند جز موقعیت ساختارگرایی اوبژه

گراییبراي مثال، بنابر ساختار. (Resnik, 1981, 530)اي خارج از ساختارها ندارند  و ویژگی

هاي نامتناهی از  موضوع حساب الگویی است مشترك میان تمام سیستم

گري که در اصل استقرا صدق  اشیایی با یک عضو اولیه، رابطۀ تالی یا عمل

... مکانی است در ساختار اعداد طبیعی 6یک عدد طبیعی مثل ... کند می

(Shapiro, 2005, 21).

که این ساختارها هستند که  چرا .مفاهیم استناپذیري  یکی از نتایج این دیدگاه ترجمه

براي . گیرد اند و یک مفهوم از یک ساختار به ساختار دیگر معناي متفاوتی به خود می معنابخش

  4.ریمانی به دو مفهوم متمایز اشاره دارد ۀاقلیدسی و هندس ۀدر هندس» خط«نمونه، 

  مسأله کاربردپذیري - 4

هاي  یک امر مسلم است و آن این که هر جا گزارهشده،  با وجود تمام اختلافات ذکر

اي  معمولاً در مقابل این نگرش عده. ریاضیاتی را تحلیلی بدانیم بحث رئالیسم منتفی خواهد بود

رئالیستی بودن مفاهیم و  ۀو آن را نشان 5کنند انگیز ریاضیات در علم استناد می به کاربرد حیرت

  : دانند می) طونی آنمخصوصاً به شکل افلا(احکام ریاضیاتی 
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د شدت مؤی به ] کاربردي بودن[باید گفت که این ویژگی ریاضیات 

گرایی است، چراکه ما در اینجا به طور ضمنی بر وجود قلمروِ مجزاي  افلاطون

. گذاریم کنیم، صحه می ریاضیاتی، که در آن جهان طبیعی را بازنمایی می

بازنمایی توسط نماد اعداد صورت گرایان پاسخ خواهند داد که این  البته نام

د گیرد، نه خود اعداد، و بنابراین این مسأله به صورت قاطع مؤی می

گرایی در  با این وجود طبیعی بودن افلاطون. گرایی نخواهد بود افلاطون

. ریاضیات کاربردي، درست مثل ریاضیات محض، آشکارا بدیهی است

(Brown, 2008, 53).

که صرف تحلیلی بودن ریاضیات ارتباطی به بحث کاربردي بودن آن  اما باید به خاطر داشت

ندارد و مهم این است که انتخاب ساختارهاي ریاضیاتیِ مورد مطالعه، بر اساس نیازها و 

گرایی  کواین در دفاع از صورت. گیرد معیارهاي پراگماتیستیِ موجود در علوم تجربی صورت می

  : نویسد در مقابل ایراد کاربرد ریاضیات می

دلالت به حساب  هاي بی گرا ریاضیات کلاسیک را بازي با علامت یک صورت

اما کاربرد ... تواند کاربردي باشد ها هنوز هم می این بازي با علامت. آورد می

طور  همین. اللفظی ـ باشد لازم نیست متضمن دلالت ـ به هر معناي تحت

و یافتن مبانی عینی  کردن قضایا  دانان در سرهم گیر ریاضی توفیق چشم

اند نیز لازم نیست  ها رسیده براي توافق در نتایجی که هر کدام به آن

دانان  زیرا مبناي کافی براي توافق میان ریاضی. متضمن دلالت باشد

ها است یافت شودـ  تواند در قواعدي که حاکم بر بازي با علامت سادگی می به

ها، کاملاً  برخلاف خود علامت (syntactical rules)زیرا این قواعد نحوي 

,Quine)داراي دلالت و قابل فهم هستند  1964, 15).

زیبایی و دقت  پوانکاره به ۀهاي قراردادگرایان اندیشه پذیريِ نظریات ریاضیاتی که در تعویض

پوانکاره در تمثیلی هوشمندانه . بیان شده است، شاهد دیگري است بر درستیِ مدعاي کواین

فرض کنید دانشمندانی دو بعدي در یک سطح اقلیدسی به : دهد ا چنین شرح میاین انگاره ر

حال فرض . باشندجهان خویش می ۀها به دنبال تعیین هندسآن. شکل دیسک محدود باشند

. ها به صورت خطی با تغییرات دما تغییر طول دهندگیري آن اندازه  ها و وسایلکشکنید خط

دیسک دما برابر است  ۀاست و در هر نقط) ثابت Tشعاع دیسک و  TR2 )Rدما در مرکز دیسک

T(R2با  – r2) ) کهr اي است  بنابراین توزیع دما به گونه). آن نقطه تا مرکز دیسک است ۀفاصل

گیري نیز به  اندازه کشکند و در نتیجه طول خطکه در مرز پیرامون دیسک دما به صفر میل می

حال اگر ساکنین این دیسک گمان کنند که . یابدش میسمت پیرامون دیسک همواره کاه

رسند که در یک سطح  سادگی به این نتیجه می هاشان همواره ثابت بوده است، به کش طول خط

ها از نور حتی اگر آن. کنند منفی زندگی می تناهی لوباچوفسکی با انحناي ثابتدو بعدي نام

یم سطح دیسک را از موادي با ضریب شکست توانشان استفاده کنند، میبراي تعیین هندسه

قبلی برسند  ۀمتغیر بسازیم به طوري که باز هم این دانشمندان فریب بخورند و به نتیج

(Sklar, 1992, آیا در اینجا نیز . گیریماکنون جهان سه بعدي خود را در نظر می .(55-6
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جهان را غیراقلیدسی بدانیم، کم و زیاد شدن  ۀتوان گفت که آن چه باعث شده است هندس نمی

عنوان  بعدي به گیري و شکست نور است؟ در مثال دو بعدي، ما موجودات سهاندازه طول وسایل

اما در اینجا دیگر چنین مرجعی وجود . شناختیممرجع نهایی، ادعاي درست را از نادرست بازمی

حقیقی  ۀیعنی هندس. گزینیمکی را برمیهاي ممکن یاین خود ما هستیم که از هندسه. ندارد

بنابراین این مسأله به جانب ما واگذار . کندجهان به تصمیم یا قرارداد ما بستگی پیدا می

با اضافه کردن قوانین جدید مخصوصاً براي (اقلیدسی و فیزیک نیوتونی  ۀشود که آیا هندس می

  . و فیزیک نسبیتی راریمانی  ۀرا بپذیریم یا هندس) گیرياندازه نور و وسایل

اند و نه  ترکیبیهندسه، نه شهودهاي پیشین ۀبنابراین اصول موضوع

انتخاب ما از بین تمام قراردادهاي ممکن با . ند ها قرارداد آن. واقعیات تجربی

ماند، و  گیرد؛ اما باز هم آزادانه باقی می راهنمایی واقعیات تجربی صورت می

یعنی حتی . ضرورت اجتناب از تناقض استتنها محدودیتی که وجود دارد 

پذیرش اصول، خود صدق تقریبی  ةکنند زمانی که قوانین تجربی تعیین

 ۀبه عبارت دیگر اصول موضوع. داشته باشند، آن اصول صدق اکید دارند

هایی در تنها تعریف) گویمحساب سخن نمی ۀدربارة اصول موضوع(هندسه 

آیا هندسه : اندیشید  ن سؤال چه بایدحال راجع به ای. لباس مبدل هستند

مثل این است که بپرسیم . معنا استاقلیدسی درست است؟ این سؤال، بی

گیري قدیمی اندازه  ها وآیا سیستم متري درست است؟ و آیا وزن

اند و محورهاي مختصات  اند؟ آیا محورهاي مختصات دکارتی درست نادرست

تر از دیگري باشد؛ تنها تتواند درسقطبی نادرست؟ یک هندسه نمی

,Poincare)تر باشد تر و مناسبتواند از آن راحت می 1905, 50).  

مسأله به این سادگی نیست و توجیه کاربردي بودن ریاضیات در این حیطه  ،جبردر مورد 

,Steiner. ك.براي نمونه ر(طلبد  تري می هاي دقیق بحث 2005, 627 – با مثالی سعی  .)41

اعداد حقیقی مثبت با . جبر به دست دهیم ۀها را در زمین کنیم سرنخی از این نوع تلاش می

+R)عمل ضرب  تابع . ندارد (+ , R)هیچ تفاوت ساختاري با اعداد حقیقی با عمل جمع  (* ,

: براي مثال. کند ها برقرار می بین آن 6ریختی یک یک f (x) = exنمایی 

f (5) * f (6) = e5 * e6 = f (5 + 6)
توانیم  ما می. توان براي تمایز گذاشتن بین این دو ساختار ترتیب داد هیچ آزمایشی نمی

ریاضیاتی  ضرب دو کمیت مثبت، توصیف با حاصلقانون حاکم بر یک فرایند فیزیکی را هم 

از درست بودن هر کدام از این دو  سؤال در اینجا نیز. جمع دو کمیت کنیم، و هم با حاصل

  .معنا است ساختار ریاضیاتی بی

   نتیجه

جان استوارت میل، به معناي  ۀگرایان هایی که ذکر شد تنها دیدگاه تجربه از میان دیدگاه

نهفته  توجیه ضرورت و یقینِ ةجا که این دیدگاه از عهد اما از آن. معمول کلمه، رئالیستی است

اگر بخواهیم با حفظ . آید، چندان مورد قبول واقع نشده است تی برنمیهاي ریاضیا در گزاره
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چنان دیدگاهی رئالیستی به ریاضیات داشته باشیم، به نظر ضرورت و یقین ریاضیات، هم

رسد که باید به تغییرات ظریف و دقیق فلسفی در مفهوم واقعیت و انتظارمان از آن، تن  می

افلاطون و . توانیم از رئالیسم در ریاضیات دفاع کنیم که میتنها با این تغییر نگرش است  .دهیم

کانت، هر کدام به نوعی، امکان این تغییر نگرش و در نتیجه دفاع از رئالیسم در ریاضیات 

 ةهاي عدید داوري اما مشکلات فلسفی و پیش. آورند ضروري و یقینی را براي ما فراهم می

گذاشتن این دو دیدگاه واداشت، امري که به بازبینی در متافیزیکی، فیلسوفان معاصر را به کنار 

هاي  فیلسوفان ریاضی در دوران معاصر، تحت تأثیر رواج دیدگاه. ریاضیات نیز انجامید ۀفلسف

گرایانه  ساختارگرایانه و حمله به مبناگرایی، ریاضیات را قابل تحویل به زبان و قراردادهاي عمل

ها دست یافته است، ما را بیش از  معاصر به آن ۀي که فلسفا شناختی الزامات معرفت. دانستند

ها گرچه بسیاري از  این دیدگاه. دارد هاي ضدرئالیستی وامی پیش به پذیرش این دیدگاه

شوند  گذارند، اما در مقابل با مشکل دیگري مواجه می شناختی را پشت سر می مشکلات معرفت

ما توجیه این  ۀاکنون مسأل. ات در واقعیت استانگیز ریاضی که ناشی از کاربرد وسیع و حیرت

اما این مسأله، پیش از . کاربردپذیري، در عین دفاع از دیدگاه ضدرئالیستی در ریاضیات است

، که برآمده از واقعیت نیست، زبان بنیادین تمام علوم و را جا که منطق این نیز رخ داده بود، آن

چون زبان علم است؛ چون ساختارهایی نظري  .تریاضیات کاربردي اس. معارف بشري دانستیم

ساختارگرایی نسبت . ها است دار گزینش میان آن کند که در نهایت پراگماتیسم عهده را بنا می

را شبیه نسبت میان منطق و آگاهی ) حسیِ روزمره ۀو نیز تجرب(میان ریاضیات و فیزیک 

هایی که  زبان .بزار شناخت ما هستندهایی مواجه هستیم که ا در هر دو مورد با زبان .داند می

ها  بندي و بیان آن هاي حسی جزیی نیستند و در عین حال محملی براي صورت برآمده از تجربه

.»اللفظی ـ باشد کاربرد لازم نیست متضمن دلالت ـ به هر معناي تحت«. هستند
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  ها نوشت پی

تواند  که شامل حساب هم باشد، نمی شده  دوم ناتمامیت گودل یک نظام صوري ۀبنابر قضی -1

  .سازگاري خود را اثبات کند

براي مثال وقتی . گی در مورد براهین پیچیده مورد تردید واقع شده استبست البته این هم -2

تر کسی گمان  فرما آورد، کم ۀاي بر آخرین قضی برهان پیچیده 1993آندرو وایلز در سال 

ؤالی که س. د و وي یک سال بعد برهان صحیح را ارائه دهداش رد شو کرد بعد از مدتی برهان می

کند این است که از کجا معلوم که این برهان  تاریخی به ذهن خطور می از پسِ این رویداد

ال اگر به درستی ؤاین س! چنین براهینی به پیچیدگی آن، بعدها باطل نشود؟ جدید نیز، و هم

  .دخواهد بو» یقین«گر  پاسخ داده نشود، ویران

چه علم یا باورهاي ما  کل آن«: دهد گونه توضیح می خودش را این ۀگرایان کواین دیدگاه کل -3

ترین قوانین فیزیک  هاي جغرافیایی و تاریخی تا ژرف ترین موضوع شود، از اتفاقی خوانده می

هاي آن به  دست آدمی که فقط لبه ۀبافت اتمی یا حتی ریاضیات خالص و منطق، فرشی است 

یا به تمثیل دیگري، کل علم مانند میدان نیرویی است که تجربه شرایط . کند ه برخورد میتجرب

شود، این تعارض باعث  وقتی که در حاشیه، با تجربه تعارضی پیدا می. مرزي آن باشد

باید در اطلاق صدق و کذب به  در این حالت . شود هاي مجددي در درون میدان می تعدیل

اي از قضایا مستلزم  تجدیدنظر در صدق و کذب پاره. تجدیدنظر کنیم اي از قضایاي خود پاره

دیگر  زیرا این دو دسته از قضایا با یک .اي از قضایاي دیگر است تجدیدنظر در صدق و کذب پاره

اي  اي از قضایاي دیگر آن دستگاه، پاره ارتباط منطقی دارند ـ چون قوانین منطق خود فقط پاره

اي تجدیدنظر کردیم باید در صدق  وقتی در صدق و کذب قضیه. هستندعناصر دیگر آن میدان 

اول پیوند منطقی  ۀبا قضی اي قضایاي دیگر نیز تجدیدنظر کنیم که ممکن است  و کذب پاره

اما تأثیر شرایط مرزي میدان، یعنی تجربه، در . ها پیوند منطقی باشند داشته باشند یا خود آن

ها با  که براي انتخاب قضایایی که باید در صدق و کذب آنتعیین کل میدان به صورتی است 

خاصی  ۀهیچ تجرب. پهناوري وجود دارد ۀنقضی واحدي تجدیدنظر شود عرص ۀتوجه به هر تجرب

هم با  خاصی که در درون میدان است پیوندي ندارد مگر پیوندي غیرمستقیم آن ۀبا هیچ قضی

  .)271ـ  2 ،1374 ،کواین(» کند توجه به ملاحظاتی که در کل میدان تأثیر می

 ۀافزاید، و بنابراین هر اصل موضوع هر اصل موضوعه چیزي به تعریف می«: گوید هیلبرت می -4

اقلیدسی، غیراقلیدسی، ارشمیدسی و  ۀهمواره در هندس "هنقط". دهد جدید مفهوم را تغییر می

,Frege)» غیرارشمیدسی چیز متفاوتی است 1971, 13).

کلیت، [استدلال ریاضیاتیِ محض  ةهاي ویژ توان بدون دست کشیدن از مشخصه چگونه می« -5

پذیر  ، توانایی ریاضیات محض را در توصیف و ارتباط با جهان طبیعیِ دسترسی]یقین و ضرورت

,Shabel)» در تجربه توضیح داد؟ 2005, 30 – 31)

 fیک و پوشایی است مثل  به تابع یک (’A’ , r)و  (A , r)ریختی بین ساختارهاي  یک یک -6

  :به طوري که ’Aو  Aهاي  بین مجموعه

))()()(,( yfrxfxryAyx 
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