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اي را براي هـر واحـد   ها اهداف جداگانه هاي متداول تحليل پوششي دادهكه مدل حاليدر  :چكيده
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  مقدمه 
هـاي غيـر پـارامتري را بـراي تعيـين كـارايي       روش1957براي نخستين بار در سـال   ]3[فارل 

 ]2[ ي چـارنز و كـوپر و رودز  اساس كار مقالـه  1978در سال  ]3[ي فارل مقاله. مطرح كرد
مـدل   ]1[ چـارنز و كـوپر  پـس از آن بنكـر و   . معروف اسـت  CCRي قرار گرفت و به مقاله

BCC  ي بسياري از مطالعات تحليلي كـارايي شـدند و ايـن    اين دو مقاله پايه. كردند ارايهرا
سرعت پيشـرفت كـرد و تحـت عنـوان تحليـل پوششـي        در عمليات به پژوهششاخه از علم 

گيـري كـارايي يـك تعـداد از     براي اندازه) DEA(ها تحليل پوششي داده. ها ناميده شدداده
شـود كـه ايـن واحـدهاي در حـال فعاليـت را       هاي در حال فعاليت مشـابه اسـتفاده مـي   واحد

عمومـاً بـراي ارزيـابي كـارايي هـر       DEAدر . نامنـد مـي ) 1DMU(گيـري  واحدهاي تصميم
DMU در نتيجـه در تحليـل كـارايي، هـر يـك از      . شـود اي استفاده ميهاي جداگانهاز مدل
DMUندشوز كارا تصوير ميطور جداگانه بر روي مر ها به .  

ها تحـت يـك   DMUي ها همه توانند وجود داشته باشند كه در آندر عمل شرايطي مي
متمركـز وجـود دارد كـه بـه      DMمتمركز قرار گيرند، يعني يك ) 2DM( ي تصميم گيرنده

ي افتد كه همـه اين شرايط زماني اتفاق مي. كندي واحدهاي در حال فعاليت نظارت ميهمه
DMU تعداد زيادي از كابردهـاي  . باشند) خصوصي يا عمومي(متعلق به سازمان يكساني ها
DEA تواننـد   هاي دانشگاهي، مدارس و غيره مـي ها، بخشهاي بانك، بيمارستانمانند شعبه

  . در اين رده قرارگيرند
، مجموع مصرف ورودي و مجموع توليـد خروجـي   DEAهاي متداول جاكه مدل از آن

اند كـه بـه بررسـي    هاي متمركز مطرح شدههايي تحت عنوان مدلمدل ،نندكرا بررسي نمي
عنـوان نمونـه گـالني و     بـه . پردازنـد مجموع مصرف ورودي و يا مجموع توليد خروجي مـي 

در ماهيت ورودي  DEAاي مدلي را با عنوان مدل تخصيص منبع متمركز پايه ]5[ همكاران
بتكاري بودن تابع هدف و اينكه اهداف خروجـي  در اين مدل صرف نظر از ا .اندكرده ارايه

، DMUي مقدار موجود يك ورودي را تنهـا بـه يـك    تواند همهشوند، مدل ميبررسي نمي
همچنين گالني و . اختصاص دهد DMUبدون محدوديتي بر روي تغييرات مصرف منبع هر 

                                                 
1. Decision Making Unit  
2. Decision Maker 
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در اين مدل اند كه مدل تخصيص منبع متمركز در ماهيت خروجي را مطرح كرده ]4[ تامير
. شـوند هاي بالا بر روي مجموع مصرف ورودي واحـدهاي مـورد هـدف، اعمـال مـي     نكرا

   .ولي نسبتاً پيچيده است ؛ي كافي انعطاف پذير استاگرچه اين مدل به اندازه
اند كـه در ايـن   كرده ارايهمدلي را با عنوان تخصيص ورودي متمركز  ]6[لوزانو و ويلا 

در ايـن مـدل تضـمين    . پردازدسازي مجموع مصرف ورودي مينهمتمركز به بهي DMمدل، 
در تحليـل تخصـيص ورودي متمركـز    . يابـد شود، مجموع توليد خروجـي كـاهش نمـي   مي
هسـتند،   DEAهـاي متـداول   ي واحدها بر روي مرز كارا به همان شـكلي كـه در مـدل    همه

. شـود مجزا انجام مـي  هايجاي شيوه شوند اما اين روند در يك روش يكپارچه بهتصوير مي
ريـزي خطـي بـراي تصـوير كـردن      عبارت ديگر، در مدل متمركز تنها از يك مدل برنامـه  به

كـه در   د، در صـورتي شـو طور همزمـان بـر روي مـرز كـارا اسـتفاده مـي      ها بهDMUي همه
 DMUرود و هـر  كـار مـي  اي بهيك مدل جداگانه DMUبراي هر  DEAهاي متداول  مدل
دو مـدل   ]6[ي لوزانـو و ويـلا   در مقالـه . دشـو بر روي مرز كارا تصوير مـي طور جداگانه به

ها تخصيص هر در اين مدل. شده است ارايهورودي متمركز شعاعي و غيرشعاعي تخصيص 
توانـد  ها نيز ميكه تحصيل هر چه بيشتر خروجي ها مطلوب است در حاليچه كمتر ورودي

دلي بـراي تحصـيل خروجـي متمركـز در     ي م ـارايـه هدف نخست ايـن مقالـه   . دشوحاصل 
در ادامـه مـدل لوزانـو    . هاي مهم آن استهاي شعاعي و غيرشعاعي و بررسي ويژگيماهيت

طور همزمان با مدل پيشنهادي تحصيل خروجي متمركز تركيب شده، كه در آن به ]6[ويلا 
ايـن  در انتهـا  . شـوند مجموع مصرف ورودي مينيمم و مجموع توليد خروجي ماكزيمم مـي 

  . ندشو هاي عددي اجرا شده و نتايج بررسي مي ها روي مثال لمد

 مدل تخصيص ورودي متمركز شعاعي 
در اولين فاز يك . شامل دو فاز است) لوزانو و ويلا(مدل تخصيص ورودي متمركز شعاعي 

شـود و در فـاز دوم كـاهش بيشـتر هـر      هـا جسـتجو مـي   ي وروديكاهش متناسب براي همه
  . دشوايش هر خروجي دنبال ميورودي و يا افز
,فرض كنيد  , , ,j l n= K1 ,هـا،  DMUانـديس   2 , ,i m= K1 هـا،  انـديس ورودي  2

, , ,r s= K1 ــديس خروجــي 2 ــا،ان مقــدار  rjyام مصــرف شــده وiمقــدار ورودي  ijxه
DMUام توليــد شــده توســطrجــي خرو j ،θ يــافتني بــراي عامــل كــاهش شــعاعي دســت

)و  امr متغيـر مـازاد خروجـي    trام، iمتغيـر كمبـود ورودي    siها، ورودي ), , ,l l nlλ λ λK1 2 
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مـدل فـاز اول تخصـيص ورودي متمركـز     . شـند با DMUlبردار مربوط بـه تصـوير كـردن   
  :صورت زير است شعاعي به
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n، داراي)1(مدل  +2 mمتغير و1 s n+ هـا و  بـراي برخـي ورودي  . است محدوديت +
مقـادير  ها اين  ذير است كه آنپمعمولاً امكان ،ها، به ترتيب كاهش و افزايش بيشترخروجي

فـرض  . گيرنـد خروجـي متنـاظر مـدل فـاز دوم مـي     مـازاد  را در متغيرهاي كمبود ورودي و 
ورودي تخصـيص  مـدل  فـاز دوم  باشـد، در ايـن صـورت    ) 1(ي مـدل  مقدار بهينـه  θ*كنيم

   :استزير  شكلبه متمركز شعاعي 
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)با حل مدل فاز دوم، بردار )* * *, , ,l l nlλ λ λK1 . شـود ، تعريـف مـي  DMUlمتناظر با هر 2
 :ندشوصورت زير محاسبه مي ها براي چنين واحدهايي بهها و خروجيورودي
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ت، پاراتو كارا بودن نقاط تصوير اثبات شده اس ]6[ي زير كه توسط لوزانو و ويلا قضيه
   .دهدحاصل را نتيجه مي

  
صـورت   ، كه توسط فاز دوم مـدل تخصـيص متمركـز شـعاعي بـه     DMUlهر  :1قضيه 

( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , ,l l ml l l slx x x y y yK K1 2 1   .تصوير شده است، پاراتو كارا است 2

   تحصيل خروجي متمركز شعاعيمدل 
سـازي مجمـوع توليـد    مـاكزيمم در طـي دو فـاز بـه     عاعيتحصيل خروجي متمركز ش ـمدل 

در اولين فاز يك . يابدنميافزايش طوري كه مجموع مصرف ورودي بهپردازد ميخروجي 
شـود و در فـاز دوم كـاهش بيشـتر هـر      ها جستجو مـي ي خروجيمتناسب براي همهافزايش 

  .دشوبررسي ميورودي و يا افزايش هر خروجي 
   :دشو مي ارايهصورت زير  به خروجي متمركزتحصيل مدل فاز اول 
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 ϕ*فرض كنـيم  . است هايافتني براي خروجيدستشعاعي عامل افزايش  ϕكه در آن 
 تحصـيل خروجـي متمركـز   باشـد، در ايـن صـورت مـدل فـاز دوم      ) 3(ي مـدل  مقدار بهينـه 

  : دشو مي ادپيشنهصورت زير  به
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)با حل مدل فاز دوم، بردار )* * *, , ,l l nlλ λ λK1 . شـود ، تعريف مـي DMUlمتناظر با هر 2
  :ندشوصورت زير محاسبه مي ي واحدهاي تصويرشده بههاها و خروجيورودي
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توليد خروجي را ماكزيمم مجموع  توان مي) 4(و ) 3(هاي پيشنهادي  نيد با مدلكتوجه  
طـوري كـه مجمـوع مصـرف      بـه  دسـت آورد هـا، بـه  DMUهـاي  خروجـي هر يك از براي 

  .دنبنياها افزايش DMUهاي وروديهر يك از ورودي، براي 
  

 شـعاعي  تحصـيل خروجـي متمركـز   ، كـه توسـط مـدل فـاز دوم     DMUlهـر   :2قضيه 
)صورت  به )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , ,l l ml l l slx x x y y yK K1 2 1   . ستتصوير شده است، پاراتو كارا 2
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ــات ــد  :اثب *فــرض كني * *( , , )s t λ ــه ونقطــه )ي بهين )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , ,l l ml l l slx x x y y yK K1 2 1 2 
بـه  . حاصل از مدل فاز دوم تحصيل خروجي متمركز شعاعي باشـند DMUlي تصوير نقطه

)يخلــف فــرض كنــيم نقطــه )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , ,l l ml l l slx x x y y yK K1 2 1 پــاراتو كــارا نباشــد، در  2
lماهيت خروجي، يـك بـردار    BCCصورت با استفاده از مدل  اين l nlλ ,λ ...,λ )( ,1 كـه در   2
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1ياز آنجاكه نقطه 1
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ,..., , ,..., )l ml l slx x y y هاي پاراتو كارا نيست، در نتيجه نامساوي

. ها به صورت اكيـد برقـرار هسـتند   از خروجي ها و يا يكيبالا براي حداقل يكي از ورودي
  :صورت اكيد برقرار باشد به ′rدر انديس ) 2(فرض كنيد نامساوي 

ˆ̂ ˆ
n

r l jl rj r j
j

y y yλ′ ′
=

= >∑
1

 

  :در نتيجه

( )ˆ̂ ˆ 0
s

rl rl
r

y y
=

− >∑
1

 

l، بردارDMUlصورت، با در نظر گرفتن در اين l nlλ ,λ ...,λ )( ,1 ي فرض جاي بهينه به 2
)شده )* * *, , ,l l nlλ λ λK1 ، يك جواب شدني براي مدل فاز دوم تحصيل خروجـي متمركـز   2

  شعاعي با داشتن مقدار تابع هدف 

( ) ( )* * * *

1

ˆ ˆˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
m s m s m s

i r i r il il rl rl
i r i r i r

s t s t x x y y
= = = = = =

+ = + + − + −∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
1 1 1 1 1

 

  در نتيجه. است

* * * *

1

ˆˆ
m s s s

i r i r
i r i r

s t s t
= = = =

+ > +∑ ∑ ∑ ∑
1 1 1
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طـور   به. رسيماست به تناقض ميي اوليه بيشتر با توجه به اينكه اين مقدار از مقدار بهينه 
  : صورت اكيد برقرار باشد، داريم به ′iدر انديس) 1(مشابه اگر نامساوي 

ˆ̂ ˆ
n

i l jl ij i j
j

x x xλ′ ′
=

= <∑
1

 

  . آيددست مي ي يكساني بهو نتيجه
  

   .همواره شدني است )3( مدل :3قضيه 
  :هيدقرار د :اثبات

,
,

,
jl

jl

l i

l i

λ
ϕ

λ

= =⎧⎪= ⎨ = ≠⎪⎩

1
1

0
 

) وضوح به , )ϕ λ  است) 3(مدل جواب شدني يك .  
  

  . استها پايدار نسبت به انتقال ورودي )3( مدل :4قضيه 
در . افــزايش يابنــد iαي هــا بــه انــدازهDMUي ام همــهiفــرض كنــيم ورودي  :اثبــات

ij,...,1ي صـورت بايـد رابطـه    اين ij ix x i mα= + در . اعمـال كنـيم   )3(را در مـدل   %=
  : صورت زير داريم بههاي ورودي را محدوديتنتيجه 

( ) ( ), , ,

, , ,

n n n

jl ij i ij i
l j j

n n n n n n

jl ij i ij i jl ij ij
l j j l j j

x x i m

x n x n x x i m

λ α α

λ α α λ

= = =

= = = = = =

+ ≤ + =

⇒ + ≤ + ⇒ ≤ =

∑∑ ∑

∑∑ ∑ ∑∑ ∑

K

K

1 1 1

1 1 1 1 1 1

1

1

) 3(هاي مـدل  حدوديتم، iαي ها به اندازهانتقال وروديشود با همان طور كه مشاهده مي
   .پايدار استها نسبت به انتقال ورودي) 3(مدل  بنابراين ؛برقرار هستند

  
  .ها پايدار نيستسبت به انتقال خروجين) 3(مدل  .5قضيه 
در . افـزايش يابنـد   rβي هـا بـه انـدازه   DMUي ام همـه rخروجـي   ،فرض كنيم :اثبات

,ي صورت رابطه اين , ,rj rj ry y r sβ= + =% K1  كنيممياعمال ) 3(را در مدل :  
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، مشـاهده  )3(هـاي مـدل   وديتي بـالا در محـد  بـا اعمـال رابطـه    4 يمشابه اثبات قضـيه 
  .، پايدار نيستrβيها به اندازهنسبت به انتقال خروجي) 3(مدل  ،شود مي
  

  .نسبت به واحد پايدار است) 3( مدل .6قضيه 
ضرب  rβو  iαترتيب در  را به DMUام هر rام وخروجي iفرض كنيم ورودي  :اثبات

  . كنيم
, , , 1,...,ij i ij rj r rjx x i m y y r sα β= = = =% %K1  

  :صورت زير داريم ، مدل جديد را به)3(قراردادن روابط بالا در مدل با 

max

s.t. ( ) ( ), , ,
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  :كنيمهاي ورودي و خروجي را بررسي ميحال محدوديت
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مقـدار  بنـابراين،  . اسـت معـادل  ) 3(مـدل   شود مـدل جديـد بـا   طور كه ملاحظه مي همان
  .استپايدار  واحدنسبت به ) 3(ي در هر دو مدل يكسان و مدل كاراي
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ضـرب كنـيم و    rβو iαترتيب در ها را بهDMUي ام همهrام و خروجي  iاگر ورودي 
ممكن  دهند،دست آمده نشان مي كار ببريم، نتايج بههاي جديد بهرا براي اين داده) 3(مدل 

هـا داشـته   DMUبـراي هـر يـك از     ،هـاي اوليـه  نسبت به داده ،ي تصوير متفاوتياست نقطه
براي ) 3(دست آمده از مدل  باشيم ولي مجموع مصرف ورودي و مجموع توليد خروجي به

  .هاي جديد يكسان هستندهاي اوليه و دادهداده

   تحصيل خروجي متمركز غيرشعاعيمدل 
د كه اين مدل نيز دو فاز شومي ارايه روجي متمركز غيرشعاعيتحصيل خدر اين بخش مدل 

. كنـد بررسـي مـي   خروجـي ، يك ضريب كاهشي متفـاوت را بـراي هـر    اولمدل فاز . رداد
كنـد و تصـوير   هـا اشـاره مـي   خروجـي هـا، بـه مجمـوع مقـادير     خروجي غيرشعاعيكاهش 

  .دهدنتيجه مي مرز كاراواحدهاي موجود را بر روي 
 اولمـدل فـاز   . دام باش ـrتوليـد خروجـي   بـراي مجمـوع  افزايش امل ع rϕفرض كنيد 

  :شود مي ارايهصورت زير  به غيرشعاعي/ تحصيل خروجي متمركز

)5(  

1
max

s.t. , , ,

, , ,

, , ,

, , , , , ,

, , , .

s

r
r
n n n

jl ij ij
l j j

n n n

jl rj r rj
l j j

n

jl
j

jl

r

x x i m

y y r s

l n

j n l n

free r s

ϕ

λ

λ ϕ

λ

λ

ϕ

=

= = =

= = =

=

≤ =

≥ =

= =

≥ = =

=

∑

∑∑ ∑

∑∑ ∑

∑

K

K

K

K K

K

1 1 1

1 1 1

1
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1
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1

0

  

n، داراي)5(مدل  +2 mمتغير و  1 s n+ *فـرض كنيـد   . محدوديت است +
rϕ   مقـدار

/ روجـي متمركـز  تحصـيل خ  دومصـورت مـدل فـاز     باشـد، در ايـن  ) 5(در مدل  rϕي بهينه
  : شودميپيشنهاد صورت زير  به غيرشعاعي
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)6 (  
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 اولزيـرا مـدل فـاز     ؛مـورد نيـاز نيسـت    خروجـي توجه كنيد در اين مدل متغير كمكـي  
بـردار  شـود،  حل مـي  دومكه مدل فاز  زماني. دارد خروجيرا براي مقادير  افزايشماكزيمم 

( )* * *, , ,l l nlλ λ λK1 هـا بـراي   ها و خروجـي ورودي. شود، تعريف ميDMUlمتناظر با هر 2
  :ندشوصورت زير محاسبه مي اين نقاط به

*
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, , ,

, , , .

n

il jl ij
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y y r s
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غيرشعاعي / تحصيل خروجي متمركز دوم كه توسط مدل فاز DMUlهربراي  .7قضيه 
)صورت  كه به ), , , , , , ,l l ml l l slx x x y y y% % % % % %K K1 2 1   .تصوير شده، پاراتو كارا است 2

*فرض كنيد  :اثبات * *( , , )s t λ  ي بهينـه و نقطـه( ), , , , , , ,l l ml l l slx x x y y y% % % % % %K K1 2 1 2 
. حاصل از مدل فاز دوم تحصيل خروجي متمركز غيرشـعاعي باشـد  DMUlي تصويرنقطه

)به خلف فـرض كنـيم واحـد     ), , , , , , ,l l ml l l slx x x y y y% % % % % %K K1 2 1 پـاراتو كـارا نباشـد در     2
)ماهيـت خروجـي بـردار     BCCصورت بـا اسـتفاده از مـدل     اين ), , ,l l nlλ λ λK1 كـه در   2

n
jlj

λ
=

=∑ 1 ــي 1 ــدق مــ ــود دارد صــ ــد، وجــ ــه كنــ ــه در يــــك نقطــ ــوير كــ ي تصــ
1 1( ,..., , ,..., )l ml l slx x y y% % % %% % %   :شودصورت زير تعريف مي به %
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ــه  ــه نقطـ 1ي از آنجاكـ 1( ,..., , ,..., )l ml l slx x y y% % % %% % % ــار % ــه   پـ ــت، در نتيجـ ــارا نيسـ اتو كـ
 ،فـرض كنيـد  . صورت اكيد برقرار است ها بههاي بالا براي حداقل يكي از ورودي نامساوي
  :صورت اكيد برقرار باشد به ′iدر انديس ) 1(نامساوي 
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  :در نتيجه
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)شده )* * *, , ,l l nlλ λ λK1 ، منجر به يك جواب شدني براي مدل فاز دوم تحصـيل خروجـي   2

)متمركز غيرشعاعي با داشتن مقدار تابع هدف  )* *
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بـه  ي مـدل فـاز دوم تحصـيل خروجـي متمركـز غيرشـعاعي مربـوط        سپس جواب بهينه
DMUl  با بردار( ), , ,l l nlλ λ λK1 كنـيم و  ي فـرض شـده را، بررسـي مـي    به جاي بهينه 2

  : مقادير زير را داريم
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تــوانيم يـك جـواب شــدني از مـدل فـاز دوم تحصــيل خروجـي متمركــز      در نتيجـه مـي  
ن داشـته باشـيم و ايـن تنـاقض     ي آشتر نسبت به مقدار بهينهغيرشعاعي با مقدار تابع هدف بي

  . است

   تحصيل خروجي متمركز و تخصيص ورودي متمركز شعاعيمدل 
كاهش مجمـوع مصـرف    ،طور همزمان هدف هشود كه در آن بمي ارايهدر اين بخش مدلي 

  . استها به يك ميزان DMUي براي همهورودي و افزايش مجموع توليد خروجي 
صـورت   بـه  تحصيل خروجي متمركز و تخصيص ورودي متمركز شـعاعي از اول فمدل 

  :دشومي ارايهزير 
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ترتيب براي كاهش ورودي و افـزايش   ضرايب كاهش و افزايش به βو  αكه در آن 
  .شوندخروجي هستند كه توسط كاربر انتخاب مي

n، داراي)7(مدل  +2 mمتغير و 2 s n+ + در مدل متمركز ايـن   .است محدوديت 1+
ها به يـك تصـوير   DMU هر يك از هايها و خروجيي وروديهمهكه امكان وجود دارد 

مدل  از آنجاكه در. نيستند DMUآن  اكيداً غالب بر ي بهينه تنظيم شوند كه لزوماً يك نقطه
، در اسـت ن توليد خروجي كرد كردن مجموع مصرف ورودي و ماكزيمم هدف مينيمم )7(

توان افزايش در ورودي آن را داشت و در هنگام تصوير كردن، مي DMUنتيجه براي يك 
هاي ديگر بايد جبران اين افزايش را انجام دهند تا در بهينگي DMUاين در حالي است كه 

طـور مشـابه برقـرار     هها هم، باين شرايط براي خروجي. مجموع مصرف ورودي كاهش يابد
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θدر نتيجه با قرار دادن قيد .تاس دسـت آمـده، بـه     تـوان در نتـايج بـه   مـي  )7(در مـدل   1≥
ها، معمولاً كـاهش يـا افـزايش    ها يا خروجيبراي برخي ورودي .بهتري دست يافت شرايط

تحصـيل  بـا حـل مـدل فـاز دوم     در متغيرهاي كمكـي   اديرمق اينبيشتر امكان پذير است كه 
دسـت   بـه  صـورت زيـر اسـت،    كـه بـه  جي متمركز و تخصيص ورودي متمركز شعاعي خرو
  :آيند مي
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)، بـردار  )8(با حل مدل  )* * *, , ,l l nlλ λ λK1 . شـود ، تعريـف مـي  DMUlمتنـاظر بـا هـر    2
 :ندشوصورت زير محاسبه مي ها براي چنين واحدهايي بهها و خروجيورودي
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 تصـــوير ي نقطـــه ،تـــوان نشـــان داد ســـادگي مـــي  بـــه 2بـــا توجـــه بـــه قضـــيه    

( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , ,l l ml l l slx x x y y yK K1 2 1 ــل از  2 ــز و  حاصـ ــي متمركـ ــيل خروجـ ــدل تحصـ مـ
  .پاراتو كارا استتخصيص ورودي متمركز شعاعي 
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  تحصيل خروجي متمركز و تخصيص ورودي متمركز غيرشعاعي مدل
منظــور  در ايــن مــدل بــه. كنــيممــيرا در فــرم غيرشــعاعي مطــرح ) 7(مــدل در ايــن بخــش 

طـور   ههـا ب ـ DMUي سازي مجمـوع مصـرف ورودي و مجمـوع توليـد خروجـي همـه       بهينه
فـرض  . داريـم  DMUاي را در ورودي و خروجـي هـر   همزمان، كاهش و افزايش جداگانه

ام rعامـل افـزايش خروجـي     rϕام وiعامل كاهش براي مجموع مصرف ورودي iθكنيد 
ترتيــب بــراي كــاهش ورودي و  يب كــاهش و افــزايش بــهضــرا rβو  iαهمچنــين. باشــند

تحصيل خروجي متمركز و مدل . شوندافزايش خروجي هستند كه توسط كاربر انتخاب مي
  :شودصورت زير بيان مي بهشعاعي غيرتخصيص ورودي متمركز 
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تن مقـدار كـاهش بيشـتر در    نيازي به حل مدل فاز دوم براي يـاف  توجه كنيد در اين مدل
مـاكزيمم كـاهش را بـراي    ) 9(زيـرا مـدل    ؛ها نيسـت ها يا افزيش بيشتر در خروجيورودي

  . مقادير ورودي و ماكزيمم افزايش را براي مقادير خروجي دارد
)، بردار )9(با حل مدل  )* * *, , ,l l nlλ λ λK1 ، واحـد فعـال مـورد    DMUlمتنـاظر بـا هـر    2

صـورت زيـر محاسـبه     ن نقـاط بـه  اي ـ هـا بـراي  ها و خروجيورودي. شودهدف، تعريف مي
  :ندشو مي
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مدل تحصـيل خروجـي متمركـز و تخصـيص ورودي      كه توسط DMUlبراي هر .9قضيه 

)صــورت  كــه بــهشــعاعي غيرمتمركــز  ), , , , , , ,l l ml l l slx x x y y y% % % % % %K K1 2 1 تصــوير شــده،  2
  .پاراتو كارا است

)بــه خلــف فــرض كنيــد  :اثبــات ), , , , , , ,l l ml l l slx x x y y y% % % % % %K K1 2 1 ي تصــوير نقطــه 2
DMUlخصيص ورودي متمركـز غيرشـعاعي   حاصل از مدل تحصيل خروجي متمركز و ت

)بردار  BCCصورت با استفاده از مدل  در اين ؛پاراتو كارا نباشد ), , ,l l nlλ λ λK1 كـه در   2
n

jlj
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=∑ 1 ــي 1 ــدق مــ ــه  صــ ــه در يــــك نقطــ ــود دارد كــ ــد، وجــ ــوير كنــ ي تصــ
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1از آنجاكه نقطه  1( ,..., , ,..., )l ml l slx x y y)% % % %% % هـاي  پاراتو كارا نيست، در نتيجه نامسـاوي  %
حـال فـرض   . صورت اكيد برقرار است ها بهها و يا خروجيبالا براي حداقل يكي از ورودي
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  :روابط زير را داريم ي در نتيجه
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در نتيجه يـك جـواب شـدني از مـدل تحصـيل خروجـي متمركـز و تخصـيص ورودي         

دسـت آمـد و بـه    ي آن بـه متمركز غيرشعاعي با مقدار تابع هدف بيشتر نسبت به مقدار بهينه
  .رسيمتناقض مي

 عددي  هايمثال
دي و بـا تعـداد ورو   هـا داده يمجموعـه سـه  روي بـر  شـده   ارايـه هـاي   در اين قسـمت مـدل  

خروجـي  يـك  بـا يـك ورودي و    يابتـدا مثـال   .شـوند  كارگرفته مي هاي مختلف به خروجي
بـر هـم منطبـق     غيرشـعاعي هـاي شـعاعي و   مـدل ) 1(هاي جدول براي داده. شودمي بررسي
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كـار  هبها دادهبراي اين  تحصيل خروجي متمركزماهيت خروجي و مدل  BCCمدل . هستند
   .كنيدميمشاهده  WINQSBافزار  با استفاده از نرم) 1(ل در جدورا نتايج  .شوندبرده مي

خروجي و مدل تحصيل ماهيت   BCCهايهاي مثال يك ورودي و يك خروجي و نتايج مدلداده. 1جدول 
  هابراي اين داده خروجي متمركز

تحصيل خروجيمدل 
ماهيتBCCدلم    متمركز

      هاداده    خروجي

ŷ y= %  x̂ x= %  *y *x  y  x    DMU  
10  5  3 3  3  3    A 
10  5  8 4  8 4    B 
10  5  10 5  5 5    C 

5/10  6  10 5  10  5    D 
11  7  5/10 6  8  6    E 
10  5  11 7  11  7    F 
10 5  11 8  9  8    G 

 مجموع   38  54  38 5/63  38  5/71

 ،متمركـز تحصـيل خروجـي   مدل از با استفاده است واضح ) 1(طور كه در جدول  همان
  . آيدمي دست به BCC-Oي نسبت به مدل بيشتر خروجي افزايش

  
  
  

  و مدل تحصيل خروجي متمركز BCC-Oهاي حاصل از مدل  DMU تصوير . 1نمودار 

ها حاصل از مدلDMUتصوير: الف
BCC-O 

ها حاصل از مدل DMUتصوير :ب
 تحصيل خروجي متمركز
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ها بـر خـلاف مـدل    DMUدهد، در مدل تحصيل خروجي متمركز، نشان مي) 1( نمودار
BCC-Oشوند و ورودي و خروجي تصوير هـر  تصوير نمي ، تنها در راستاي محور خروجي

 DMUيـك   DMUBعنـوان نمونـه،    به. توانند افزايش و يا كاهش يابندها ميDMUاز يك 
ماهيت خروجـي   BCCبا استفاده از مدل . كارا است و در نتيجه بر روي مرز كارا قرار دارد

ولي نتايج مدل تحصـيل   ؛دشوتغييري حاصل نمي DMUدر ورودي و خروجي تصوير اين 
 DMUدهد كه ورودي و خروجي تصـوير ايـن   ينشان م DMUخروجي متمركز براي اين 

در  ايـن مطلـب هـدف اصـلي مـدل تحصـيل خروجـي متمركـز را        . يابنـد هر دو افزايش مي
   .دهد سازي مجموع توليد خروجي نشان مي بهينه

) 2(هاي جـدول  براي داده. شودبررسي ميخروجي دو با يك ورودي و  ثاليدر ادامه م
استفاده حصيل خروجي متمركز شعاعي و غيرشعاعي تهاي سپس مدلو  BCC-Oابتدا مدل 

   .شوندمشاهده مي) 2(در جدول  WINQSBافزار ها با استفاده از نرمنتايج اين مدل. دشومي
  
و مدل تحصيل خروجي  BCC-Oهاي هاي مثال يك ورودي و دو خروجي، و نتايج مدلداده .2جدول  

  مثالبراي اين ) شعاعي و غيرشعاعي(متمركز 
تحصيلل مد

  خروجي متمركز
    غير شعاعي

تحصيلمدل
خروجي متمركز 

    شعاعي
ماهيت  BCCمدل 

    خروجي
    هاداده

y% 2 y%1 x% ŷ 2 ŷ 1 x̂ *

2y 1y
* x

* 2y 1y x DMU
5  5  1  6 4 1  7 2 1    5  1  1  A  
5  5  1  6 41  7 2 1    7  2  1  B  
5  5  1  5 5 1  71/5 28/4 1    4  3  1  C  
5  5  1  29/5 70/4 1  4 33/5 1    3  4  1  D  
5  5  1  6 4 1  6 4 1    6  4  1  E  
5  5  1  6 4 1  5 5 1    5  5  1  F  
5  5  1  5 5 1  2 6 1    2  6  1  G  

  مجموع  7  25  32    7 61/28 71/36  7 70/30 29/39  7  35  35

  
هاي متمركز مجموع توليد هر دو خروجـي بيشـتر از   در مدل ،طور كه انتظار داريم همان

به نسبت مـدل شـعاعي    غيرشعاعيمچنين در مدل متمركز ه. يابندافزايش مي BCC-Oمدل 
   .آيدمي دست هبها در افزايش مجموع خروجي بهتريي تعادل نتيجه
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هـا و  ورودي. گيـرد مـي قـرار  بررسـي  مـورد  با دو ورودي و دو خروجـي  مثالي در انتها 
  .دنشومشاهده مي) 3(در جدول  اين مثال يهاخروجي

  ودي و دو خروجيهاي مثال دو ورداده. 3جدول 
y2 y1 x2 x1  DMU  
1 2 9 9  1  
1 3 8 12  2  
2 2 12 7  3  
3 5 10 6  4  
4 4 5 10  5  
3 3 10 8  6  
6 6 10 12  7  
2 8 6 14  8  
6 1 12 12  9  
5 3 8 8  10  

 مجموع  98 90 37 33

  
و مــدل ) )1(مــدل (تخصــيص ورودي متمركــزابتــدا مــدل ) 3(هــاي جــدول بــراي داده

مشـاهده  ) 4(نتـايج در جـدول   . شـود بـرده مـي  كـار   هب ـ)) 3(مدل ( تحصيل خروجي متمركز
  .ندشو مي

  
هاي تخصيص ورودي متمركز و تحصيل خروجي متمركز براي مثال دو ورودي و دو نتايج مدل .4جدول 

 خروجي
      مجموع مصرف ورودي    مجموع توليد خروجي

  ورودي اول ورودي دوم خروجي اول خروجي دوم

تخصيص ورودي مدل   71/80  12/74    82/44  18/35
  )1مدل (متمركز

تحصيل خروجي متمركز مدل   98  90    84/52  07/47
  )3مدل(

  
سازي مجمـوع مصـرف ورودي و مجمـوع    هاي متمركز، هدف بهينهاز آنجاكه در مدل

سـازي   طـور همزمـان، عـلاوه بـر مينـيمم      هها بDMUتوليد خروجي است، در تصوير كردن 
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هيت ورودي با اين شرط كـه مجمـوع توليـد خروجـي اوليـه      مجموع مصرف ورودي در ما
همـان طـور كـه    . تواند در بهينگي تغيير كندمي نيزيابد، مجموع توليد خروجي كاهش نمي
 وروديتخصــيص اســت مجمــوع مصــرف ورودي بهتــري در مــدل واضــح ) 4(در جــدول 

. آيـد ميدست  به تحصيل خروجي متمركزبهتري در مدل خروجي و مجموع توليد  متمركز
طـور   هبراي مجموع مصرف ورودي و مجموع توليد خروجـي ب ـ را يج بهتري اكه نت براي اين

را تحصيل خروجي متمركز و تخصيص ورودي متمركز شـعاعي  همزمان داشته باشيم، مدل 
α,با فرض ) 3(هاي جدول براي داده β= =1 50 تحصـيل   نتـايج مـدل  . بـريم كار ميهب، /

در  WINQSBافـزار  با استفاده از نـرم  شعاعيخروجي متمركز و تخصيص ورودي متمركز 
  . ندشوملاحظه مي) 5(جدول 

    نتايج مدل تحصيل خروجي متمركز و تخصيص ورودي متمركز شعاعي .5جدول 
  )7(مدل 

ŷ2  ŷ1 x̂2 x̂1  DMU 
3  5 10 6  1  
3  5 10 6  2  
4  4 5 10  3  
4  4 5 10  4  
45/3  54/4 72/7 82/7  5  
3  5 10 6  6  
6  6 10 12  7  
26/4  74/3 74/8 26/7  8  
4  4 5 10  9  
4  4 5 10  10  
 مجموع  08/85 46/76 28/45  71/38

هـا و مجمـوع   مجمـوع مصـرف ورودي   ،شـود مشاهده مـي ) 5(طور كه در جدول  همان
بــا فــرض  را ) 9(حــال مــدل  . ندشــومــي بهينــهطــور همزمــان  بــههــا توليــد خروجــي 

, , ,α α β β= = = =1 2 1 21 1 0 05 5/   . بريمر ميكاهب) 3(براي جدول ، /
   .شوندمشاهده مي WINQSBافزار نتايج حاصل با استفاده از نرم) 6(جدول در 
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  نتايج مدل تحصيل خروجي متمركز و تخصيص ورودي متمركز غيرشعاعي.6جدول
   )9(مدل

y%2  y%1 x%2 x%1  DMU 

5/3  5/4 5/7 8  1  
4  4 5 10  2  
4  4 5 10  3  
4  4 5 10  4  
4  4 5 10  5  
4  4 5 10  6  
4  4 5 10  7  
4  4 5 10  8  
4  4 5 10  9  
4  4 5 10  10  

 مجموع  98 5/52 5/40  5/39
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ترتيــب در مجمــوع مصــرف برخــي  كــاهش و افــزايش مــؤثرتري بــه توانــد مــيغيرشــعاعي 
تـا حـدي   ممكـن اسـت   اگرچـه   دست آورد؛ بهها ها و مجموع توليد برخي خروجي ورودي

هـا را  ها را افزايش و مجموع توليد برخي ديگـر از خروجـي  ورودياز ديگر برخي مجموع 
  .كاهش دهد

  گيرينتيجه
سـازي   در ايـن مـدل هـدف بهينـه    كه  مطرح شد تحصيل خروجي متمركزدر اين مقاله مدل 

روي مرز كـارا  طور همزمان بر  هها بDMUي در اين مدل همه .استمجموع توليد خروجي 
تغييـرات  ابنـد،  ييمافزايش ن هاكه مجموع مصرف وروديتضمين با اين  شوند وميتصوير 

هـاي متـداول   جاكـه در مـدل   از آن. شـوند اعمال مـي نيز  هامجموع مصرف وروديبر روي 
DEA  براي ارزيابي كارايي هر يك ازDMUبا اسـتفاده  ، رودميكار  هاي بها مدل جداگانه

ها سازي مجموع مصرف ورودي ريزي خطي براي بهينهركز تنها يك مدل برنامهمدل متماز 
تحصـيل  مدل  ،همچنين در ادامه. استفاده شدها DMUي هاي همهو مجموع توليد خروجي

توان به كار بردن اين مدل مي هبا بكه  بيان شدخروجي متمركز و تخصيص ورودي متمركز 
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خروجـي  توليـد  ي مجمـوع مصـرف ورودي و مجمـوع    ساز بهينه ايبربهتري تعادل  ينتيجه
  . دست پيدا كرد
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