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BACKGROUND AND OBJECTIVES: The estimate of reserved claims is based on the 
prediction of the final amount of claims that have not yet been settled and which 
the insurer has undertaken to pay. The micro-level approach estimates the amount of 
each unsettled claim separately. In this context, the time taken to settle a claim is an 
important variable, as large claims usually take longer to settle and may not be paid 
in the relevant financial period. Non-payment of claims may be due to a lack of timely 
reporting, a high volume of cases or legal complications. Therefore, there may also 
be censored data. In this article, we use the copula function approach to model the 
dependency structure of the settlement duration and claim amount variables.
METHODS: In this study, the amount of each unpaid claim is estimated separately using 
a micro-level approach. For this purpose, the duration of the settlement of each claim 
is considered as a variable that depends on the amount of the claim. Based on the 
modeling of the dependency structure between the claim amount and the settlement 
duration using the copula function and using the general characteristics of the claims 
as predictor variables, each unpaid claim is estimated. The marginal distributions of 
the claim amount and the settlement period based on covariates explain the stochastic 
behavior of each of them and are modeled separately. In the copula function approach, 
the dependence structure of the variables can be considered separately from their 
marginal distributions. By choosing or constructing an acceptable and appropriate 
copula function with the dependence structure of the claim amount and the duration 
of its settlement, and taking into account the particular characteristics and conditions 
of inflation, the amount of an unpaid claim can be estimated more accurately. In this 
study, the accuracy of the estimation and the validity of the proposed model are 
evaluated using simulations.
FINDINGS: The proposed method is implemented for the data collection of one of the 
insurance companies regarding the cases of the employer’s professional liability claims 
in 8 years, from March 2013 to March 2021, which includes unpaid claims. In order to 
evaluate the error in estimating the claim amount with this method in this data set, 
1000 samples are taken from the data whose claim amount is known and settled and 
each time a number similar to the actual number is censored, the known values are 
censored and their amount is estimated. Then the estimation error is calculated using 
the criteria mentioned in the article. And finally, it can be seen that the results have a 
good accuracy rate.
CONCLUSION: In the article, it can be seen that the selected copula function has 
acceptable results for the estimation of reserved claims.
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مقاله علمی 
برآورد ذخیرة خسارت                                       های معوق در سطح خرد با استفاده از تابع مفصل 

صدیقه شمس1,*، مریم اثنی عشری2، محبوبه پیاده کوهسار1

1 گروه آمار، دانشکده علوم ریاضی، دانشگاه الزهرا)س(، تهران، ایران

2 گروه پژوهشی بیمه های اموال و مسئولیت، پژوهشکده بیمه، تهران، ایران

پیشینه و اهداف: برآورد ذخیرة خسارت های معوق براساس پیش     بینی مبلغ نهایی خسارت هایی است که هنوز تسویه 
نشده  است و بیمه گر متعهد به پرداخت آن است. در رویکرد سطح خرد، میزان هر خسارت تسویه نشده به طور جداگانه 
برآورد می شود. در این راستا، مدت زمان تسویة هر خسارت متغیر مهمی است، زیرا تسویة خسارات بزرگ معمولا بیشتر 
طول می کشد و ممکن است در دورة مالی مربوطه پرداخت نشود. تسویه نشدن مطالبات ممکن است به دلیل گزارش نشدن 
به موقع، حجم بالای پرونده ها و یا عوارض قانونی باشد. ازاین رو، ممکن است داده های سانسورشده نیز وجود داشته  باشند. 
ما در این مقاله از رویکرد تابع مفصل برای مدل سازی ساختار وابستگی متغیرهای مدت زمان پرداخت خسارت و مبلغ 

خسارت، استفاده می کنیم.
روش شناسی: در این تحقیق، با رویکرد سطح خرد، میزان هر خسارت تسویه نشده به طور جداگانه برآورد می شود. برای این 
منظور، مدت زمان تسویة هر خسارت به عنوان متغیر وابسته به میزان خسارت در نظر گرفته می شود. براساس مدل سازی 
ساختار وابستگی بین مبلغ خسارت و مدت تسویه با استفاده از تابع مفصل، و همچنین با استفاده از ویژگی های کلی 
خسارت ها به عنوان متغیرهای پیش بینی کننده، هر خسارت تسویه نشده برآورد می شود. مدل سازی جداگانة توزیع های 
حاشیه ای مبلغ خسارت و مدت تسویه براساس متغیرهای کمکی، رفتار تصادفی هریک از آنها را توضیح می دهد. در رویکرد 
تابع مفصل ساختار وابستگی متغیرها را می توان جدا از توزیع های حاشیه ای آنها در نظر گرفت. با انتخاب یا ساخت تابع 
مفصل قابل قبول و مناسب با ساختار وابستگی مبلغ خسارت و مدت زمان تسویة آن، و لحاظ کردن ویژگی های خاص و 
شرایط تورم، می توان میزان هرخسارت پرداخت نشده ای را با دقت بیشتری تخمین زد. در این تحقیق از شبیه سازی برای 

ارزیابی صحت برآورد و اعتبار مدل پیشنهادی استفاده می شود.
یافته ها: روش پیشنهادی برای مجموعه داده های یکی از شرکت های بیمه مربوط به موارد اعلامی ناشی از مسئولیت 
حرفه ای کارفرما در ٨ سال که شامل مطالبات پرداخت نشده نیز هستند، اجرا می شود. براي ارزیابي خطاي برآورد میزان 
ذخیرة معوق با این روش در این مجموعه داده، از بین داده        هایي که مبلغ خسارت آنها معلوم است و تسویه شده اند به تعداد 
1000 بار نمونه گیری شده و هر بار تعدادی مشابه تعداد واقعی سانسورشده، مقادیر معلوم سانسور می شوند و ذخیرة معوق 
آنها برآورد می شود. سپس خطای برآورد با معیارهایی که در این مقاله آمده، محاسبه شده است. در نهایت مشاهده می شود 

که یافته ها ازدقت خوبی برخوردارند.
نتیجه گیری:  در مقاله دیده می شود که تابع مفصل انتخاب شده نتایج قابل قبولی برای برآورد ذخیرة خسارت های معوق 

داشته است. 
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مقدمه
موضوع ذخائر و محاسبة آن یکی از مسائل بسیار مهم شرکت های 
شرایط  با  مناسب  روشی  به دنبال  کشور  بیمة  صنعت  و  است  بیمه 
بومی کشور برای حل این مسئله است. تاکنون این برآورد در سطح 
کلان و با روش نردبان زنجیری انجام شده است و ایرادهای زیادی 
ازسوی بیمة مرکزی به آن وارد بوده است. هدف این مقاله ترویج و 
بومی سازی روش برآورد ذخیرة معوق در سطح خرد با استفاده از تابع 

مفصل است. 
نهایی  میزان  پیش بینی  به  متکی  معوق  ذخیرة خسارت  برآورد 
به  متعهد  بیمه گر  و  نشده اند  تسویه  هنوز  که  است  خسارت هایی 
در  خسارت ها  است  ممکن   .(Karimi, 2019) است  آن  پرداخت 
دورة مالی مربوطه پرداخت نشوند، زیرا معمولاً خسارت های بزرگ، 
مدت زمان بیشتری برای تسویه شدن لازم دارند بنابراین با  داده های 
سانسورشده مواجهیم )به عنوان یک منبع برای داده های سانسورشده 
می توان به Klein and Moeschberger (2003) مراجعه کرد(. در 
این  در  که  است  شده  تسویه  خسارتی  یا  معین،  تاریخی  در  واقع، 
صورت مقدار نهایی آن مشخص است، یا هنوز تسویه نشده است و در 

این صورت مبلغ نهایی خسارت سانسور شده است.
وجود  معوق  خسارت  ذخیرة  برآورد  برای  کلی  رویکرد  دو 
سطح  رویکرد  در  خرد.  سطح  رویکرد  و  کلان  سطح  رویکرد  دارد: 
در که  می شود  استفاده  زنجیری  نردبان  روش  از  معمولاً   کلان 
 Mack (1993) ،Mack and Venter (2000) ،Verrall (2000)، 
England and Verrall (2002) و Saluz et al. (2014) شرح داده 
شده است )که موضوع بحث این پژوهش نیست(. در این مقاله از رویکرد 
سطح خرد استفاده می شود و برای پیش بینی مقدار خسارت معوق از 
مشخصات شناخته شدة خسارت به عنوان متغیرهای پیش بینی کننده 
استفاده می شود. برآورد در سطح خرد، در عمل کارایی خوبی دارد، اما 
از نظر اجرایی پیچیده است (Hesselager, 1994). در رویکرد سطح 
خرد مبلغ هر خسارت تسویه نشده به صورت جداگانه برآورد می شود 
)Norberg, 1993; Norberg, 1999; Jin, 2017; Pigeon et al., 2014( 

می رود  شمار  به  مهمی  متغیر  خسارت  هر  پرداخت  مدت زمان  و   
 (Yanez and Pigeon, 2021; Taha et al., 2021; Lopez
رویکرد مانند  پژوهش هایی  در   .and Milhaud, 2021) 

 Jin (2017)   وAyuso and Santolino (2008)، متغیرهای مدت زمان 
و بررسی شده اند  به طور جداگانه  مبلغ خسارت  و   پرداخت خسارت 
 Antonio et al. (2016) مدلی چندحالتی برای مبلغ خسارت در 

نظر گرفته اند.
بین  وابستگی  ساختار  تبیین  برای  مفصل  تابع  رویکرد 
را  خسارت  وقوع  زمان  و  خسارت  پرداخت  مدت زمان  متغیرهای 
از رویکرد مقاله  این  ما در   Zhao and Zhou (2010) مطرح کرد. 

 Lopez et al. (2016) برای مدل سازی ساختار وابستگی متغیرهای 
در  می کنیم.  استفاده  خسارت  مبلغ  و  خسارت  پرداخت  مدت زمان 
این رویکرد اطلاعات در سطح خرد تحلیل مي شوند. ابتدا مدل سازي 
تسویه  مدت زمان  و  خسارت  میزان  حاشیه اي  توزیع هاي  )جداگانه( 

توزیع هاي  این  سپس  مي شود،  انجام  کمکي  متغیرهاي  براساس 
حاشیه اي با یک تابع مفصل به یکدیگر پیوند داده مي شوند و ذخیرة 
خسارت های معوق با استفاده از تابع مفصل برآورد مي شود. پس از 
روش های  و  مسئله  فرضیات  مقاله،  این  دوم  بخش  در  مقدمه،  این 
انتخاب توزیع های حاشیه ای و توزیع توأم تبیین می شود. در بخش 
سوم با استفاده از شبیه سازی کارایی مدل ساخته شده در بخش دوم 
پیش بینی  برای  ساخته شده  مدل  چهارم  بخش  در  می شود.  ارزیابی 
ذخیرة خسارت های معوق یکی از شرکت های بیمه به کار برده خواهد 

شد.

 مبانی نظری پژوهش
نشان دهندة  به ترتیب،  و   تصادفی   متغیرهای  کنید  فرض 
گزارش  اعلام  زمان  از  خسارت،  تسویة  مدت زمان  و  خسارت  مقدار 
باشند. همچنین فرض کنید متغیر تصادفی  زمان بین اعلام گزارش 
، بردار متغیرهای پیش بینی کننده  تاریخ شروع مطالعه، و بردار  تا 

باشند. در این صورت تعریف می کنیم:
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 مقدمه 

شرایط بومی کشور برای   با  مناسب  یدنبال روشکشور به  ةهای بیمه است و صنعت بیم آن یکی از مسائل بسیار مهم شرکت  ةموضوع ذخائر و محاسب
مرکزی به آن وارد   ةزیادی ازسوی بیم  های ایرادحل این مسئله است. تاکنون این برآورد در سطح کلان و با روش نردبان زنجیری انجام شده است و  

 معوق در سطح خرد با استفاده از تابع مفصل است.  ةسازی روش برآورد ذخیربوده است. هدف این مقاله ترویج و بومی

به  معوق  خسارت    ةذخیر  برآورد نهایی خسارت  بینیپیشمتکی  بیمهنشده  هایی است که هنوز تسویهمیزان  و  اس اند  پرداخت آن  به  ت گر متعهد 
  بیشتری برای تسویه  زمان مدتهای بزرگ،  خسارت  معمولاًزیرا    ،مالی مربوطه پرداخت نشوند  ةدر دور ها  خسارتممکن است  .  

با   بنابراین  دارند  لازم  مواجهیمهای  دادهشدن  داده  عنوانبه)   سانسورشده  برای  منبع  به  میسانسورشده  های  یک  توان 
تاریخ  . درمراجعه کرد(    یا    ی واقع، در  مشخص تسویه شده است که در این صورت مقدار نهایی آن    یخسارتمعین، 

 .استشده در این صورت مبلغ نهایی خسارت سانسور و  است است، یا هنوز تسویه نشده

برآورد ذخیر برای  رویکرد کلی  رویکرد  ةدو  و  رویکرد سطح کلان  دارد:  رویکرد سطح کلان  خسارت معوق وجود  از روش   معمولاً  سطح خرد. در 
زنجیری  می  نردبان  درشود  استفاده    ،،  ،    که 

شود می  ستفادهسطح خرد ااز رویکرد  در این مقاله  (.  موضوع بحث این پژوهش نیست  کهشرح داده شده است )   و    
برای   شناختهمعوق  مقدار خسارت    بینیپیشو  میبینیپیش  متغیرهای   عنوانبهخسارت    ة شداز مشخصات  استفاده  در سطح شود.  کننده  برآورد 

نشده رویکرد سطح خرد مبلغ هر خسارت تسویهدر    .  اما از نظر اجرایی پیچیده است  ،خرد، در عمل کارایی خوبی دارد
برآورد میبه پرداخت هر خسارت   زمانمدت و    ()  شودصورت جداگانه 

شمار به  مهمی  پژوهش  .()  رودیم  متغیر  مانند در  هایی 
متغیرهای و      رویکرد خسارت  زمانمدت  ،  مبلغ  و  خسارت  بررسی طور  به  پرداخت  جداگانه 

 .اندگرفتهلتی برای مبلغ خسارت در نظر چندحا یمدل اند و شده

   را  خسارتزمان وقوع  پرداخت خسارت و    زمانمدت  رویکرد تابع مفصل برای تبیین ساختار وابستگی بین متغیرهای 
پرداخت خسارت و مبلغ   زمانمدت  متغیرهای   سازی ساختار وابستگیبرای مدل     ما در این مقاله از رویکرد.  کردمطرح  

ای میزان خسارت و  ای حاشیههتوزیع (  جداگانه)   سازی مدل   شوند. ابتداکنیم. در این رویکرد اطلاعات در سطح خرد تحلیل میخسارت استفاده می
متغیرهای  زمانمدت براساس  می  تسویه  انجام  توزیع کمکی  این  حاشیهشود، سپس  دادههای  پیوند  یکدیگر  به  مفصل  تابع  یک  با  و  می   ای  شوند 
انتخاب های  مسئله و روشپس از این مقدمه، در بخش دوم این مقاله، فرضیات    .شودهای معوق با استفاده از تابع مفصل برآورد میخسارت  ةذخیر
شود. در شده در بخش دوم ارزیابی میکارایی مدل ساخته  سازی شبیهشود. در بخش سوم با استفاده از  م تبیین میأای و توزیع توحاشیههای  توزیع 

 .خواهد شدبیمه به کار برده های  معوق یکی از شرکتهای خسارت ةذخیر  بینیپیششده برای بخش چهارم مدل ساخته

 

 مبانی نظري پژوهش 
فرض کنید متغیر    همچنینخسارت، از زمان اعلام گزارش باشند.    ةتسوی  زمانمدت مقدار خسارت و    ةدهندترتیب، نشانبه   𝑇𝑇و    M  فرض کنید متغیرهای تصادفی

 :کنیمصورت تعریف می  کننده باشند. در اینبینیبردار متغیرهای پیش، X  اعلام گزارش تا تاریخ شروع مطالعه، و بردار  زمان بین Dتصادفی 
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  ک متغیر نشانگر ی   δ𝑖𝑖  رسانسور شود. متغی  𝐷𝐷𝑖𝑖  با این متغیر ممکن است    (.نهایی آن  ةتسوی  یعنی زمان بین اعلام وقوع خسارت و)خسارت است    ةتسوی  زمانمدت یک متغیر نشانگر است 

,inf(𝑇𝑇𝑖𝑖=  متغیرهای  همچنینست.  ا  δ𝑖𝑖= 0نشده  برای موارد تسویهو    δ𝑖𝑖= 1  شدهاست که برای موارد تسویه 𝐷𝐷𝑖𝑖)  𝑌𝑌𝑖𝑖    و𝑁𝑁𝑖𝑖 = δ𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖  م. این  دهیتشکیل می  را
 مشاهده شده است.  Diاست، با این تفاوت که در اینجا فرض بر این است که    استفاده شده   مدل مشابه مدلی است که در

,T)  کنیمفرض می   M, X)  ازمس بازعبارتاشند. بهب  𝐷𝐷  تقل  از متغیرهای کمکی    ،خسارت تا شروع مطالعه  زمانی اعلام  ةدیگر طول  مبلغ خسارت،  ،  Xمستقل 
 .خسارت، است   زمانی پرداخت ةطول دور

T|X  ایحاشیه های برآورد توزیع های روشبعدی  در بخش  = x  و  M|X = xشوندمی  شرح داده. 

  ای حاشیههای توزیع  برآورد 

T|Xسازی توزیع شرطی  برای مدل   = x،  خطر شرطی   ز تابع نرخا 

h(t|x) = lim
𝑑𝑑𝑑𝑑→0+

𝑑𝑑ℙ(T ∈ [t,t + dt]|X = x)
𝑑𝑑𝑑𝑑   

ردار پارامتر  ب   αاشناخته و  ن  ةپای یک تابع  ℎ0ه در آن  ک ،h(t|x) = h0(t) exp(aTx)  صورت هب  ،  و مدل رگرسیون کاکس
 توزیع  برای تابع  تقریبی  نماییدرستشبه  آماری تابع  ةنظری  در)  ،نمایی انجام داددرست از روش حداکثر شبه  توان با استفادها می ر  αنامعلوم است. برآورد  

  هایداده  از  ای مجموعه  احتمال   تابع  برای   تقریبی  تواندمی  که  است  این  آن  عملی  کاربرد.  است  تصادفی  متغیرهای   از  ای مجموعه  مشترک  احتمال 
 صریح   برآوردهای  آوردن دست به برای  راهی است ممکن یا کند، ارائه تخمین برای  ی ترساده محاسباتی روش است ممکن که کند ارائه شدهمشاهده

  .کند(  ارائه مدل پارامترهای  از

∫ =  خطر تجمعیتابع    
𝑑𝑑

0 h0 (s) ds (t)  H0  صورت ناپارامتری برآورد کردبه  استفاده از برآوردگر برسلو با  توانرا می  . 

M|X  سازی توزیع شرطیمدل = x   این    در  ،()   استمدل خطی تعمیم یافته    براساس
g(E[𝜓𝜓(𝑀𝑀)|X]) =𝛽𝛽0   شودشود و فرض می در نظر گرفته می   𝑀𝑀از   شناخته شده  𝜓𝜓(𝑀𝑀)  یک تبدیلمدل  

𝑇𝑇𝑋𝑋  ه در آن  ک𝑔𝑔  ک تابع پیوند شناخته شده  ی
   توان با استفاده ازمی را  𝛽𝛽0  است. برآورد پارامتر

 (1 )                     β ̂ = arg maxβ ∑ Win
n
i=1 log f𝛽𝛽 (𝜓𝜓(𝑁𝑁𝑖𝑖)|βTXi)                                

 هااست، وزن  𝛽𝛽  با پارامتر 𝜓𝜓(𝑀𝑀)|Xچگالی شرطی از   |.)βTx 𝑓𝑓𝛽𝛽  ( که در آن  

(2)                                             Win =
δ𝑖𝑖 

n�̂�𝑆𝐶𝐶(Yi)
 

�̂�𝑆𝐶𝐶(t)   آنهاهستند که در   = n−1 ∑ 1ci≥t
n
i=1تابع بقا تجربی و یک برآوردگر از  𝑆𝑆𝐶𝐶(𝑇𝑇) = ℙ(𝐶𝐶 ≥ 𝑑𝑑)    .( مربوط به برآورد حداکثر  2( و )1)   ةرابطاست

 اند.ها برای اصلاح کاهش اریبی ناشی از سانسور اعمال شدهنمایی وزنی است که وزندرست

   سازی براساس تابع مفصلمدل 

  ، با مقدار بزرگی از شدن  بل از تسویه ق   Tطولانی    زمانمدتهایی با  رود که خسارت می ابسته هستند. در واقع، انتظار  و  Mمتغیر    و  T  در مدل سطح خرد، متغیر 
 M  سازی ساختار وابستگی متغیر د. مزیت مدل نشوسرعت تسویه می زیرا به احتمال زیاد مطالبات کوچک به   ،مراه باشنده  T   متغیر    وM   در    دیدگاه تابع مفصل  از

های پارامتری که با ای از توزیع ای در نظر گرفت. بنابراین، دشواری یافتن خانواده های حاشیهصورت جداگانه از توزیع توان ساختار وابستگی را بهاین است که می 
.  ای سازگار باشد، مطرح نیستهر دو توزیع حاشیه 

 

از    ةاید تابع مفصل  بیان میاست    اسکلار   ةقضیاصلی  برای دو متغیر تصادفی  که  تو  با  𝑌𝑌  و  𝑋𝑋کند  توزیع  ,𝐹𝐹𝑋𝑋,𝑌𝑌 (x  مأ تابع  y)  =  ℙ(X ≤  x, Y ≤
 y)   ایهای حاشیهتوزیع و ,FY  F𝑋𝑋 وجود دارد تابع  𝐶𝐶 ای کهگونهبه 
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های پارامتری که با ای از توزیع ای در نظر گرفت. بنابراین، دشواری یافتن خانواده های حاشیهصورت جداگانه از توزیع توان ساختار وابستگی را بهاین است که می 
.  ای سازگار باشد، مطرح نیستهر دو توزیع حاشیه 

 

از    ةاید تابع مفصل  بیان میاست    اسکلار   ةقضیاصلی  برای دو متغیر تصادفی  که  تو  با  𝑌𝑌  و  𝑋𝑋کند  توزیع  ,𝐹𝐹𝑋𝑋,𝑌𝑌 (x  مأ تابع  y)  =  ℙ(X ≤  x, Y ≤
 y)   ایهای حاشیهتوزیع و ,FY  F𝑋𝑋 وجود دارد تابع  𝐶𝐶 ای کهگونهبه 

که برای موارد تسویه شده 
تشکیل  را   

  ک متغیر نشانگر ی   δ𝑖𝑖  رسانسور شود. متغی  𝐷𝐷𝑖𝑖  با این متغیر ممکن است    (.نهایی آن  ةتسوی  یعنی زمان بین اعلام وقوع خسارت و)خسارت است    ةتسوی  زمانمدت
,inf(𝑇𝑇𝑖𝑖=  متغیرهای  همچنینست.  ا  δ𝑖𝑖= 0نشده  برای موارد تسویهو    δ𝑖𝑖= 1  شدهاست که برای موارد تسویه 𝐷𝐷𝑖𝑖)  𝑌𝑌𝑖𝑖    و𝑁𝑁𝑖𝑖 = δ𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖  م. این  دهیتشکیل می  را

 مشاهده شده است.  Diاست، با این تفاوت که در اینجا فرض بر این است که    استفاده شده   مدل مشابه مدلی است که در

,T)  کنیمفرض می   M, X)  ازمس بازعبارتاشند. بهب  𝐷𝐷  تقل  از متغیرهای کمکی    ،خسارت تا شروع مطالعه  زمانی اعلام  ةدیگر طول  مبلغ خسارت،  ،  Xمستقل 
 .خسارت، است   زمانی پرداخت ةطول دور

T|X  ایحاشیه های برآورد توزیع های روشبعدی  در بخش  = x  و  M|X = xشوندمی  شرح داده. 

  ای حاشیههای توزیع  برآورد 

T|Xسازی توزیع شرطی  برای مدل   = x،  خطر شرطی   ز تابع نرخا 

h(t|x) = lim
𝑑𝑑𝑑𝑑→0+

𝑑𝑑ℙ(T ∈ [t,t + dt]|X = x)
𝑑𝑑𝑑𝑑   

ردار پارامتر  ب   αاشناخته و  ن  ةپای یک تابع  ℎ0ه در آن  ک ،h(t|x) = h0(t) exp(aTx)  صورت هب  ،  و مدل رگرسیون کاکس
 توزیع  برای تابع  تقریبی  نماییدرستشبه  آماری تابع  ةنظری  در)  ،نمایی انجام داددرست از روش حداکثر شبه  توان با استفادها می ر  αنامعلوم است. برآورد  

  هایداده  از  ای مجموعه  احتمال   تابع  برای   تقریبی  تواندمی  که  است  این  آن  عملی  کاربرد.  است  تصادفی  متغیرهای   از  ای مجموعه  مشترک  احتمال 
 صریح   برآوردهای  آوردن دست به برای  راهی است ممکن یا کند، ارائه تخمین برای  ی ترساده محاسباتی روش است ممکن که کند ارائه شدهمشاهده

  .کند(  ارائه مدل پارامترهای  از

∫ =  خطر تجمعیتابع    
𝑑𝑑

0 h0 (s) ds (t)  H0  صورت ناپارامتری برآورد کردبه  استفاده از برآوردگر برسلو با  توانرا می  . 

M|X  سازی توزیع شرطیمدل = x   این    در  ،()   استمدل خطی تعمیم یافته    براساس
g(E[𝜓𝜓(𝑀𝑀)|X]) =𝛽𝛽0   شودشود و فرض می در نظر گرفته می   𝑀𝑀از   شناخته شده  𝜓𝜓(𝑀𝑀)  یک تبدیلمدل  

𝑇𝑇𝑋𝑋  ه در آن  ک𝑔𝑔  ک تابع پیوند شناخته شده  ی
   توان با استفاده ازمی را  𝛽𝛽0  است. برآورد پارامتر

 (1 )                     β ̂ = arg maxβ ∑ Win
n
i=1 log f𝛽𝛽 (𝜓𝜓(𝑁𝑁𝑖𝑖)|βTXi)                                

 هااست، وزن  𝛽𝛽  با پارامتر 𝜓𝜓(𝑀𝑀)|Xچگالی شرطی از   |.)βTx 𝑓𝑓𝛽𝛽  ( که در آن  

(2)                                             Win =
δ𝑖𝑖 

n�̂�𝑆𝐶𝐶(Yi)
 

�̂�𝑆𝐶𝐶(t)   آنهاهستند که در   = n−1 ∑ 1ci≥t
n
i=1تابع بقا تجربی و یک برآوردگر از  𝑆𝑆𝐶𝐶(𝑇𝑇) = ℙ(𝐶𝐶 ≥ 𝑑𝑑)    .( مربوط به برآورد حداکثر  2( و )1)   ةرابطاست

 اند.ها برای اصلاح کاهش اریبی ناشی از سانسور اعمال شدهنمایی وزنی است که وزندرست

   سازی براساس تابع مفصلمدل 

  ، با مقدار بزرگی از شدن  بل از تسویه ق   Tطولانی    زمانمدتهایی با  رود که خسارت می ابسته هستند. در واقع، انتظار  و  Mمتغیر    و  T  در مدل سطح خرد، متغیر 
 M  سازی ساختار وابستگی متغیر د. مزیت مدل نشوسرعت تسویه می زیرا به احتمال زیاد مطالبات کوچک به   ،مراه باشنده  T   متغیر    وM   در    دیدگاه تابع مفصل  از

های پارامتری که با ای از توزیع ای در نظر گرفت. بنابراین، دشواری یافتن خانواده های حاشیهصورت جداگانه از توزیع توان ساختار وابستگی را بهاین است که می 
.  ای سازگار باشد، مطرح نیستهر دو توزیع حاشیه 

 

از    ةاید تابع مفصل  بیان میاست    اسکلار   ةقضیاصلی  برای دو متغیر تصادفی  که  تو  با  𝑌𝑌  و  𝑋𝑋کند  توزیع  ,𝐹𝐹𝑋𝑋,𝑌𝑌 (x  مأ تابع  y)  =  ℙ(X ≤  x, Y ≤
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به صورت   ،Cox and Oakes (1984) و مدل رگرسیون کاکس 
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,inf(𝑇𝑇𝑖𝑖=  متغیرهای  همچنینست.  ا  δ𝑖𝑖= 0نشده  برای موارد تسویهو    δ𝑖𝑖= 1  شدهاست که برای موارد تسویه 𝐷𝐷𝑖𝑖)  𝑌𝑌𝑖𝑖    و𝑁𝑁𝑖𝑖 = δ𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖  م. این  دهیتشکیل می  را

 مشاهده شده است.  Diاست، با این تفاوت که در اینجا فرض بر این است که    استفاده شده   مدل مشابه مدلی است که در

,T)  کنیمفرض می   M, X)  ازمس بازعبارتاشند. بهب  𝐷𝐷  تقل  از متغیرهای کمکی    ،خسارت تا شروع مطالعه  زمانی اعلام  ةدیگر طول  مبلغ خسارت،  ،  Xمستقل 
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  هایداده  از  ای مجموعه  احتمال   تابع  برای   تقریبی  تواندمی  که  است  این  آن  عملی  کاربرد.  است  تصادفی  متغیرهای   از  ای مجموعه  مشترک  احتمال 
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 اند.ها برای اصلاح کاهش اریبی ناشی از سانسور اعمال شدهنمایی وزنی است که وزندرست

   سازی براساس تابع مفصلمدل 
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i=1تابع بقا تجربی و یک برآوردگر از  𝑆𝑆𝐶𝐶(𝑇𝑇) = ℙ(𝐶𝐶 ≥ 𝑑𝑑)    .( مربوط به برآورد حداکثر  2( و )1)   ةرابطاست

 اند.ها برای اصلاح کاهش اریبی ناشی از سانسور اعمال شدهنمایی وزنی است که وزندرست

   سازی براساس تابع مفصلمدل 

  ، با مقدار بزرگی از شدن  بل از تسویه ق   Tطولانی    زمانمدتهایی با  رود که خسارت می ابسته هستند. در واقع، انتظار  و  Mمتغیر    و  T  در مدل سطح خرد، متغیر 
 M  سازی ساختار وابستگی متغیر د. مزیت مدل نشوسرعت تسویه می زیرا به احتمال زیاد مطالبات کوچک به   ،مراه باشنده  T   متغیر    وM   در    دیدگاه تابع مفصل  از

های پارامتری که با ای از توزیع ای در نظر گرفت. بنابراین، دشواری یافتن خانواده های حاشیهصورت جداگانه از توزیع توان ساختار وابستگی را بهاین است که می 
.  ای سازگار باشد، مطرح نیستهر دو توزیع حاشیه 

 

از    ةاید تابع مفصل  بیان میاست    اسکلار   ةقضیاصلی  برای دو متغیر تصادفی  که  تو  با  𝑌𝑌  و  𝑋𝑋کند  توزیع  ,𝐹𝐹𝑋𝑋,𝑌𝑌 (x  مأ تابع  y)  =  ℙ(X ≤  x, Y ≤
 y)   ایهای حاشیهتوزیع و ,FY  F𝑋𝑋 وجود دارد تابع  𝐶𝐶 ای کهگونهبه 

از  استفاده  با  می توان  را   α برآورد  است.  نامعلوم  پارامتر  بردار   α و 
تابع  آماری  نظریة  )در  داد،  انجام  شبه درست نمایی  حداکثر  روش 
شبه درست نمایی تقریبی برای تابع توزیع احتمال مشترک مجموعه ای 
از متغیرهای تصادفی است. کاربرد عملی آن این است که می تواند 
تقریبی برای تابع احتمال مجموعه ای از داده های مشاهده شده ارائه 
ارائه  تخمین  برای  ساده تری  محاسباتی  روش  است  ممکن  که  کند 
کند، یا ممکن است راهی برای به دست آوردن برآوردهای صریح از 

پارامترهای مدل ارائه کند(. 
با  می توان  را   

  ک متغیر نشانگر ی   δ𝑖𝑖  رسانسور شود. متغی  𝐷𝐷𝑖𝑖  با این متغیر ممکن است    (.نهایی آن  ةتسوی  یعنی زمان بین اعلام وقوع خسارت و)خسارت است    ةتسوی  زمانمدت
,inf(𝑇𝑇𝑖𝑖=  متغیرهای  همچنینست.  ا  δ𝑖𝑖= 0نشده  برای موارد تسویهو    δ𝑖𝑖= 1  شدهاست که برای موارد تسویه 𝐷𝐷𝑖𝑖)  𝑌𝑌𝑖𝑖    و𝑁𝑁𝑖𝑖 = δ𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖  م. این  دهیتشکیل می  را

 مشاهده شده است.  Diاست، با این تفاوت که در اینجا فرض بر این است که    استفاده شده   مدل مشابه مدلی است که در

,T)  کنیمفرض می   M, X)  ازمس بازعبارتاشند. بهب  𝐷𝐷  تقل  از متغیرهای کمکی    ،خسارت تا شروع مطالعه  زمانی اعلام  ةدیگر طول  مبلغ خسارت،  ،  Xمستقل 
 .خسارت، است   زمانی پرداخت ةطول دور

T|X  ایحاشیه های برآورد توزیع های روشبعدی  در بخش  = x  و  M|X = xشوندمی  شرح داده. 

  ای حاشیههای توزیع  برآورد 

T|Xسازی توزیع شرطی  برای مدل   = x،  خطر شرطی   ز تابع نرخا 

h(t|x) = lim
𝑑𝑑𝑑𝑑→0+

𝑑𝑑ℙ(T ∈ [t,t + dt]|X = x)
𝑑𝑑𝑑𝑑   

ردار پارامتر  ب   αاشناخته و  ن  ةپای یک تابع  ℎ0ه در آن  ک ،h(t|x) = h0(t) exp(aTx)  صورت هب  ،  و مدل رگرسیون کاکس
 توزیع  برای تابع  تقریبی  نماییدرستشبه  آماری تابع  ةنظری  در)  ،نمایی انجام داددرست از روش حداکثر شبه  توان با استفادها می ر  αنامعلوم است. برآورد  

  هایداده  از  ای مجموعه  احتمال   تابع  برای   تقریبی  تواندمی  که  است  این  آن  عملی  کاربرد.  است  تصادفی  متغیرهای   از  ای مجموعه  مشترک  احتمال 
 صریح   برآوردهای  آوردن دست به برای  راهی است ممکن یا کند، ارائه تخمین برای  ی ترساده محاسباتی روش است ممکن که کند ارائه شدهمشاهده

  .کند(  ارائه مدل پارامترهای  از
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M|X  سازی توزیع شرطیمدل = x   این    در  ،()   استمدل خطی تعمیم یافته    براساس
g(E[𝜓𝜓(𝑀𝑀)|X]) =𝛽𝛽0   شودشود و فرض می در نظر گرفته می   𝑀𝑀از   شناخته شده  𝜓𝜓(𝑀𝑀)  یک تبدیلمدل  

𝑇𝑇𝑋𝑋  ه در آن  ک𝑔𝑔  ک تابع پیوند شناخته شده  ی
   توان با استفاده ازمی را  𝛽𝛽0  است. برآورد پارامتر
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 M  سازی ساختار وابستگی متغیر د. مزیت مدل نشوسرعت تسویه می زیرا به احتمال زیاد مطالبات کوچک به   ،مراه باشنده  T   متغیر    وM   در    دیدگاه تابع مفصل  از

های پارامتری که با ای از توزیع ای در نظر گرفت. بنابراین، دشواری یافتن خانواده های حاشیهصورت جداگانه از توزیع توان ساختار وابستگی را بهاین است که می 
.  ای سازگار باشد، مطرح نیستهر دو توزیع حاشیه 

 

از    ةاید تابع مفصل  بیان میاست    اسکلار   ةقضیاصلی  برای دو متغیر تصادفی  که  تو  با  𝑌𝑌  و  𝑋𝑋کند  توزیع  ,𝐹𝐹𝑋𝑋,𝑌𝑌 (x  مأ تابع  y)  =  ℙ(X ≤  x, Y ≤
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M|X  سازی توزیع شرطیمدل = x   این    در  ،()   استمدل خطی تعمیم یافته    براساس
g(E[𝜓𝜓(𝑀𝑀)|X]) =𝛽𝛽0   شودشود و فرض می در نظر گرفته می   𝑀𝑀از   شناخته شده  𝜓𝜓(𝑀𝑀)  یک تبدیلمدل  

𝑇𝑇𝑋𝑋  ه در آن  ک𝑔𝑔  ک تابع پیوند شناخته شده  ی
   توان با استفاده ازمی را  𝛽𝛽0  است. برآورد پارامتر

 (1 )                     β ̂ = arg maxβ ∑ Win
n
i=1 log f𝛽𝛽 (𝜓𝜓(𝑁𝑁𝑖𝑖)|βTXi)                                

 هااست، وزن  𝛽𝛽  با پارامتر 𝜓𝜓(𝑀𝑀)|Xچگالی شرطی از   |.)βTx 𝑓𝑓𝛽𝛽  ( که در آن  

(2)                                             Win =
δ𝑖𝑖 

n�̂�𝑆𝐶𝐶(Yi)
 

�̂�𝑆𝐶𝐶(t)   آنهاهستند که در   = n−1 ∑ 1ci≥t
n
i=1تابع بقا تجربی و یک برآوردگر از  𝑆𝑆𝐶𝐶(𝑇𝑇) = ℙ(𝐶𝐶 ≥ 𝑑𝑑)    .( مربوط به برآورد حداکثر  2( و )1)   ةرابطاست

 اند.ها برای اصلاح کاهش اریبی ناشی از سانسور اعمال شدهنمایی وزنی است که وزندرست

   سازی براساس تابع مفصلمدل 

  ، با مقدار بزرگی از شدن  بل از تسویه ق   Tطولانی    زمانمدتهایی با  رود که خسارت می ابسته هستند. در واقع، انتظار  و  Mمتغیر    و  T  در مدل سطح خرد، متغیر 
 M  سازی ساختار وابستگی متغیر د. مزیت مدل نشوسرعت تسویه می زیرا به احتمال زیاد مطالبات کوچک به   ،مراه باشنده  T   متغیر    وM   در    دیدگاه تابع مفصل  از

های پارامتری که با ای از توزیع ای در نظر گرفت. بنابراین، دشواری یافتن خانواده های حاشیهصورت جداگانه از توزیع توان ساختار وابستگی را بهاین است که می 
.  ای سازگار باشد، مطرح نیستهر دو توزیع حاشیه 

 

از    ةاید تابع مفصل  بیان میاست    اسکلار   ةقضیاصلی  برای دو متغیر تصادفی  که  تو  با  𝑌𝑌  و  𝑋𝑋کند  توزیع  ,𝐹𝐹𝑋𝑋,𝑌𝑌 (x  مأ تابع  y)  =  ℙ(X ≤  x, Y ≤
 y)   ایهای حاشیهتوزیع و ,FY  F𝑋𝑋 وجود دارد تابع  𝐶𝐶 ای کهگونهبه 

 که در آن 
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 )2(

یک  و  تجربی  بقا  ) تابع  )
i t

n1
ci 1

ˆ t n 1CS
≥

−
=

= ∑ آنها  در  که  هستند 
به  مربوط   )2( و   )1( رابطة  است.   ( ) ( )CS T C t= ≥ از  برآوردگر 
برآورد حداکثر درست نمایی وزنی است که وزن ها برای اصلاح کاهش 

اریبی ناشی از سانسور اعمال شده اند.

مدل سازی براساس تابع مفصل 
M وابسته هستند. در  T و متغیر  در مدل سطح خرد، متغیر 
T قبل از  واقع، انتظار می رود که خسارت هایی با مدت زمان طولانی 
M  همراه باشند، زیرا به احتمال زیاد  تسویه شدن، با مقدار بزرگی از 
مطالبات کوچک به سرعت تسویه می شوند. مزیت مدل سازی ساختار 
M از دیدگاه تابع مفصل در این است که  T و متغیر  وابستگی متغیر 
می توان ساختار وابستگی را به صورت جداگانه از توزیع های حاشیه ای 
توزیع های  از  خانواده ای  یافتن  دشواری  بنابراین،  گرفت.  نظر  در 
نیست  مطرح  باشد،  سازگار  توزیع حاشیه ای  دو  هر  با  که  پارامتری 

.(Nelsen, 2006)
بیان  که  است  اسکلار  قضیة  از  مفصل  تابع  اصلی  ایدة 
توأم  توزیع  تابع  با   Y و   X تصادفی  متغیر  دو  برای  می کند 

 , YF حاشیه ای  توزیع های  و   ( ) ( ),  x, y   X  x,  Y  y  X YF = ≤ ≤
C به گونه ای که FX وجود دارد تابع 

( ) ( ) ( )( ),  x, y  ,X Y X YF C F x F y=   )3(
                                   

 .(Sklar, 1959) یک تابع مفصل دومتغیره است C تابع 
هر   برای  که  می کند  بیان  اسکلار  قضیة  عکس 

داریم

(3)                              𝐹𝐹𝑋𝑋,𝑌𝑌 (x, y)  = 𝐶𝐶(𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥), 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦))            

 .  است یک تابع مفصل دومتغیره  𝐶𝐶  تابع

 داریم [0, 1] × [0, 1] ∋ (u , v)   کند که برای هرمیاسکلار بیان  ةعکس قضی

(4)                         (𝐹𝐹𝑋𝑋
−1(𝑢𝑢), 𝐹𝐹𝑌𝑌

−1(𝑣𝑣)) = 𝐹𝐹𝑋𝑋,𝑌𝑌 C(u , v) 

𝐹𝐹𝑋𝑋   که در آن
𝐹𝐹𝑌𝑌و   𝐹𝐹𝑋𝑋 تابع وارون  (∙)1−

 .است 𝐹𝐹𝑌𝑌تابع وارون   (∙)1−

:C = {𝐶𝐶0 هایمفصل  ة خانوادپارامتری از   ةخانوادمتعلق به یک  𝐶𝐶در حالت پارامتری تابع   𝜃𝜃 ∈ Θ} ست که در آن  اΘ ⊂ ℝk  وθ   پارامتر وابستگی
 .است

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢  ة که در صورت وجود از رابط است، Cθ  یتابع چگال cθ  عتاب 𝑣𝑣) = 𝜕𝜕𝑢𝑢,𝑣𝑣
2 𝐶𝐶θ(u.v)

𝜕𝜕𝑢𝑢𝜕𝜕𝑣𝑣
 .آیددست می هب 

 عبارت است از،  θنمایی برآوردگر حداکثر درست

θ̂𝑀𝑀𝑀𝑀 = arg max
θ∈Θ

∑ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑐𝑐𝜃𝜃

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

(𝑢𝑢𝑖𝑖, 𝑣𝑣𝑖𝑖) 

 .است همعروف از توابع مفصل بیان شد ةخانوادفرمول تابع توزیع و حدود پارامتر چند  ١جدول در  

 

 گامبل، جو و گالامبوسهای پلاکت، فرانک، نرمال، تابع توزیع و حدود پارامتر خانواده . 1ول جد

 

 تابع مفصل  حدود پارامتر  خانواده 

 {1}-(∞,0) پلاکت
𝐶𝐶θ(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) =  

1 + (θ − 1)(u + v) − √(1 + (θ − 1)(u + v))2 − 4uvθ(θ − 1)

2(θ − 1)
 

 (∞,1] فرانک 
𝐶𝐶θ(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = −

1
θ

ln(1 +
(𝑒𝑒−𝑢𝑢θ − 1)(𝑒𝑒−𝑣𝑣θ − 1)

𝑒𝑒−θ − 1 ) 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 [1,1-] گامبل 𝑣𝑣)=exp (−((− ln 𝑢𝑢)θ + (− ln 𝑣𝑣)θ)
1
θ 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 [1,1-] نرمال  𝑣𝑣) = Φθ
−1(Φ−1(𝑢𝑢), Φ−1(𝑣𝑣)) 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 (∞,1] جو  𝑣𝑣) = 1 − ((1 − 𝑢𝑢)θ + (1 − 𝑣𝑣)θ − (1 − 𝑢𝑢)θ (1 − 𝑉𝑉)θ)
1
θ  

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 (∞,0) گالامبوس  𝑣𝑣) = 𝑢𝑢𝑣𝑣 ∙ exp [(− ln vu)−θ +(− ln v)−θ]
−1

θ  

 
   :  صورت زیر استهب 𝐶𝐶  کندال با استفاده از تعریف تابع مفصل  τضریب همبستگی  

(5)                             τX,Y = τC = 4 ∬ C(u, v)dC(u, v) − 1 

 : ( )  ازند  اترتیب، عبارتضرایب وابستگی دمی بالایی و پایینی، به همچنین

(6)                           λu = lim
t→1− P (Y > FY

−1(t)|X > FX
−1(t)) = 2 − lim

t→1−
1−C(t,t)

1−t 
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,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 (∞,0) گالامبوس  𝑣𝑣) = 𝑢𝑢𝑣𝑣 ∙ exp [(− ln vu)−θ +(− ln v)−θ]
−1

θ  

 
   :  صورت زیر استهب 𝐶𝐶  کندال با استفاده از تعریف تابع مفصل  τضریب همبستگی  

(5)                             τX,Y = τC = 4 ∬ C(u, v)dC(u, v) − 1 

 : ( )  ازند  اترتیب، عبارتضرایب وابستگی دمی بالایی و پایینی، به همچنین

(6)                           λu = lim
t→1− P (Y > FY

−1(t)|X > FX
−1(t)) = 2 − lim

t→1−
1−C(t,t)

1−t 

  )4(

 تابع وارون 

(3)                              𝐹𝐹𝑋𝑋,𝑌𝑌 (x, y)  = 𝐶𝐶(𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥), 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦))            

 .  است یک تابع مفصل دومتغیره  𝐶𝐶  تابع

 داریم [0, 1] × [0, 1] ∋ (u , v)   کند که برای هرمیاسکلار بیان  ةعکس قضی

(4)                         (𝐹𝐹𝑋𝑋
−1(𝑢𝑢), 𝐹𝐹𝑌𝑌

−1(𝑣𝑣)) = 𝐹𝐹𝑋𝑋,𝑌𝑌 C(u , v) 

𝐹𝐹𝑋𝑋   که در آن
𝐹𝐹𝑌𝑌و   𝐹𝐹𝑋𝑋 تابع وارون  (∙)1−

 .است 𝐹𝐹𝑌𝑌تابع وارون   (∙)1−

:C = {𝐶𝐶0 هایمفصل  ة خانوادپارامتری از   ةخانوادمتعلق به یک  𝐶𝐶در حالت پارامتری تابع   𝜃𝜃 ∈ Θ} ست که در آن  اΘ ⊂ ℝk  وθ   پارامتر وابستگی
 .است

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢  ة که در صورت وجود از رابط است، Cθ  یتابع چگال cθ  عتاب 𝑣𝑣) = 𝜕𝜕𝑢𝑢,𝑣𝑣
2 𝐶𝐶θ(u.v)

𝜕𝜕𝑢𝑢𝜕𝜕𝑣𝑣
 .آیددست می هب 

 عبارت است از،  θنمایی برآوردگر حداکثر درست

θ̂𝑀𝑀𝑀𝑀 = arg max
θ∈Θ

∑ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑐𝑐𝜃𝜃

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

(𝑢𝑢𝑖𝑖, 𝑣𝑣𝑖𝑖) 

 .است همعروف از توابع مفصل بیان شد ةخانوادفرمول تابع توزیع و حدود پارامتر چند  ١جدول در  

 

 گامبل، جو و گالامبوسهای پلاکت، فرانک، نرمال، تابع توزیع و حدود پارامتر خانواده . 1ول جد

 

 تابع مفصل  حدود پارامتر  خانواده 

 {1}-(∞,0) پلاکت
𝐶𝐶θ(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) =  

1 + (θ − 1)(u + v) − √(1 + (θ − 1)(u + v))2 − 4uvθ(θ − 1)

2(θ − 1)
 

 (∞,1] فرانک 
𝐶𝐶θ(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = −

1
θ

ln(1 +
(𝑒𝑒−𝑢𝑢θ − 1)(𝑒𝑒−𝑣𝑣θ − 1)

𝑒𝑒−θ − 1 ) 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 [1,1-] گامبل 𝑣𝑣)=exp (−((− ln 𝑢𝑢)θ + (− ln 𝑣𝑣)θ)
1
θ 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 [1,1-] نرمال  𝑣𝑣) = Φθ
−1(Φ−1(𝑢𝑢), Φ−1(𝑣𝑣)) 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 (∞,1] جو  𝑣𝑣) = 1 − ((1 − 𝑢𝑢)θ + (1 − 𝑣𝑣)θ − (1 − 𝑢𝑢)θ (1 − 𝑉𝑉)θ)
1
θ  

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 (∞,0) گالامبوس  𝑣𝑣) = 𝑢𝑢𝑣𝑣 ∙ exp [(− ln vu)−θ +(− ln v)−θ]
−1

θ  

 
   :  صورت زیر استهب 𝐶𝐶  کندال با استفاده از تعریف تابع مفصل  τضریب همبستگی  

(5)                             τX,Y = τC = 4 ∬ C(u, v)dC(u, v) − 1 

 : ( )  ازند  اترتیب، عبارتضرایب وابستگی دمی بالایی و پایینی، به همچنین

(6)                           λu = lim
t→1− P (Y > FY

−1(t)|X > FX
−1(t)) = 2 − lim

t→1−
1−C(t,t)

1−t 

XF  و   تابع وارون 

(3)                              𝐹𝐹𝑋𝑋,𝑌𝑌 (x, y)  = 𝐶𝐶(𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥), 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦))            

 .  است یک تابع مفصل دومتغیره  𝐶𝐶  تابع

 داریم [0, 1] × [0, 1] ∋ (u , v)   کند که برای هرمیاسکلار بیان  ةعکس قضی

(4)                         (𝐹𝐹𝑋𝑋
−1(𝑢𝑢), 𝐹𝐹𝑌𝑌

−1(𝑣𝑣)) = 𝐹𝐹𝑋𝑋,𝑌𝑌 C(u , v) 

𝐹𝐹𝑋𝑋   که در آن
𝐹𝐹𝑌𝑌و   𝐹𝐹𝑋𝑋 تابع وارون  (∙)1−

 .است 𝐹𝐹𝑌𝑌تابع وارون   (∙)1−

:C = {𝐶𝐶0 هایمفصل  ة خانوادپارامتری از   ةخانوادمتعلق به یک  𝐶𝐶در حالت پارامتری تابع   𝜃𝜃 ∈ Θ} ست که در آن  اΘ ⊂ ℝk  وθ   پارامتر وابستگی
 .است

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢  ة که در صورت وجود از رابط است، Cθ  یتابع چگال cθ  عتاب 𝑣𝑣) = 𝜕𝜕𝑢𝑢,𝑣𝑣
2 𝐶𝐶θ(u.v)

𝜕𝜕𝑢𝑢𝜕𝜕𝑣𝑣
 .آیددست می هب 

 عبارت است از،  θنمایی برآوردگر حداکثر درست

θ̂𝑀𝑀𝑀𝑀 = arg max
θ∈Θ

∑ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑐𝑐𝜃𝜃

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

(𝑢𝑢𝑖𝑖, 𝑣𝑣𝑖𝑖) 

 .است همعروف از توابع مفصل بیان شد ةخانوادفرمول تابع توزیع و حدود پارامتر چند  ١جدول در  

 

 گامبل، جو و گالامبوسهای پلاکت، فرانک، نرمال، تابع توزیع و حدود پارامتر خانواده . 1ول جد

 

 تابع مفصل  حدود پارامتر  خانواده 

 {1}-(∞,0) پلاکت
𝐶𝐶θ(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) =  

1 + (θ − 1)(u + v) − √(1 + (θ − 1)(u + v))2 − 4uvθ(θ − 1)

2(θ − 1)
 

 (∞,1] فرانک 
𝐶𝐶θ(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = −

1
θ

ln(1 +
(𝑒𝑒−𝑢𝑢θ − 1)(𝑒𝑒−𝑣𝑣θ − 1)

𝑒𝑒−θ − 1 ) 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 [1,1-] گامبل 𝑣𝑣)=exp (−((− ln 𝑢𝑢)θ + (− ln 𝑣𝑣)θ)
1
θ 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 [1,1-] نرمال  𝑣𝑣) = Φθ
−1(Φ−1(𝑢𝑢), Φ−1(𝑣𝑣)) 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 (∞,1] جو  𝑣𝑣) = 1 − ((1 − 𝑢𝑢)θ + (1 − 𝑣𝑣)θ − (1 − 𝑢𝑢)θ (1 − 𝑉𝑉)θ)
1
θ  

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 (∞,0) گالامبوس  𝑣𝑣) = 𝑢𝑢𝑣𝑣 ∙ exp [(− ln vu)−θ +(− ln v)−θ]
−1

θ  

 
   :  صورت زیر استهب 𝐶𝐶  کندال با استفاده از تعریف تابع مفصل  τضریب همبستگی  

(5)                             τX,Y = τC = 4 ∬ C(u, v)dC(u, v) − 1 

 : ( )  ازند  اترتیب، عبارتضرایب وابستگی دمی بالایی و پایینی، به همچنین

(6)                           λu = lim
t→1− P (Y > FY

−1(t)|X > FX
−1(t)) = 2 − lim

t→1−
1−C(t,t)

1−t 

که در آن 
YF است.

پارامتری  خانوادة  یک  به  متعلق   C تابع  پارامتری  حالت  در 
آن در  که  است   

(3)                              𝐹𝐹𝑋𝑋,𝑌𝑌 (x, y)  = 𝐶𝐶(𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥), 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦))            

 .  است یک تابع مفصل دومتغیره  𝐶𝐶  تابع

 داریم [0, 1] × [0, 1] ∋ (u , v)   کند که برای هرمیاسکلار بیان  ةعکس قضی

(4)                         (𝐹𝐹𝑋𝑋
−1(𝑢𝑢), 𝐹𝐹𝑌𝑌

−1(𝑣𝑣)) = 𝐹𝐹𝑋𝑋,𝑌𝑌 C(u , v) 

𝐹𝐹𝑋𝑋   که در آن
𝐹𝐹𝑌𝑌و   𝐹𝐹𝑋𝑋 تابع وارون  (∙)1−

 .است 𝐹𝐹𝑌𝑌تابع وارون   (∙)1−

:C = {𝐶𝐶0 هایمفصل  ة خانوادپارامتری از   ةخانوادمتعلق به یک  𝐶𝐶در حالت پارامتری تابع   𝜃𝜃 ∈ Θ} ست که در آن  اΘ ⊂ ℝk  وθ   پارامتر وابستگی
 .است

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢  ة که در صورت وجود از رابط است، Cθ  یتابع چگال cθ  عتاب 𝑣𝑣) = 𝜕𝜕𝑢𝑢,𝑣𝑣
2 𝐶𝐶θ(u.v)

𝜕𝜕𝑢𝑢𝜕𝜕𝑣𝑣
 .آیددست می هب 

 عبارت است از،  θنمایی برآوردگر حداکثر درست

θ̂𝑀𝑀𝑀𝑀 = arg max
θ∈Θ

∑ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑐𝑐𝜃𝜃

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

(𝑢𝑢𝑖𝑖, 𝑣𝑣𝑖𝑖) 

 .است همعروف از توابع مفصل بیان شد ةخانوادفرمول تابع توزیع و حدود پارامتر چند  ١جدول در  

 

 گامبل، جو و گالامبوسهای پلاکت، فرانک، نرمال، تابع توزیع و حدود پارامتر خانواده . 1ول جد

 

 تابع مفصل  حدود پارامتر  خانواده 

 {1}-(∞,0) پلاکت
𝐶𝐶θ(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) =  

1 + (θ − 1)(u + v) − √(1 + (θ − 1)(u + v))2 − 4uvθ(θ − 1)

2(θ − 1)
 

 (∞,1] فرانک 
𝐶𝐶θ(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = −

1
θ

ln(1 +
(𝑒𝑒−𝑢𝑢θ − 1)(𝑒𝑒−𝑣𝑣θ − 1)

𝑒𝑒−θ − 1 ) 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 [1,1-] گامبل 𝑣𝑣)=exp (−((− ln 𝑢𝑢)θ + (− ln 𝑣𝑣)θ)
1
θ 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 [1,1-] نرمال  𝑣𝑣) = Φθ
−1(Φ−1(𝑢𝑢), Φ−1(𝑣𝑣)) 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 (∞,1] جو  𝑣𝑣) = 1 − ((1 − 𝑢𝑢)θ + (1 − 𝑣𝑣)θ − (1 − 𝑢𝑢)θ (1 − 𝑉𝑉)θ)
1
θ  

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 (∞,0) گالامبوس  𝑣𝑣) = 𝑢𝑢𝑣𝑣 ∙ exp [(− ln vu)−θ +(− ln v)−θ]
−1

θ  

 
   :  صورت زیر استهب 𝐶𝐶  کندال با استفاده از تعریف تابع مفصل  τضریب همبستگی  

(5)                             τX,Y = τC = 4 ∬ C(u, v)dC(u, v) − 1 

 : ( )  ازند  اترتیب، عبارتضرایب وابستگی دمی بالایی و پایینی، به همچنین

(6)                           λu = lim
t→1− P (Y > FY

−1(t)|X > FX
−1(t)) = 2 − lim

t→1−
1−C(t,t)

1−t 

مفصل های  خانوادة   از 
 پارامتر وابستگی است.

(3)                              𝐹𝐹𝑋𝑋,𝑌𝑌 (x, y)  = 𝐶𝐶(𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥), 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦))            

 .  است یک تابع مفصل دومتغیره  𝐶𝐶  تابع

 داریم [0, 1] × [0, 1] ∋ (u , v)   کند که برای هرمیاسکلار بیان  ةعکس قضی

(4)                         (𝐹𝐹𝑋𝑋
−1(𝑢𝑢), 𝐹𝐹𝑌𝑌

−1(𝑣𝑣)) = 𝐹𝐹𝑋𝑋,𝑌𝑌 C(u , v) 

𝐹𝐹𝑋𝑋   که در آن
𝐹𝐹𝑌𝑌و   𝐹𝐹𝑋𝑋 تابع وارون  (∙)1−

 .است 𝐹𝐹𝑌𝑌تابع وارون   (∙)1−

:C = {𝐶𝐶0 هایمفصل  ة خانوادپارامتری از   ةخانوادمتعلق به یک  𝐶𝐶در حالت پارامتری تابع   𝜃𝜃 ∈ Θ} ست که در آن  اΘ ⊂ ℝk  وθ   پارامتر وابستگی
 .است

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢  ة که در صورت وجود از رابط است، Cθ  یتابع چگال cθ  عتاب 𝑣𝑣) = 𝜕𝜕𝑢𝑢,𝑣𝑣
2 𝐶𝐶θ(u.v)

𝜕𝜕𝑢𝑢𝜕𝜕𝑣𝑣
 .آیددست می هب 

 عبارت است از،  θنمایی برآوردگر حداکثر درست

θ̂𝑀𝑀𝑀𝑀 = arg max
θ∈Θ

∑ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑐𝑐𝜃𝜃

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

(𝑢𝑢𝑖𝑖, 𝑣𝑣𝑖𝑖) 

 .است همعروف از توابع مفصل بیان شد ةخانوادفرمول تابع توزیع و حدود پارامتر چند  ١جدول در  

 

 گامبل، جو و گالامبوسهای پلاکت، فرانک، نرمال، تابع توزیع و حدود پارامتر خانواده . 1ول جد

 

 تابع مفصل  حدود پارامتر  خانواده 

 {1}-(∞,0) پلاکت
𝐶𝐶θ(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) =  

1 + (θ − 1)(u + v) − √(1 + (θ − 1)(u + v))2 − 4uvθ(θ − 1)

2(θ − 1)
 

 (∞,1] فرانک 
𝐶𝐶θ(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = −

1
θ

ln(1 +
(𝑒𝑒−𝑢𝑢θ − 1)(𝑒𝑒−𝑣𝑣θ − 1)

𝑒𝑒−θ − 1 ) 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 [1,1-] گامبل 𝑣𝑣)=exp (−((− ln 𝑢𝑢)θ + (− ln 𝑣𝑣)θ)
1
θ 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 [1,1-] نرمال  𝑣𝑣) = Φθ
−1(Φ−1(𝑢𝑢), Φ−1(𝑣𝑣)) 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 (∞,1] جو  𝑣𝑣) = 1 − ((1 − 𝑢𝑢)θ + (1 − 𝑣𝑣)θ − (1 − 𝑢𝑢)θ (1 − 𝑉𝑉)θ)
1
θ  

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 (∞,0) گالامبوس  𝑣𝑣) = 𝑢𝑢𝑣𝑣 ∙ exp [(− ln vu)−θ +(− ln v)−θ]
−1

θ  

 
   :  صورت زیر استهب 𝐶𝐶  کندال با استفاده از تعریف تابع مفصل  τضریب همبستگی  

(5)                             τX,Y = τC = 4 ∬ C(u, v)dC(u, v) − 1 

 : ( )  ازند  اترتیب، عبارتضرایب وابستگی دمی بالایی و پایینی، به همچنین

(6)                           λu = lim
t→1− P (Y > FY

−1(t)|X > FX
−1(t)) = 2 − lim

t→1−
1−C(t,t)

1−t 

 
رابطة   از  وجود  صورت  در  است، که   

(3)                              𝐹𝐹𝑋𝑋,𝑌𝑌 (x, y)  = 𝐶𝐶(𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥), 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦))            

 .  است یک تابع مفصل دومتغیره  𝐶𝐶  تابع

 داریم [0, 1] × [0, 1] ∋ (u , v)   کند که برای هرمیاسکلار بیان  ةعکس قضی

(4)                         (𝐹𝐹𝑋𝑋
−1(𝑢𝑢), 𝐹𝐹𝑌𝑌

−1(𝑣𝑣)) = 𝐹𝐹𝑋𝑋,𝑌𝑌 C(u , v) 

𝐹𝐹𝑋𝑋   که در آن
𝐹𝐹𝑌𝑌و   𝐹𝐹𝑋𝑋 تابع وارون  (∙)1−

 .است 𝐹𝐹𝑌𝑌تابع وارون   (∙)1−

:C = {𝐶𝐶0 هایمفصل  ة خانوادپارامتری از   ةخانوادمتعلق به یک  𝐶𝐶در حالت پارامتری تابع   𝜃𝜃 ∈ Θ} ست که در آن  اΘ ⊂ ℝk  وθ   پارامتر وابستگی
 .است

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢  ة که در صورت وجود از رابط است، Cθ  یتابع چگال cθ  عتاب 𝑣𝑣) = 𝜕𝜕𝑢𝑢,𝑣𝑣
2 𝐶𝐶θ(u.v)

𝜕𝜕𝑢𝑢𝜕𝜕𝑣𝑣
 .آیددست می هب 

 عبارت است از،  θنمایی برآوردگر حداکثر درست

θ̂𝑀𝑀𝑀𝑀 = arg max
θ∈Θ

∑ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑐𝑐𝜃𝜃

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

(𝑢𝑢𝑖𝑖, 𝑣𝑣𝑖𝑖) 

 .است همعروف از توابع مفصل بیان شد ةخانوادفرمول تابع توزیع و حدود پارامتر چند  ١جدول در  

 

 گامبل، جو و گالامبوسهای پلاکت، فرانک، نرمال، تابع توزیع و حدود پارامتر خانواده . 1ول جد

 

 تابع مفصل  حدود پارامتر  خانواده 

 {1}-(∞,0) پلاکت
𝐶𝐶θ(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) =  

1 + (θ − 1)(u + v) − √(1 + (θ − 1)(u + v))2 − 4uvθ(θ − 1)

2(θ − 1)
 

 (∞,1] فرانک 
𝐶𝐶θ(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = −

1
θ

ln(1 +
(𝑒𝑒−𝑢𝑢θ − 1)(𝑒𝑒−𝑣𝑣θ − 1)

𝑒𝑒−θ − 1 ) 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 [1,1-] گامبل 𝑣𝑣)=exp (−((− ln 𝑢𝑢)θ + (− ln 𝑣𝑣)θ)
1
θ 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 [1,1-] نرمال  𝑣𝑣) = Φθ
−1(Φ−1(𝑢𝑢), Φ−1(𝑣𝑣)) 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 (∞,1] جو  𝑣𝑣) = 1 − ((1 − 𝑢𝑢)θ + (1 − 𝑣𝑣)θ − (1 − 𝑢𝑢)θ (1 − 𝑉𝑉)θ)
1
θ  

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 (∞,0) گالامبوس  𝑣𝑣) = 𝑢𝑢𝑣𝑣 ∙ exp [(− ln vu)−θ +(− ln v)−θ]
−1

θ  

 
   :  صورت زیر استهب 𝐶𝐶  کندال با استفاده از تعریف تابع مفصل  τضریب همبستگی  

(5)                             τX,Y = τC = 4 ∬ C(u, v)dC(u, v) − 1 

 : ( )  ازند  اترتیب، عبارتضرایب وابستگی دمی بالایی و پایینی، به همچنین

(6)                           λu = lim
t→1− P (Y > FY

−1(t)|X > FX
−1(t)) = 2 − lim

t→1−
1−C(t,t)

1−t 

چگالی  تابع   

(3)                              𝐹𝐹𝑋𝑋,𝑌𝑌 (x, y)  = 𝐶𝐶(𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥), 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦))            

 .  است یک تابع مفصل دومتغیره  𝐶𝐶  تابع

 داریم [0, 1] × [0, 1] ∋ (u , v)   کند که برای هرمیاسکلار بیان  ةعکس قضی

(4)                         (𝐹𝐹𝑋𝑋
−1(𝑢𝑢), 𝐹𝐹𝑌𝑌

−1(𝑣𝑣)) = 𝐹𝐹𝑋𝑋,𝑌𝑌 C(u , v) 

𝐹𝐹𝑋𝑋   که در آن
𝐹𝐹𝑌𝑌و   𝐹𝐹𝑋𝑋 تابع وارون  (∙)1−

 .است 𝐹𝐹𝑌𝑌تابع وارون   (∙)1−

:C = {𝐶𝐶0 هایمفصل  ة خانوادپارامتری از   ةخانوادمتعلق به یک  𝐶𝐶در حالت پارامتری تابع   𝜃𝜃 ∈ Θ} ست که در آن  اΘ ⊂ ℝk  وθ   پارامتر وابستگی
 .است

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢  ة که در صورت وجود از رابط است، Cθ  یتابع چگال cθ  عتاب 𝑣𝑣) = 𝜕𝜕𝑢𝑢,𝑣𝑣
2 𝐶𝐶θ(u.v)

𝜕𝜕𝑢𝑢𝜕𝜕𝑣𝑣
 .آیددست می هب 

 عبارت است از،  θنمایی برآوردگر حداکثر درست

θ̂𝑀𝑀𝑀𝑀 = arg max
θ∈Θ

∑ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑐𝑐𝜃𝜃

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

(𝑢𝑢𝑖𝑖, 𝑣𝑣𝑖𝑖) 

 .است همعروف از توابع مفصل بیان شد ةخانوادفرمول تابع توزیع و حدود پارامتر چند  ١جدول در  

 

 گامبل، جو و گالامبوسهای پلاکت، فرانک، نرمال، تابع توزیع و حدود پارامتر خانواده . 1ول جد

 

 تابع مفصل  حدود پارامتر  خانواده 

 {1}-(∞,0) پلاکت
𝐶𝐶θ(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) =  

1 + (θ − 1)(u + v) − √(1 + (θ − 1)(u + v))2 − 4uvθ(θ − 1)

2(θ − 1)
 

 (∞,1] فرانک 
𝐶𝐶θ(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = −

1
θ

ln(1 +
(𝑒𝑒−𝑢𝑢θ − 1)(𝑒𝑒−𝑣𝑣θ − 1)

𝑒𝑒−θ − 1 ) 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 [1,1-] گامبل 𝑣𝑣)=exp (−((− ln 𝑢𝑢)θ + (− ln 𝑣𝑣)θ)
1
θ 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 [1,1-] نرمال  𝑣𝑣) = Φθ
−1(Φ−1(𝑢𝑢), Φ−1(𝑣𝑣)) 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 (∞,1] جو  𝑣𝑣) = 1 − ((1 − 𝑢𝑢)θ + (1 − 𝑣𝑣)θ − (1 − 𝑢𝑢)θ (1 − 𝑉𝑉)θ)
1
θ  

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 (∞,0) گالامبوس  𝑣𝑣) = 𝑢𝑢𝑣𝑣 ∙ exp [(− ln vu)−θ +(− ln v)−θ]
−1

θ  

 
   :  صورت زیر استهب 𝐶𝐶  کندال با استفاده از تعریف تابع مفصل  τضریب همبستگی  

(5)                             τX,Y = τC = 4 ∬ C(u, v)dC(u, v) − 1 

 : ( )  ازند  اترتیب، عبارتضرایب وابستگی دمی بالایی و پایینی، به همچنین

(6)                           λu = lim
t→1− P (Y > FY

−1(t)|X > FX
−1(t)) = 2 − lim

t→1−
1−C(t,t)

1−t 

تابع 
 به دست می آید.

(3)                              𝐹𝐹𝑋𝑋,𝑌𝑌 (x, y)  = 𝐶𝐶(𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥), 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦))            

 .  است یک تابع مفصل دومتغیره  𝐶𝐶  تابع

 داریم [0, 1] × [0, 1] ∋ (u , v)   کند که برای هرمیاسکلار بیان  ةعکس قضی

(4)                         (𝐹𝐹𝑋𝑋
−1(𝑢𝑢), 𝐹𝐹𝑌𝑌

−1(𝑣𝑣)) = 𝐹𝐹𝑋𝑋,𝑌𝑌 C(u , v) 

𝐹𝐹𝑋𝑋   که در آن
𝐹𝐹𝑌𝑌و   𝐹𝐹𝑋𝑋 تابع وارون  (∙)1−

 .است 𝐹𝐹𝑌𝑌تابع وارون   (∙)1−

:C = {𝐶𝐶0 هایمفصل  ة خانوادپارامتری از   ةخانوادمتعلق به یک  𝐶𝐶در حالت پارامتری تابع   𝜃𝜃 ∈ Θ} ست که در آن  اΘ ⊂ ℝk  وθ   پارامتر وابستگی
 .است

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢  ة که در صورت وجود از رابط است، Cθ  یتابع چگال cθ  عتاب 𝑣𝑣) = 𝜕𝜕𝑢𝑢,𝑣𝑣
2 𝐶𝐶θ(u.v)

𝜕𝜕𝑢𝑢𝜕𝜕𝑣𝑣
 .آیددست می هب 

 عبارت است از،  θنمایی برآوردگر حداکثر درست

θ̂𝑀𝑀𝑀𝑀 = arg max
θ∈Θ

∑ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑐𝑐𝜃𝜃

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

(𝑢𝑢𝑖𝑖, 𝑣𝑣𝑖𝑖) 

 .است همعروف از توابع مفصل بیان شد ةخانوادفرمول تابع توزیع و حدود پارامتر چند  ١جدول در  

 

 گامبل، جو و گالامبوسهای پلاکت، فرانک، نرمال، تابع توزیع و حدود پارامتر خانواده . 1ول جد

 

 تابع مفصل  حدود پارامتر  خانواده 

 {1}-(∞,0) پلاکت
𝐶𝐶θ(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) =  

1 + (θ − 1)(u + v) − √(1 + (θ − 1)(u + v))2 − 4uvθ(θ − 1)

2(θ − 1)
 

 (∞,1] فرانک 
𝐶𝐶θ(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = −

1
θ

ln(1 +
(𝑒𝑒−𝑢𝑢θ − 1)(𝑒𝑒−𝑣𝑣θ − 1)

𝑒𝑒−θ − 1 ) 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 [1,1-] گامبل 𝑣𝑣)=exp (−((− ln 𝑢𝑢)θ + (− ln 𝑣𝑣)θ)
1
θ 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 [1,1-] نرمال  𝑣𝑣) = Φθ
−1(Φ−1(𝑢𝑢), Φ−1(𝑣𝑣)) 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 (∞,1] جو  𝑣𝑣) = 1 − ((1 − 𝑢𝑢)θ + (1 − 𝑣𝑣)θ − (1 − 𝑢𝑢)θ (1 − 𝑉𝑉)θ)
1
θ  

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 (∞,0) گالامبوس  𝑣𝑣) = 𝑢𝑢𝑣𝑣 ∙ exp [(− ln vu)−θ +(− ln v)−θ]
−1

θ  

 
   :  صورت زیر استهب 𝐶𝐶  کندال با استفاده از تعریف تابع مفصل  τضریب همبستگی  

(5)                             τX,Y = τC = 4 ∬ C(u, v)dC(u, v) − 1 

 : ( )  ازند  اترتیب، عبارتضرایب وابستگی دمی بالایی و پایینی، به همچنین

(6)                           λu = lim
t→1− P (Y > FY

−1(t)|X > FX
−1(t)) = 2 − lim

t→1−
1−C(t,t)

1−t 

 عبارت است از،

(3)                              𝐹𝐹𝑋𝑋,𝑌𝑌 (x, y)  = 𝐶𝐶(𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥), 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦))            

 .  است یک تابع مفصل دومتغیره  𝐶𝐶  تابع

 داریم [0, 1] × [0, 1] ∋ (u , v)   کند که برای هرمیاسکلار بیان  ةعکس قضی

(4)                         (𝐹𝐹𝑋𝑋
−1(𝑢𝑢), 𝐹𝐹𝑌𝑌

−1(𝑣𝑣)) = 𝐹𝐹𝑋𝑋,𝑌𝑌 C(u , v) 

𝐹𝐹𝑋𝑋   که در آن
𝐹𝐹𝑌𝑌و   𝐹𝐹𝑋𝑋 تابع وارون  (∙)1−

 .است 𝐹𝐹𝑌𝑌تابع وارون   (∙)1−

:C = {𝐶𝐶0 هایمفصل  ة خانوادپارامتری از   ةخانوادمتعلق به یک  𝐶𝐶در حالت پارامتری تابع   𝜃𝜃 ∈ Θ} ست که در آن  اΘ ⊂ ℝk  وθ   پارامتر وابستگی
 .است

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢  ة که در صورت وجود از رابط است، Cθ  یتابع چگال cθ  عتاب 𝑣𝑣) = 𝜕𝜕𝑢𝑢,𝑣𝑣
2 𝐶𝐶θ(u.v)

𝜕𝜕𝑢𝑢𝜕𝜕𝑣𝑣
 .آیددست می هب 

 عبارت است از،  θنمایی برآوردگر حداکثر درست

θ̂𝑀𝑀𝑀𝑀 = arg max
θ∈Θ

∑ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑐𝑐𝜃𝜃

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

(𝑢𝑢𝑖𝑖, 𝑣𝑣𝑖𝑖) 

 .است همعروف از توابع مفصل بیان شد ةخانوادفرمول تابع توزیع و حدود پارامتر چند  ١جدول در  

 

 گامبل، جو و گالامبوسهای پلاکت، فرانک، نرمال، تابع توزیع و حدود پارامتر خانواده . 1ول جد

 

 تابع مفصل  حدود پارامتر  خانواده 

 {1}-(∞,0) پلاکت
𝐶𝐶θ(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) =  

1 + (θ − 1)(u + v) − √(1 + (θ − 1)(u + v))2 − 4uvθ(θ − 1)

2(θ − 1)
 

 (∞,1] فرانک 
𝐶𝐶θ(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = −

1
θ

ln(1 +
(𝑒𝑒−𝑢𝑢θ − 1)(𝑒𝑒−𝑣𝑣θ − 1)

𝑒𝑒−θ − 1 ) 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 [1,1-] گامبل 𝑣𝑣)=exp (−((− ln 𝑢𝑢)θ + (− ln 𝑣𝑣)θ)
1
θ 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 [1,1-] نرمال  𝑣𝑣) = Φθ
−1(Φ−1(𝑢𝑢), Φ−1(𝑣𝑣)) 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 (∞,1] جو  𝑣𝑣) = 1 − ((1 − 𝑢𝑢)θ + (1 − 𝑣𝑣)θ − (1 − 𝑢𝑢)θ (1 − 𝑉𝑉)θ)
1
θ  

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 (∞,0) گالامبوس  𝑣𝑣) = 𝑢𝑢𝑣𝑣 ∙ exp [(− ln vu)−θ +(− ln v)−θ]
−1

θ  

 
   :  صورت زیر استهب 𝐶𝐶  کندال با استفاده از تعریف تابع مفصل  τضریب همبستگی  

(5)                             τX,Y = τC = 4 ∬ C(u, v)dC(u, v) − 1 

 : ( )  ازند  اترتیب، عبارتضرایب وابستگی دمی بالایی و پایینی، به همچنین

(6)                           λu = lim
t→1− P (Y > FY

−1(t)|X > FX
−1(t)) = 2 − lim

t→1−
1−C(t,t)

1−t 

برآوردگر حداکثر درست نمایی 
 

(3)                              𝐹𝐹𝑋𝑋,𝑌𝑌 (x, y)  = 𝐶𝐶(𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥), 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦))            

 .  است یک تابع مفصل دومتغیره  𝐶𝐶  تابع

 داریم [0, 1] × [0, 1] ∋ (u , v)   کند که برای هرمیاسکلار بیان  ةعکس قضی

(4)                         (𝐹𝐹𝑋𝑋
−1(𝑢𝑢), 𝐹𝐹𝑌𝑌

−1(𝑣𝑣)) = 𝐹𝐹𝑋𝑋,𝑌𝑌 C(u , v) 

𝐹𝐹𝑋𝑋   که در آن
𝐹𝐹𝑌𝑌و   𝐹𝐹𝑋𝑋 تابع وارون  (∙)1−

 .است 𝐹𝐹𝑌𝑌تابع وارون   (∙)1−

:C = {𝐶𝐶0 هایمفصل  ة خانوادپارامتری از   ةخانوادمتعلق به یک  𝐶𝐶در حالت پارامتری تابع   𝜃𝜃 ∈ Θ} ست که در آن  اΘ ⊂ ℝk  وθ   پارامتر وابستگی
 .است

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢  ة که در صورت وجود از رابط است، Cθ  یتابع چگال cθ  عتاب 𝑣𝑣) = 𝜕𝜕𝑢𝑢,𝑣𝑣
2 𝐶𝐶θ(u.v)

𝜕𝜕𝑢𝑢𝜕𝜕𝑣𝑣
 .آیددست می هب 

 عبارت است از،  θنمایی برآوردگر حداکثر درست

θ̂𝑀𝑀𝑀𝑀 = arg max
θ∈Θ

∑ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑐𝑐𝜃𝜃

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

(𝑢𝑢𝑖𝑖, 𝑣𝑣𝑖𝑖) 

 .است همعروف از توابع مفصل بیان شد ةخانوادفرمول تابع توزیع و حدود پارامتر چند  ١جدول در  

 

 گامبل، جو و گالامبوسهای پلاکت، فرانک، نرمال، تابع توزیع و حدود پارامتر خانواده . 1ول جد

 

 تابع مفصل  حدود پارامتر  خانواده 

 {1}-(∞,0) پلاکت
𝐶𝐶θ(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) =  

1 + (θ − 1)(u + v) − √(1 + (θ − 1)(u + v))2 − 4uvθ(θ − 1)

2(θ − 1)
 

 (∞,1] فرانک 
𝐶𝐶θ(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = −

1
θ

ln(1 +
(𝑒𝑒−𝑢𝑢θ − 1)(𝑒𝑒−𝑣𝑣θ − 1)

𝑒𝑒−θ − 1 ) 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 [1,1-] گامبل 𝑣𝑣)=exp (−((− ln 𝑢𝑢)θ + (− ln 𝑣𝑣)θ)
1
θ 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 [1,1-] نرمال  𝑣𝑣) = Φθ
−1(Φ−1(𝑢𝑢), Φ−1(𝑣𝑣)) 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 (∞,1] جو  𝑣𝑣) = 1 − ((1 − 𝑢𝑢)θ + (1 − 𝑣𝑣)θ − (1 − 𝑢𝑢)θ (1 − 𝑉𝑉)θ)
1
θ  

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 (∞,0) گالامبوس  𝑣𝑣) = 𝑢𝑢𝑣𝑣 ∙ exp [(− ln vu)−θ +(− ln v)−θ]
−1

θ  

 
   :  صورت زیر استهب 𝐶𝐶  کندال با استفاده از تعریف تابع مفصل  τضریب همبستگی  

(5)                             τX,Y = τC = 4 ∬ C(u, v)dC(u, v) − 1 

 : ( )  ازند  اترتیب، عبارتضرایب وابستگی دمی بالایی و پایینی، به همچنین

(6)                           λu = lim
t→1− P (Y > FY

−1(t)|X > FX
−1(t)) = 2 − lim

t→1−
1−C(t,t)

1−t 

خانوادة  چند  پارامتر  حدود  و  توزیع  تابع  فرمول   1 جدول  در 
معروف از توابع مفصل بیان شده است.

ضریب همبستگی  کندال با استفاده از تعریف تابع مفصل  
 :(Nelsen, 2006) به صورت زیر است

                            )5(

به ترتیب،  پایینی،  و  بالایی  دمی  وابستگی  ضرایب  همچنین 
:)Nelsen, 2006( عبارت اند از

 )6(                                 

                       )7(
           
ضریب وابستگی دمی بالایی )پایینی( بیان می کند که چگونه مقادیر 
بزرگ (کوچک) یک متغیر با مقادیر کوچک (بزرگ) متغیر دیگر رخ 
می دهند. خانواده های توابع مفصل به ساختارهای وابستگی متفاوتی 
منجر می شوند، از جمله اینکه در خانواده های پلاکت، نرمال و فرانک 
و  دمي بالایي  وابستگي  ضرایب  پارامتر،  مجاز  مقادیر  تمام  به ازای 
ضریب  گالامبوس  و  جو  گامبل،  خانواده هاي  در  است.  صفر  پاییني 
پاییني صفر  وابستگي دمي  و ضریب  بالایي غیرصفر  وابستگي دمي 

است.
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, تابع  | ( , | )T M XF t m x ) اگر  )T,M برای متغیرهای تصادفی 
 xC X  باشد، با توجه به )3(، تابع  x= توزیع توأم آنها به شرط 
X است. در  x= ) به شرط  )T,M نشان دهندة تابع مفصل توأم 

این صورت:

 

(7)                       λl =  lim
t→0+ P (Y ≤ FY

−1(t)|X ≤ FX
−1(t)) = lim

t→0+
C(t,t)

t

های خانواده   .دهندمتغیر دیگر رخ می )بزرگ (یک متغیر با مقادیر کوچک  )کوچک (که چگونه مقادیر بزرگ  کندبیان میینی( ی)پا ضریب وابستگی دمی بالایی
ازای تمام مقادیر مجاز پارامتر، ضرایب  های پلاکت، نرمال و فرانک بهاز جمله اینکه در خانواده   ،شوندمی منجر توابع مفصل به ساختارهای وابستگی متفاوتی 

 .غیرصفر و ضریب وابستگی دمی پایینی صفر است  های گامبل، جو و گالامبوس ضریب وابستگی دمی بالاییدر خانواده  . بالایی و پایینی صفر است وابستگی دمی

,T)فی  برای متغیرهای تصاد M)  گرا 𝐹𝐹𝑇𝑇,𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑡𝑡, 𝑚𝑚|𝑥𝑥)  به شرط   آنهام  أتابع توزیع تو   𝑋𝑋 = 𝑥𝑥  با توجه ب م  أتوتابع مفصل    ةدهندنشان  𝐶𝐶𝑥𝑥(، تابع  3) ه باشد، 
(T, M)   به شرط𝑋𝑋 = 𝑥𝑥 است. در این صورت: 

(8)                           𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)) , (t|x)  (𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋 𝐹𝐹𝑇𝑇,𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑡𝑡, 𝑚𝑚|𝑥𝑥) = 𝐶𝐶𝑥𝑥,θ     

,T)ی  اهای حاشیهنیم فقط توزیع کدر اینجا فرض می  M) به  𝑋𝑋  د و ساختار وابستگیرنبستگی دا  (T, M)   به مقدار𝑋𝑋 ستگی ندارد، بنابراینب 𝐶𝐶𝑥𝑥,θ = 𝐶𝐶θ  است . 

𝑈𝑈𝑖𝑖  با فرض = 𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑇𝑇𝑖𝑖|𝑋𝑋𝑖𝑖)    و𝑉𝑉𝑖𝑖 = 𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑀𝑀𝑖𝑖|𝑋𝑋𝑖𝑖)  متغیرهای ،𝑈𝑈𝑖𝑖    و𝑉𝑉𝑖𝑖  آنها  توأماند، و تابع توزیع  شده   توزیع  [1 ,0]ة  یکنواخت در فاصل  طوربه  𝐶𝐶θ  
  طور توان به نمی های سانسورشده وجود دارند، نیستند و داده  مشخص کاملاً 𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋و   𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋ای شرطی  های حاشیه به دلیل اینکه توزیع را  𝑉𝑉𝑖𝑖  و   𝑈𝑈𝑖𝑖   معمولاً .است

�̂�𝑈𝑖𝑖  صورت برآورد تجربی مقادیر  . در این کردمحاسبه  دقیق   = �̂�𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑌𝑌𝑖𝑖|𝑋𝑋𝑖𝑖)  و  �̂�𝑉𝑖𝑖 = �̂�𝐹𝑁𝑁|𝑋𝑋(𝑁𝑁𝑖𝑖|𝑋𝑋𝑖𝑖)  با توجه به    رآوردگر پارامتر مفصلو ب   شوندمحاسبه می
 : بود صورت زیر خواهدبه  (1) ةرابط نمائی وزنی برآوردگر حداکثر درست

(9)                     θ̂ = arg max
θ∈Θ

∑ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑐𝑐𝜃𝜃
𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 (�̂�𝑢𝑖𝑖, �̂�𝑣𝑖𝑖) 

یک وزن برای اصلاح اریبی   𝑊𝑊𝑖𝑖𝑛𝑛  نابرایناست، ب  𝑊𝑊𝑖𝑖𝑖𝑖=0   هآنگا  δ𝑖𝑖  0=  یعنی وقتی  ،های سانسورشدهتعریف شده است. در مورد داده (  2)در    𝑊𝑊𝑖𝑖𝑖𝑖   که در آن
 .ناشی از سانسور است

 ها خسارتمقدار نهایی  بینیپیش

تو  توزیع  قبل  ,T)   مأ در قسمت  M)  به شرطX = x  استفاده برای    با  این مدل  از  تابع مفصل ساخته شد.  استفاده   بینیپیشاز  نهایی هر خسارت  مقدار 
نشده که برای  یک خسارت تسویه  اما برایید.  آدست می هشرطی ب  توأمشرطی با استفاده از توزیع    توأماند تابع چگالی هایی که سانسور نشدهخسارتبرای    .شود می
,T)  بنابراین، توزیع  ، است  Y𝑖𝑖تر از  بزرگ   T𝑖𝑖  ةنشداست، معلوم است که متغیر مشاهده  δ𝑖𝑖= 0آن   M)  به شرط  X= 𝑥𝑥𝑖𝑖    وT ≥Y𝑖𝑖    مورد نیاز است که دارای

,f𝑌𝑌𝑖𝑖,𝑋𝑋𝑖𝑖(𝑡𝑡برآورد تابع چگالی   𝑚𝑚) توأم( تابع چگالی 8)  ةاست. از رابط  (T, M)  به شرطX = x  :عبارت است از 

𝑓𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥))𝑓𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)) (m|x)) ,𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋 (t|x) (𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋  𝑓𝑓𝑇𝑇,𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑡𝑡, 𝑚𝑚|𝑥𝑥) = 𝑐𝑐𝑥𝑥,θ 

,T)  توأمبنابراین تابع چگالی  M) به شرطX = x  وT ≥Y𝑖𝑖  :عبارت است از 

f𝑇𝑇,𝑀𝑀|𝑋𝑋=𝑥𝑥,𝑇𝑇≥Y𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝑚𝑚) =
𝑐𝑐𝑥𝑥,𝜃𝜃 (𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥), 𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)) 𝑓𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥)𝑓𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)(1𝑡𝑡≥𝑌𝑌𝑖𝑖)

∫ ∫  𝑐𝑐𝑥𝑥,𝜃𝜃 (𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑢𝑢|𝑥𝑥), 𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑣𝑣|𝑥𝑥))∞
𝑣𝑣=−∞

∞
𝑢𝑢=𝑌𝑌𝑖𝑖

𝑓𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑢𝑢|𝑥𝑥)𝑓𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑣𝑣|𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑣𝑣
 

 شود:صورت زیر برآورد میکه به

 (10)             𝑓𝑓𝑌𝑌𝑖𝑖,𝑋𝑋𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝑚𝑚) = 𝑐𝑐θ̂(�̂�𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥),�̂�𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥))�̂�𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥)�̂�𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)1𝑡𝑡≥𝑌𝑌𝑖𝑖
∫ ∫  𝑐𝑐θ̂(�̂�𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑢𝑢|𝑥𝑥),�̂�𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑣𝑣|𝑥𝑥))∞

𝑣𝑣=−∞
∞

𝑢𝑢=𝑌𝑌𝑖𝑖
�̂�𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑢𝑢|𝑥𝑥)�̂�𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑣𝑣|𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑣𝑣

 

آنکه   .)𝑓𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋)  در  |𝑥𝑥)) 𝑓𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(. |𝑥𝑥)  برآوردشده شرطی  چگالی  𝑀𝑀|𝑋𝑋)  تابع  = 𝑥𝑥)𝑇𝑇|𝑋𝑋 = 𝑥𝑥    و(�̂�𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(. |𝑥𝑥)) �̂�𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(. |𝑥𝑥)    توزیع شرطی  تابع 
 ةامید ریاضی خسارت از رابط براساس برآورد  (داخت نشده باشدپر Y𝑖𝑖 به شرط آنکه تا زمان )بینی مبلغ خسارت  سپس پیش. دهدشده را نشان میبرآورد 

(11)                    �̂�𝐸(𝑀𝑀|𝑋𝑋 = 𝑥𝑥, 𝑇𝑇 ≥ 𝑌𝑌𝑖𝑖) = ∫ ∫ 𝑚𝑚𝑓𝑓𝑌𝑌𝑖𝑖,𝑋𝑋𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝑚𝑚)𝑑𝑑𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑚𝑚∞
𝑡𝑡=𝑌𝑌𝑖𝑖

+∞
𝑚𝑚=0 

 .شود انجام می 

                          )٨(

 ( )T,M حاشیه ای  توزیع های  فقط  می  کنیم  فرض  اینجا  در 
 X مقدار  به   ( )T,M وابستگی  ساختار  و  دارند  بستگی   X به 

 است.

(7)                       λl =  lim
t→0+ P (Y ≤ FY

−1(t)|X ≤ FX
−1(t)) = lim

t→0+
C(t,t)

t

های خانواده   .دهندمتغیر دیگر رخ می )بزرگ (یک متغیر با مقادیر کوچک  )کوچک (که چگونه مقادیر بزرگ  کندبیان میینی( ی)پا ضریب وابستگی دمی بالایی
ازای تمام مقادیر مجاز پارامتر، ضرایب  های پلاکت، نرمال و فرانک بهاز جمله اینکه در خانواده   ،شوندمی منجر توابع مفصل به ساختارهای وابستگی متفاوتی 

 .غیرصفر و ضریب وابستگی دمی پایینی صفر است  های گامبل، جو و گالامبوس ضریب وابستگی دمی بالاییدر خانواده  . بالایی و پایینی صفر است وابستگی دمی

,T)فی  برای متغیرهای تصاد M)  گرا 𝐹𝐹𝑇𝑇,𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑡𝑡, 𝑚𝑚|𝑥𝑥)  به شرط   آنهام  أتابع توزیع تو   𝑋𝑋 = 𝑥𝑥  با توجه ب م  أتوتابع مفصل    ةدهندنشان  𝐶𝐶𝑥𝑥(، تابع  3) ه باشد، 
(T, M)   به شرط𝑋𝑋 = 𝑥𝑥 است. در این صورت: 

(8)                           𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)) , (t|x)  (𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋 𝐹𝐹𝑇𝑇,𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑡𝑡, 𝑚𝑚|𝑥𝑥) = 𝐶𝐶𝑥𝑥,θ     

,T)ی  اهای حاشیهنیم فقط توزیع کدر اینجا فرض می  M) به  𝑋𝑋  د و ساختار وابستگیرنبستگی دا  (T, M)   به مقدار𝑋𝑋 ستگی ندارد، بنابراینب 𝐶𝐶𝑥𝑥,θ = 𝐶𝐶θ  است . 

𝑈𝑈𝑖𝑖  با فرض = 𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑇𝑇𝑖𝑖|𝑋𝑋𝑖𝑖)    و𝑉𝑉𝑖𝑖 = 𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑀𝑀𝑖𝑖|𝑋𝑋𝑖𝑖)  متغیرهای ،𝑈𝑈𝑖𝑖    و𝑉𝑉𝑖𝑖  آنها  توأماند، و تابع توزیع  شده   توزیع  [1 ,0]ة  یکنواخت در فاصل  طوربه  𝐶𝐶θ  
  طور توان به نمی های سانسورشده وجود دارند، نیستند و داده  مشخص کاملاً 𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋و   𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋ای شرطی  های حاشیه به دلیل اینکه توزیع را  𝑉𝑉𝑖𝑖  و   𝑈𝑈𝑖𝑖   معمولاً .است

�̂�𝑈𝑖𝑖  صورت برآورد تجربی مقادیر  . در این کردمحاسبه  دقیق   = �̂�𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑌𝑌𝑖𝑖|𝑋𝑋𝑖𝑖)  و  �̂�𝑉𝑖𝑖 = �̂�𝐹𝑁𝑁|𝑋𝑋(𝑁𝑁𝑖𝑖|𝑋𝑋𝑖𝑖)  با توجه به    رآوردگر پارامتر مفصلو ب   شوندمحاسبه می
 : بود صورت زیر خواهدبه  (1) ةرابط نمائی وزنی برآوردگر حداکثر درست

(9)                     θ̂ = arg max
θ∈Θ

∑ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑐𝑐𝜃𝜃
𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 (�̂�𝑢𝑖𝑖, �̂�𝑣𝑖𝑖) 

یک وزن برای اصلاح اریبی   𝑊𝑊𝑖𝑖𝑛𝑛  نابرایناست، ب  𝑊𝑊𝑖𝑖𝑖𝑖=0   هآنگا  δ𝑖𝑖  0=  یعنی وقتی  ،های سانسورشدهتعریف شده است. در مورد داده (  2)در    𝑊𝑊𝑖𝑖𝑖𝑖   که در آن
 .ناشی از سانسور است

 ها خسارتمقدار نهایی  بینیپیش

تو  توزیع  قبل  ,T)   مأ در قسمت  M)  به شرطX = x  استفاده برای    با  این مدل  از  تابع مفصل ساخته شد.  استفاده   بینیپیشاز  نهایی هر خسارت  مقدار 
نشده که برای  یک خسارت تسویه  اما برایید.  آدست می هشرطی ب  توأمشرطی با استفاده از توزیع    توأماند تابع چگالی هایی که سانسور نشدهخسارتبرای    .شود می
,T)  بنابراین، توزیع  ، است  Y𝑖𝑖تر از  بزرگ   T𝑖𝑖  ةنشداست، معلوم است که متغیر مشاهده  δ𝑖𝑖= 0آن   M)  به شرط  X= 𝑥𝑥𝑖𝑖    وT ≥Y𝑖𝑖    مورد نیاز است که دارای

,f𝑌𝑌𝑖𝑖,𝑋𝑋𝑖𝑖(𝑡𝑡برآورد تابع چگالی   𝑚𝑚) توأم( تابع چگالی 8)  ةاست. از رابط  (T, M)  به شرطX = x  :عبارت است از 

𝑓𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥))𝑓𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)) (m|x)) ,𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋 (t|x) (𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋  𝑓𝑓𝑇𝑇,𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑡𝑡, 𝑚𝑚|𝑥𝑥) = 𝑐𝑐𝑥𝑥,θ 

,T)  توأمبنابراین تابع چگالی  M) به شرطX = x  وT ≥Y𝑖𝑖  :عبارت است از 

f𝑇𝑇,𝑀𝑀|𝑋𝑋=𝑥𝑥,𝑇𝑇≥Y𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝑚𝑚) =
𝑐𝑐𝑥𝑥,𝜃𝜃 (𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥), 𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)) 𝑓𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥)𝑓𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)(1𝑡𝑡≥𝑌𝑌𝑖𝑖)

∫ ∫  𝑐𝑐𝑥𝑥,𝜃𝜃 (𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑢𝑢|𝑥𝑥), 𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑣𝑣|𝑥𝑥))∞
𝑣𝑣=−∞

∞
𝑢𝑢=𝑌𝑌𝑖𝑖

𝑓𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑢𝑢|𝑥𝑥)𝑓𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑣𝑣|𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑣𝑣
 

 شود:صورت زیر برآورد میکه به

 (10)             𝑓𝑓𝑌𝑌𝑖𝑖,𝑋𝑋𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝑚𝑚) = 𝑐𝑐θ̂(�̂�𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥),�̂�𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥))�̂�𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥)�̂�𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)1𝑡𝑡≥𝑌𝑌𝑖𝑖
∫ ∫  𝑐𝑐θ̂(�̂�𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑢𝑢|𝑥𝑥),�̂�𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑣𝑣|𝑥𝑥))∞

𝑣𝑣=−∞
∞

𝑢𝑢=𝑌𝑌𝑖𝑖
�̂�𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑢𝑢|𝑥𝑥)�̂�𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑣𝑣|𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑣𝑣

 

آنکه   .)𝑓𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋)  در  |𝑥𝑥)) 𝑓𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(. |𝑥𝑥)  برآوردشده شرطی  چگالی  𝑀𝑀|𝑋𝑋)  تابع  = 𝑥𝑥)𝑇𝑇|𝑋𝑋 = 𝑥𝑥    و(�̂�𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(. |𝑥𝑥)) �̂�𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(. |𝑥𝑥)    توزیع شرطی  تابع 
 ةامید ریاضی خسارت از رابط براساس برآورد  (داخت نشده باشدپر Y𝑖𝑖 به شرط آنکه تا زمان )بینی مبلغ خسارت  سپس پیش. دهدشده را نشان میبرآورد 

(11)                    �̂�𝐸(𝑀𝑀|𝑋𝑋 = 𝑥𝑥, 𝑇𝑇 ≥ 𝑌𝑌𝑖𝑖) = ∫ ∫ 𝑚𝑚𝑓𝑓𝑌𝑌𝑖𝑖,𝑋𝑋𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝑚𝑚)𝑑𝑑𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑚𝑚∞
𝑡𝑡=𝑌𝑌𝑖𝑖

+∞
𝑚𝑚=0 

 .شود انجام می 

بستگی ندارد، بنابراین 
، متغیرهای 

| ( | )i M X i iV F M X=  و 
| ( | )i T X i iU F T X= با فرض 

iV به طور یکنواخت در فاصلة [1 ,0] توزیع شده اند، و تابع  iU و 
اینکه  دلیل  به  را    iV و    iU معمولاً   است.   

(7)                       λl =  lim
t→0+ P (Y ≤ FY

−1(t)|X ≤ FX
−1(t)) = lim

t→0+
C(t,t)

t

های خانواده   .دهندمتغیر دیگر رخ می )بزرگ (یک متغیر با مقادیر کوچک  )کوچک (که چگونه مقادیر بزرگ  کندبیان میینی( ی)پا ضریب وابستگی دمی بالایی
ازای تمام مقادیر مجاز پارامتر، ضرایب  های پلاکت، نرمال و فرانک بهاز جمله اینکه در خانواده   ،شوندمی منجر توابع مفصل به ساختارهای وابستگی متفاوتی 

 .غیرصفر و ضریب وابستگی دمی پایینی صفر است  های گامبل، جو و گالامبوس ضریب وابستگی دمی بالاییدر خانواده  . بالایی و پایینی صفر است وابستگی دمی

,T)فی  برای متغیرهای تصاد M)  گرا 𝐹𝐹𝑇𝑇,𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑡𝑡, 𝑚𝑚|𝑥𝑥)  به شرط   آنهام  أتابع توزیع تو   𝑋𝑋 = 𝑥𝑥  با توجه ب م  أتوتابع مفصل    ةدهندنشان  𝐶𝐶𝑥𝑥(، تابع  3) ه باشد، 
(T, M)   به شرط𝑋𝑋 = 𝑥𝑥 است. در این صورت: 

(8)                           𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)) , (t|x)  (𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋 𝐹𝐹𝑇𝑇,𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑡𝑡, 𝑚𝑚|𝑥𝑥) = 𝐶𝐶𝑥𝑥,θ     

,T)ی  اهای حاشیهنیم فقط توزیع کدر اینجا فرض می  M) به  𝑋𝑋  د و ساختار وابستگیرنبستگی دا  (T, M)   به مقدار𝑋𝑋 ستگی ندارد، بنابراینب 𝐶𝐶𝑥𝑥,θ = 𝐶𝐶θ  است . 

𝑈𝑈𝑖𝑖  با فرض = 𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑇𝑇𝑖𝑖|𝑋𝑋𝑖𝑖)    و𝑉𝑉𝑖𝑖 = 𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑀𝑀𝑖𝑖|𝑋𝑋𝑖𝑖)  متغیرهای ،𝑈𝑈𝑖𝑖    و𝑉𝑉𝑖𝑖  آنها  توأماند، و تابع توزیع  شده   توزیع  [1 ,0]ة  یکنواخت در فاصل  طوربه  𝐶𝐶θ  
  طور توان به نمی های سانسورشده وجود دارند، نیستند و داده  مشخص کاملاً 𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋و   𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋ای شرطی  های حاشیه به دلیل اینکه توزیع را  𝑉𝑉𝑖𝑖  و   𝑈𝑈𝑖𝑖   معمولاً .است

�̂�𝑈𝑖𝑖  صورت برآورد تجربی مقادیر  . در این کردمحاسبه  دقیق   = �̂�𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑌𝑌𝑖𝑖|𝑋𝑋𝑖𝑖)  و  �̂�𝑉𝑖𝑖 = �̂�𝐹𝑁𝑁|𝑋𝑋(𝑁𝑁𝑖𝑖|𝑋𝑋𝑖𝑖)  با توجه به    رآوردگر پارامتر مفصلو ب   شوندمحاسبه می
 : بود صورت زیر خواهدبه  (1) ةرابط نمائی وزنی برآوردگر حداکثر درست

(9)                     θ̂ = arg max
θ∈Θ

∑ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑐𝑐𝜃𝜃
𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 (�̂�𝑢𝑖𝑖, �̂�𝑣𝑖𝑖) 

یک وزن برای اصلاح اریبی   𝑊𝑊𝑖𝑖𝑛𝑛  نابرایناست، ب  𝑊𝑊𝑖𝑖𝑖𝑖=0   هآنگا  δ𝑖𝑖  0=  یعنی وقتی  ،های سانسورشدهتعریف شده است. در مورد داده (  2)در    𝑊𝑊𝑖𝑖𝑖𝑖   که در آن
 .ناشی از سانسور است

 ها خسارتمقدار نهایی  بینیپیش

تو  توزیع  قبل  ,T)   مأ در قسمت  M)  به شرطX = x  استفاده برای    با  این مدل  از  تابع مفصل ساخته شد.  استفاده   بینیپیشاز  نهایی هر خسارت  مقدار 
نشده که برای  یک خسارت تسویه  اما برایید.  آدست می هشرطی ب  توأمشرطی با استفاده از توزیع    توأماند تابع چگالی هایی که سانسور نشدهخسارتبرای    .شود می
,T)  بنابراین، توزیع  ، است  Y𝑖𝑖تر از  بزرگ   T𝑖𝑖  ةنشداست، معلوم است که متغیر مشاهده  δ𝑖𝑖= 0آن   M)  به شرط  X= 𝑥𝑥𝑖𝑖    وT ≥Y𝑖𝑖    مورد نیاز است که دارای

,f𝑌𝑌𝑖𝑖,𝑋𝑋𝑖𝑖(𝑡𝑡برآورد تابع چگالی   𝑚𝑚) توأم( تابع چگالی 8)  ةاست. از رابط  (T, M)  به شرطX = x  :عبارت است از 

𝑓𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥))𝑓𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)) (m|x)) ,𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋 (t|x) (𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋  𝑓𝑓𝑇𝑇,𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑡𝑡, 𝑚𝑚|𝑥𝑥) = 𝑐𝑐𝑥𝑥,θ 

,T)  توأمبنابراین تابع چگالی  M) به شرطX = x  وT ≥Y𝑖𝑖  :عبارت است از 

f𝑇𝑇,𝑀𝑀|𝑋𝑋=𝑥𝑥,𝑇𝑇≥Y𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝑚𝑚) =
𝑐𝑐𝑥𝑥,𝜃𝜃 (𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥), 𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)) 𝑓𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥)𝑓𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)(1𝑡𝑡≥𝑌𝑌𝑖𝑖)

∫ ∫  𝑐𝑐𝑥𝑥,𝜃𝜃 (𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑢𝑢|𝑥𝑥), 𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑣𝑣|𝑥𝑥))∞
𝑣𝑣=−∞

∞
𝑢𝑢=𝑌𝑌𝑖𝑖

𝑓𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑢𝑢|𝑥𝑥)𝑓𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑣𝑣|𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑣𝑣
 

 شود:صورت زیر برآورد میکه به

 (10)             𝑓𝑓𝑌𝑌𝑖𝑖,𝑋𝑋𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝑚𝑚) = 𝑐𝑐θ̂(�̂�𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥),�̂�𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥))�̂�𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥)�̂�𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)1𝑡𝑡≥𝑌𝑌𝑖𝑖
∫ ∫  𝑐𝑐θ̂(�̂�𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑢𝑢|𝑥𝑥),�̂�𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑣𝑣|𝑥𝑥))∞

𝑣𝑣=−∞
∞

𝑢𝑢=𝑌𝑌𝑖𝑖
�̂�𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑢𝑢|𝑥𝑥)�̂�𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑣𝑣|𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑣𝑣

 

آنکه   .)𝑓𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋)  در  |𝑥𝑥)) 𝑓𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(. |𝑥𝑥)  برآوردشده شرطی  چگالی  𝑀𝑀|𝑋𝑋)  تابع  = 𝑥𝑥)𝑇𝑇|𝑋𝑋 = 𝑥𝑥    و(�̂�𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(. |𝑥𝑥)) �̂�𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(. |𝑥𝑥)    توزیع شرطی  تابع 
 ةامید ریاضی خسارت از رابط براساس برآورد  (داخت نشده باشدپر Y𝑖𝑖 به شرط آنکه تا زمان )بینی مبلغ خسارت  سپس پیش. دهدشده را نشان میبرآورد 

(11)                    �̂�𝐸(𝑀𝑀|𝑋𝑋 = 𝑥𝑥, 𝑇𝑇 ≥ 𝑌𝑌𝑖𝑖) = ∫ ∫ 𝑚𝑚𝑓𝑓𝑌𝑌𝑖𝑖,𝑋𝑋𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝑚𝑚)𝑑𝑑𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑚𝑚∞
𝑡𝑡=𝑌𝑌𝑖𝑖

+∞
𝑚𝑚=0 

 .شود انجام می 

آنها  توأم  توزیع 
M| کاملاً مشخص نیستند  XF | و   T XF توزیع های حاشیه ای شرطی 
و داده های سانسورشده وجود دارند، نمی توان به طور دقیق محاسبه 
 | )ˆ (ˆ |i T X i iU F Y X= کرد. در این  صورت برآورد تجربی مقادیر 
پارامتر  برآوردگر  و  می شوند  محاسبه   | )ˆ (ˆ |i N X i iV F N X= و 
 )1( رابطة  وزنی  درست نمائی  حداکثر  برآوردگر  به  توجه  با  مفصل 

به صورت زیر خواهد بود:

(7)                       λl =  lim
t→0+ P (Y ≤ FY

−1(t)|X ≤ FX
−1(t)) = lim

t→0+
C(t,t)

t

های خانواده   .دهندمتغیر دیگر رخ می )بزرگ (یک متغیر با مقادیر کوچک  )کوچک (که چگونه مقادیر بزرگ  کندبیان میینی( ی)پا ضریب وابستگی دمی بالایی
ازای تمام مقادیر مجاز پارامتر، ضرایب  های پلاکت، نرمال و فرانک بهاز جمله اینکه در خانواده   ،شوندمی منجر توابع مفصل به ساختارهای وابستگی متفاوتی 

 .غیرصفر و ضریب وابستگی دمی پایینی صفر است  های گامبل، جو و گالامبوس ضریب وابستگی دمی بالاییدر خانواده  . بالایی و پایینی صفر است وابستگی دمی

,T)فی  برای متغیرهای تصاد M)  گرا 𝐹𝐹𝑇𝑇,𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑡𝑡, 𝑚𝑚|𝑥𝑥)  به شرط   آنهام  أتابع توزیع تو   𝑋𝑋 = 𝑥𝑥  با توجه ب م  أتوتابع مفصل    ةدهندنشان  𝐶𝐶𝑥𝑥(، تابع  3) ه باشد، 
(T, M)   به شرط𝑋𝑋 = 𝑥𝑥 است. در این صورت: 

(8)                           𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)) , (t|x)  (𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋 𝐹𝐹𝑇𝑇,𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑡𝑡, 𝑚𝑚|𝑥𝑥) = 𝐶𝐶𝑥𝑥,θ     

,T)ی  اهای حاشیهنیم فقط توزیع کدر اینجا فرض می  M) به  𝑋𝑋  د و ساختار وابستگیرنبستگی دا  (T, M)   به مقدار𝑋𝑋 ستگی ندارد، بنابراینب 𝐶𝐶𝑥𝑥,θ = 𝐶𝐶θ  است . 

𝑈𝑈𝑖𝑖  با فرض = 𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑇𝑇𝑖𝑖|𝑋𝑋𝑖𝑖)    و𝑉𝑉𝑖𝑖 = 𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑀𝑀𝑖𝑖|𝑋𝑋𝑖𝑖)  متغیرهای ،𝑈𝑈𝑖𝑖    و𝑉𝑉𝑖𝑖  آنها  توأماند، و تابع توزیع  شده   توزیع  [1 ,0]ة  یکنواخت در فاصل  طوربه  𝐶𝐶θ  
  طور توان به نمی های سانسورشده وجود دارند، نیستند و داده  مشخص کاملاً 𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋و   𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋ای شرطی  های حاشیه به دلیل اینکه توزیع را  𝑉𝑉𝑖𝑖  و   𝑈𝑈𝑖𝑖   معمولاً .است

�̂�𝑈𝑖𝑖  صورت برآورد تجربی مقادیر  . در این کردمحاسبه  دقیق   = �̂�𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑌𝑌𝑖𝑖|𝑋𝑋𝑖𝑖)  و  �̂�𝑉𝑖𝑖 = �̂�𝐹𝑁𝑁|𝑋𝑋(𝑁𝑁𝑖𝑖|𝑋𝑋𝑖𝑖)  با توجه به    رآوردگر پارامتر مفصلو ب   شوندمحاسبه می
 : بود صورت زیر خواهدبه  (1) ةرابط نمائی وزنی برآوردگر حداکثر درست

(9)                     θ̂ = arg max
θ∈Θ

∑ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑐𝑐𝜃𝜃
𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 (�̂�𝑢𝑖𝑖, �̂�𝑣𝑖𝑖) 

یک وزن برای اصلاح اریبی   𝑊𝑊𝑖𝑖𝑛𝑛  نابرایناست، ب  𝑊𝑊𝑖𝑖𝑖𝑖=0   هآنگا  δ𝑖𝑖  0=  یعنی وقتی  ،های سانسورشدهتعریف شده است. در مورد داده (  2)در    𝑊𝑊𝑖𝑖𝑖𝑖   که در آن
 .ناشی از سانسور است

 ها خسارتمقدار نهایی  بینیپیش

تو  توزیع  قبل  ,T)   مأ در قسمت  M)  به شرطX = x  استفاده برای    با  این مدل  از  تابع مفصل ساخته شد.  استفاده   بینیپیشاز  نهایی هر خسارت  مقدار 
نشده که برای  یک خسارت تسویه  اما برایید.  آدست می هشرطی ب  توأمشرطی با استفاده از توزیع    توأماند تابع چگالی هایی که سانسور نشدهخسارتبرای    .شود می
,T)  بنابراین، توزیع  ، است  Y𝑖𝑖تر از  بزرگ   T𝑖𝑖  ةنشداست، معلوم است که متغیر مشاهده  δ𝑖𝑖= 0آن   M)  به شرط  X= 𝑥𝑥𝑖𝑖    وT ≥Y𝑖𝑖    مورد نیاز است که دارای

,f𝑌𝑌𝑖𝑖,𝑋𝑋𝑖𝑖(𝑡𝑡برآورد تابع چگالی   𝑚𝑚) توأم( تابع چگالی 8)  ةاست. از رابط  (T, M)  به شرطX = x  :عبارت است از 

𝑓𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥))𝑓𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)) (m|x)) ,𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋 (t|x) (𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋  𝑓𝑓𝑇𝑇,𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑡𝑡, 𝑚𝑚|𝑥𝑥) = 𝑐𝑐𝑥𝑥,θ 

,T)  توأمبنابراین تابع چگالی  M) به شرطX = x  وT ≥Y𝑖𝑖  :عبارت است از 

f𝑇𝑇,𝑀𝑀|𝑋𝑋=𝑥𝑥,𝑇𝑇≥Y𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝑚𝑚) =
𝑐𝑐𝑥𝑥,𝜃𝜃 (𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥), 𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)) 𝑓𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥)𝑓𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)(1𝑡𝑡≥𝑌𝑌𝑖𝑖)

∫ ∫  𝑐𝑐𝑥𝑥,𝜃𝜃 (𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑢𝑢|𝑥𝑥), 𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑣𝑣|𝑥𝑥))∞
𝑣𝑣=−∞

∞
𝑢𝑢=𝑌𝑌𝑖𝑖

𝑓𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑢𝑢|𝑥𝑥)𝑓𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑣𝑣|𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑣𝑣
 

 شود:صورت زیر برآورد میکه به

 (10)             𝑓𝑓𝑌𝑌𝑖𝑖,𝑋𝑋𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝑚𝑚) = 𝑐𝑐θ̂(�̂�𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥),�̂�𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥))�̂�𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥)�̂�𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)1𝑡𝑡≥𝑌𝑌𝑖𝑖
∫ ∫  𝑐𝑐θ̂(�̂�𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑢𝑢|𝑥𝑥),�̂�𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑣𝑣|𝑥𝑥))∞

𝑣𝑣=−∞
∞

𝑢𝑢=𝑌𝑌𝑖𝑖
�̂�𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑢𝑢|𝑥𝑥)�̂�𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑣𝑣|𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑣𝑣

 

آنکه   .)𝑓𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋)  در  |𝑥𝑥)) 𝑓𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(. |𝑥𝑥)  برآوردشده شرطی  چگالی  𝑀𝑀|𝑋𝑋)  تابع  = 𝑥𝑥)𝑇𝑇|𝑋𝑋 = 𝑥𝑥    و(�̂�𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(. |𝑥𝑥)) �̂�𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(. |𝑥𝑥)    توزیع شرطی  تابع 
 ةامید ریاضی خسارت از رابط براساس برآورد  (داخت نشده باشدپر Y𝑖𝑖 به شرط آنکه تا زمان )بینی مبلغ خسارت  سپس پیش. دهدشده را نشان میبرآورد 

(11)                    �̂�𝐸(𝑀𝑀|𝑋𝑋 = 𝑥𝑥, 𝑇𝑇 ≥ 𝑌𝑌𝑖𝑖) = ∫ ∫ 𝑚𝑚𝑓𝑓𝑌𝑌𝑖𝑖,𝑋𝑋𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝑚𝑚)𝑑𝑑𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑚𝑚∞
𝑡𝑡=𝑌𝑌𝑖𝑖

+∞
𝑚𝑚=0 

 .شود انجام می 

                     )9(

inW  در )2( تعریف شده است. در مورد داده هاي  که در آن 
بنابراین  است،    inW =0 آنگاه   

(7)                       λl =  lim
t→0+ P (Y ≤ FY

−1(t)|X ≤ FX
−1(t)) = lim

t→0+
C(t,t)

t

های خانواده   .دهندمتغیر دیگر رخ می )بزرگ (یک متغیر با مقادیر کوچک  )کوچک (که چگونه مقادیر بزرگ  کندبیان میینی( ی)پا ضریب وابستگی دمی بالایی
ازای تمام مقادیر مجاز پارامتر، ضرایب  های پلاکت، نرمال و فرانک بهاز جمله اینکه در خانواده   ،شوندمی منجر توابع مفصل به ساختارهای وابستگی متفاوتی 

 .غیرصفر و ضریب وابستگی دمی پایینی صفر است  های گامبل، جو و گالامبوس ضریب وابستگی دمی بالاییدر خانواده  . بالایی و پایینی صفر است وابستگی دمی

,T)فی  برای متغیرهای تصاد M)  گرا 𝐹𝐹𝑇𝑇,𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑡𝑡, 𝑚𝑚|𝑥𝑥)  به شرط   آنهام  أتابع توزیع تو   𝑋𝑋 = 𝑥𝑥  با توجه ب م  أتوتابع مفصل    ةدهندنشان  𝐶𝐶𝑥𝑥(، تابع  3) ه باشد، 
(T, M)   به شرط𝑋𝑋 = 𝑥𝑥 است. در این صورت: 

(8)                           𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)) , (t|x)  (𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋 𝐹𝐹𝑇𝑇,𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑡𝑡, 𝑚𝑚|𝑥𝑥) = 𝐶𝐶𝑥𝑥,θ     

,T)ی  اهای حاشیهنیم فقط توزیع کدر اینجا فرض می  M) به  𝑋𝑋  د و ساختار وابستگیرنبستگی دا  (T, M)   به مقدار𝑋𝑋 ستگی ندارد، بنابراینب 𝐶𝐶𝑥𝑥,θ = 𝐶𝐶θ  است . 

𝑈𝑈𝑖𝑖  با فرض = 𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑇𝑇𝑖𝑖|𝑋𝑋𝑖𝑖)    و𝑉𝑉𝑖𝑖 = 𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑀𝑀𝑖𝑖|𝑋𝑋𝑖𝑖)  متغیرهای ،𝑈𝑈𝑖𝑖    و𝑉𝑉𝑖𝑖  آنها  توأماند، و تابع توزیع  شده   توزیع  [1 ,0]ة  یکنواخت در فاصل  طوربه  𝐶𝐶θ  
  طور توان به نمی های سانسورشده وجود دارند، نیستند و داده  مشخص کاملاً 𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋و   𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋ای شرطی  های حاشیه به دلیل اینکه توزیع را  𝑉𝑉𝑖𝑖  و   𝑈𝑈𝑖𝑖   معمولاً .است

�̂�𝑈𝑖𝑖  صورت برآورد تجربی مقادیر  . در این کردمحاسبه  دقیق   = �̂�𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑌𝑌𝑖𝑖|𝑋𝑋𝑖𝑖)  و  �̂�𝑉𝑖𝑖 = �̂�𝐹𝑁𝑁|𝑋𝑋(𝑁𝑁𝑖𝑖|𝑋𝑋𝑖𝑖)  با توجه به    رآوردگر پارامتر مفصلو ب   شوندمحاسبه می
 : بود صورت زیر خواهدبه  (1) ةرابط نمائی وزنی برآوردگر حداکثر درست

(9)                     θ̂ = arg max
θ∈Θ

∑ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑐𝑐𝜃𝜃
𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 (�̂�𝑢𝑖𝑖, �̂�𝑣𝑖𝑖) 

یک وزن برای اصلاح اریبی   𝑊𝑊𝑖𝑖𝑛𝑛  نابرایناست، ب  𝑊𝑊𝑖𝑖𝑖𝑖=0   هآنگا  δ𝑖𝑖  0=  یعنی وقتی  ،های سانسورشدهتعریف شده است. در مورد داده (  2)در    𝑊𝑊𝑖𝑖𝑖𝑖   که در آن
 .ناشی از سانسور است

 ها خسارتمقدار نهایی  بینیپیش

تو  توزیع  قبل  ,T)   مأ در قسمت  M)  به شرطX = x  استفاده برای    با  این مدل  از  تابع مفصل ساخته شد.  استفاده   بینیپیشاز  نهایی هر خسارت  مقدار 
نشده که برای  یک خسارت تسویه  اما برایید.  آدست می هشرطی ب  توأمشرطی با استفاده از توزیع    توأماند تابع چگالی هایی که سانسور نشدهخسارتبرای    .شود می
,T)  بنابراین، توزیع  ، است  Y𝑖𝑖تر از  بزرگ   T𝑖𝑖  ةنشداست، معلوم است که متغیر مشاهده  δ𝑖𝑖= 0آن   M)  به شرط  X= 𝑥𝑥𝑖𝑖    وT ≥Y𝑖𝑖    مورد نیاز است که دارای

,f𝑌𝑌𝑖𝑖,𝑋𝑋𝑖𝑖(𝑡𝑡برآورد تابع چگالی   𝑚𝑚) توأم( تابع چگالی 8)  ةاست. از رابط  (T, M)  به شرطX = x  :عبارت است از 

𝑓𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥))𝑓𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)) (m|x)) ,𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋 (t|x) (𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋  𝑓𝑓𝑇𝑇,𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑡𝑡, 𝑚𝑚|𝑥𝑥) = 𝑐𝑐𝑥𝑥,θ 

,T)  توأمبنابراین تابع چگالی  M) به شرطX = x  وT ≥Y𝑖𝑖  :عبارت است از 

f𝑇𝑇,𝑀𝑀|𝑋𝑋=𝑥𝑥,𝑇𝑇≥Y𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝑚𝑚) =
𝑐𝑐𝑥𝑥,𝜃𝜃 (𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥), 𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)) 𝑓𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥)𝑓𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)(1𝑡𝑡≥𝑌𝑌𝑖𝑖)

∫ ∫  𝑐𝑐𝑥𝑥,𝜃𝜃 (𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑢𝑢|𝑥𝑥), 𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑣𝑣|𝑥𝑥))∞
𝑣𝑣=−∞

∞
𝑢𝑢=𝑌𝑌𝑖𝑖

𝑓𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑢𝑢|𝑥𝑥)𝑓𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑣𝑣|𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑣𝑣
 

 شود:صورت زیر برآورد میکه به

 (10)             𝑓𝑓𝑌𝑌𝑖𝑖,𝑋𝑋𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝑚𝑚) = 𝑐𝑐θ̂(�̂�𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥),�̂�𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥))�̂�𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥)�̂�𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)1𝑡𝑡≥𝑌𝑌𝑖𝑖
∫ ∫  𝑐𝑐θ̂(�̂�𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑢𝑢|𝑥𝑥),�̂�𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑣𝑣|𝑥𝑥))∞

𝑣𝑣=−∞
∞

𝑢𝑢=𝑌𝑌𝑖𝑖
�̂�𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑢𝑢|𝑥𝑥)�̂�𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑣𝑣|𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑣𝑣

 

آنکه   .)𝑓𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋)  در  |𝑥𝑥)) 𝑓𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(. |𝑥𝑥)  برآوردشده شرطی  چگالی  𝑀𝑀|𝑋𝑋)  تابع  = 𝑥𝑥)𝑇𝑇|𝑋𝑋 = 𝑥𝑥    و(�̂�𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(. |𝑥𝑥)) �̂�𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(. |𝑥𝑥)    توزیع شرطی  تابع 
 ةامید ریاضی خسارت از رابط براساس برآورد  (داخت نشده باشدپر Y𝑖𝑖 به شرط آنکه تا زمان )بینی مبلغ خسارت  سپس پیش. دهدشده را نشان میبرآورد 

(11)                    �̂�𝐸(𝑀𝑀|𝑋𝑋 = 𝑥𝑥, 𝑇𝑇 ≥ 𝑌𝑌𝑖𝑖) = ∫ ∫ 𝑚𝑚𝑓𝑓𝑌𝑌𝑖𝑖,𝑋𝑋𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝑚𝑚)𝑑𝑑𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑚𝑚∞
𝑡𝑡=𝑌𝑌𝑖𝑖

+∞
𝑚𝑚=0 

 .شود انجام می 

وقتي  یعني  سانسورشده، 
inW یک وزن برای اصلاح اریبی ناشی از سانسور است.

پیش بینی مقدار نهایی خسارت ها
با   X x= شرط  ) به  )T,M توأم  توزیع  قبل  قسمت  در   
استفاده از تابع مفصل ساخته شد. از این مدل برای پیش بینی مقدار 
که سانسور  براي خسارت هایي  استفاده می شود.  نهایی هر خسارت 
شرطي  توأم  توزیع  از  استفاده  با  شرطي  توأم  چگالي  تابع  نشده اند 
آن براي  که  تسویه نشده  خسارت  یک  برای  اما  مي آید.   به دست 

Ti بزرگ تر از   است، معلوم است که متغیر مشاهده نشدة 

(7)                       λl =  lim
t→0+ P (Y ≤ FY

−1(t)|X ≤ FX
−1(t)) = lim

t→0+
C(t,t)

t

های خانواده   .دهندمتغیر دیگر رخ می )بزرگ (یک متغیر با مقادیر کوچک  )کوچک (که چگونه مقادیر بزرگ  کندبیان میینی( ی)پا ضریب وابستگی دمی بالایی
ازای تمام مقادیر مجاز پارامتر، ضرایب  های پلاکت، نرمال و فرانک بهاز جمله اینکه در خانواده   ،شوندمی منجر توابع مفصل به ساختارهای وابستگی متفاوتی 

 .غیرصفر و ضریب وابستگی دمی پایینی صفر است  های گامبل، جو و گالامبوس ضریب وابستگی دمی بالاییدر خانواده  . بالایی و پایینی صفر است وابستگی دمی

,T)فی  برای متغیرهای تصاد M)  گرا 𝐹𝐹𝑇𝑇,𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑡𝑡, 𝑚𝑚|𝑥𝑥)  به شرط   آنهام  أتابع توزیع تو   𝑋𝑋 = 𝑥𝑥  با توجه ب م  أتوتابع مفصل    ةدهندنشان  𝐶𝐶𝑥𝑥(، تابع  3) ه باشد، 
(T, M)   به شرط𝑋𝑋 = 𝑥𝑥 است. در این صورت: 

(8)                           𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)) , (t|x)  (𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋 𝐹𝐹𝑇𝑇,𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑡𝑡, 𝑚𝑚|𝑥𝑥) = 𝐶𝐶𝑥𝑥,θ     

,T)ی  اهای حاشیهنیم فقط توزیع کدر اینجا فرض می  M) به  𝑋𝑋  د و ساختار وابستگیرنبستگی دا  (T, M)   به مقدار𝑋𝑋 ستگی ندارد، بنابراینب 𝐶𝐶𝑥𝑥,θ = 𝐶𝐶θ  است . 

𝑈𝑈𝑖𝑖  با فرض = 𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑇𝑇𝑖𝑖|𝑋𝑋𝑖𝑖)    و𝑉𝑉𝑖𝑖 = 𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑀𝑀𝑖𝑖|𝑋𝑋𝑖𝑖)  متغیرهای ،𝑈𝑈𝑖𝑖    و𝑉𝑉𝑖𝑖  آنها  توأماند، و تابع توزیع  شده   توزیع  [1 ,0]ة  یکنواخت در فاصل  طوربه  𝐶𝐶θ  
  طور توان به نمی های سانسورشده وجود دارند، نیستند و داده  مشخص کاملاً 𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋و   𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋ای شرطی  های حاشیه به دلیل اینکه توزیع را  𝑉𝑉𝑖𝑖  و   𝑈𝑈𝑖𝑖   معمولاً .است

�̂�𝑈𝑖𝑖  صورت برآورد تجربی مقادیر  . در این کردمحاسبه  دقیق   = �̂�𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑌𝑌𝑖𝑖|𝑋𝑋𝑖𝑖)  و  �̂�𝑉𝑖𝑖 = �̂�𝐹𝑁𝑁|𝑋𝑋(𝑁𝑁𝑖𝑖|𝑋𝑋𝑖𝑖)  با توجه به    رآوردگر پارامتر مفصلو ب   شوندمحاسبه می
 : بود صورت زیر خواهدبه  (1) ةرابط نمائی وزنی برآوردگر حداکثر درست

(9)                     θ̂ = arg max
θ∈Θ

∑ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑐𝑐𝜃𝜃
𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 (�̂�𝑢𝑖𝑖, �̂�𝑣𝑖𝑖) 

یک وزن برای اصلاح اریبی   𝑊𝑊𝑖𝑖𝑛𝑛  نابرایناست، ب  𝑊𝑊𝑖𝑖𝑖𝑖=0   هآنگا  δ𝑖𝑖  0=  یعنی وقتی  ،های سانسورشدهتعریف شده است. در مورد داده (  2)در    𝑊𝑊𝑖𝑖𝑖𝑖   که در آن
 .ناشی از سانسور است

 ها خسارتمقدار نهایی  بینیپیش

تو  توزیع  قبل  ,T)   مأ در قسمت  M)  به شرطX = x  استفاده برای    با  این مدل  از  تابع مفصل ساخته شد.  استفاده   بینیپیشاز  نهایی هر خسارت  مقدار 
نشده که برای  یک خسارت تسویه  اما برایید.  آدست می هشرطی ب  توأمشرطی با استفاده از توزیع    توأماند تابع چگالی هایی که سانسور نشدهخسارتبرای    .شود می
,T)  بنابراین، توزیع  ، است  Y𝑖𝑖تر از  بزرگ   T𝑖𝑖  ةنشداست، معلوم است که متغیر مشاهده  δ𝑖𝑖= 0آن   M)  به شرط  X= 𝑥𝑥𝑖𝑖    وT ≥Y𝑖𝑖    مورد نیاز است که دارای

,f𝑌𝑌𝑖𝑖,𝑋𝑋𝑖𝑖(𝑡𝑡برآورد تابع چگالی   𝑚𝑚) توأم( تابع چگالی 8)  ةاست. از رابط  (T, M)  به شرطX = x  :عبارت است از 

𝑓𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥))𝑓𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)) (m|x)) ,𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋 (t|x) (𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋  𝑓𝑓𝑇𝑇,𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑡𝑡, 𝑚𝑚|𝑥𝑥) = 𝑐𝑐𝑥𝑥,θ 

,T)  توأمبنابراین تابع چگالی  M) به شرطX = x  وT ≥Y𝑖𝑖  :عبارت است از 

f𝑇𝑇,𝑀𝑀|𝑋𝑋=𝑥𝑥,𝑇𝑇≥Y𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝑚𝑚) =
𝑐𝑐𝑥𝑥,𝜃𝜃 (𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥), 𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)) 𝑓𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥)𝑓𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)(1𝑡𝑡≥𝑌𝑌𝑖𝑖)

∫ ∫  𝑐𝑐𝑥𝑥,𝜃𝜃 (𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑢𝑢|𝑥𝑥), 𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑣𝑣|𝑥𝑥))∞
𝑣𝑣=−∞

∞
𝑢𝑢=𝑌𝑌𝑖𝑖

𝑓𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑢𝑢|𝑥𝑥)𝑓𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑣𝑣|𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑣𝑣
 

 شود:صورت زیر برآورد میکه به

 (10)             𝑓𝑓𝑌𝑌𝑖𝑖,𝑋𝑋𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝑚𝑚) = 𝑐𝑐θ̂(�̂�𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥),�̂�𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥))�̂�𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥)�̂�𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)1𝑡𝑡≥𝑌𝑌𝑖𝑖
∫ ∫  𝑐𝑐θ̂(�̂�𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑢𝑢|𝑥𝑥),�̂�𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑣𝑣|𝑥𝑥))∞

𝑣𝑣=−∞
∞

𝑢𝑢=𝑌𝑌𝑖𝑖
�̂�𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑢𝑢|𝑥𝑥)�̂�𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑣𝑣|𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑣𝑣

 

آنکه   .)𝑓𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋)  در  |𝑥𝑥)) 𝑓𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(. |𝑥𝑥)  برآوردشده شرطی  چگالی  𝑀𝑀|𝑋𝑋)  تابع  = 𝑥𝑥)𝑇𝑇|𝑋𝑋 = 𝑥𝑥    و(�̂�𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(. |𝑥𝑥)) �̂�𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(. |𝑥𝑥)    توزیع شرطی  تابع 
 ةامید ریاضی خسارت از رابط براساس برآورد  (داخت نشده باشدپر Y𝑖𝑖 به شرط آنکه تا زمان )بینی مبلغ خسارت  سپس پیش. دهدشده را نشان میبرآورد 

(11)                    �̂�𝐸(𝑀𝑀|𝑋𝑋 = 𝑥𝑥, 𝑇𝑇 ≥ 𝑌𝑌𝑖𝑖) = ∫ ∫ 𝑚𝑚𝑓𝑓𝑌𝑌𝑖𝑖,𝑋𝑋𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝑚𝑚)𝑑𝑑𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑚𝑚∞
𝑡𝑡=𝑌𝑌𝑖𝑖

+∞
𝑚𝑚=0 

 .شود انجام می 

 
 T ≥ Yi X= ix و  ) به شرط  )T,M Yi است، بنابراین، توزیع 

) است.  ),f ,
i iY X t m مورد نیاز است که دارای برآورد تابع چگالی 

X عبارت  x= ) به شرط  )T,M از رابطة )٨( تابع چگالی توأم 
است از:

(7)                       λl =  lim
t→0+ P (Y ≤ FY

−1(t)|X ≤ FX
−1(t)) = lim

t→0+
C(t,t)

t

های خانواده   .دهندمتغیر دیگر رخ می )بزرگ (یک متغیر با مقادیر کوچک  )کوچک (که چگونه مقادیر بزرگ  کندبیان میینی( ی)پا ضریب وابستگی دمی بالایی
ازای تمام مقادیر مجاز پارامتر، ضرایب  های پلاکت، نرمال و فرانک بهاز جمله اینکه در خانواده   ،شوندمی منجر توابع مفصل به ساختارهای وابستگی متفاوتی 

 .غیرصفر و ضریب وابستگی دمی پایینی صفر است  های گامبل، جو و گالامبوس ضریب وابستگی دمی بالاییدر خانواده  . بالایی و پایینی صفر است وابستگی دمی

,T)فی  برای متغیرهای تصاد M)  گرا 𝐹𝐹𝑇𝑇,𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑡𝑡, 𝑚𝑚|𝑥𝑥)  به شرط   آنهام  أتابع توزیع تو   𝑋𝑋 = 𝑥𝑥  با توجه ب م  أتوتابع مفصل    ةدهندنشان  𝐶𝐶𝑥𝑥(، تابع  3) ه باشد، 
(T, M)   به شرط𝑋𝑋 = 𝑥𝑥 است. در این صورت: 

(8)                           𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)) , (t|x)  (𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋 𝐹𝐹𝑇𝑇,𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑡𝑡, 𝑚𝑚|𝑥𝑥) = 𝐶𝐶𝑥𝑥,θ     

,T)ی  اهای حاشیهنیم فقط توزیع کدر اینجا فرض می  M) به  𝑋𝑋  د و ساختار وابستگیرنبستگی دا  (T, M)   به مقدار𝑋𝑋 ستگی ندارد، بنابراینب 𝐶𝐶𝑥𝑥,θ = 𝐶𝐶θ  است . 

𝑈𝑈𝑖𝑖  با فرض = 𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑇𝑇𝑖𝑖|𝑋𝑋𝑖𝑖)    و𝑉𝑉𝑖𝑖 = 𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑀𝑀𝑖𝑖|𝑋𝑋𝑖𝑖)  متغیرهای ،𝑈𝑈𝑖𝑖    و𝑉𝑉𝑖𝑖  آنها  توأماند، و تابع توزیع  شده   توزیع  [1 ,0]ة  یکنواخت در فاصل  طوربه  𝐶𝐶θ  
  طور توان به نمی های سانسورشده وجود دارند، نیستند و داده  مشخص کاملاً 𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋و   𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋ای شرطی  های حاشیه به دلیل اینکه توزیع را  𝑉𝑉𝑖𝑖  و   𝑈𝑈𝑖𝑖   معمولاً .است

�̂�𝑈𝑖𝑖  صورت برآورد تجربی مقادیر  . در این کردمحاسبه  دقیق   = �̂�𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑌𝑌𝑖𝑖|𝑋𝑋𝑖𝑖)  و  �̂�𝑉𝑖𝑖 = �̂�𝐹𝑁𝑁|𝑋𝑋(𝑁𝑁𝑖𝑖|𝑋𝑋𝑖𝑖)  با توجه به    رآوردگر پارامتر مفصلو ب   شوندمحاسبه می
 : بود صورت زیر خواهدبه  (1) ةرابط نمائی وزنی برآوردگر حداکثر درست

(9)                     θ̂ = arg max
θ∈Θ

∑ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑐𝑐𝜃𝜃
𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 (�̂�𝑢𝑖𝑖, �̂�𝑣𝑖𝑖) 

یک وزن برای اصلاح اریبی   𝑊𝑊𝑖𝑖𝑛𝑛  نابرایناست، ب  𝑊𝑊𝑖𝑖𝑖𝑖=0   هآنگا  δ𝑖𝑖  0=  یعنی وقتی  ،های سانسورشدهتعریف شده است. در مورد داده (  2)در    𝑊𝑊𝑖𝑖𝑖𝑖   که در آن
 .ناشی از سانسور است

 ها خسارتمقدار نهایی  بینیپیش

تو  توزیع  قبل  ,T)   مأ در قسمت  M)  به شرطX = x  استفاده برای    با  این مدل  از  تابع مفصل ساخته شد.  استفاده   بینیپیشاز  نهایی هر خسارت  مقدار 
نشده که برای  یک خسارت تسویه  اما برایید.  آدست می هشرطی ب  توأمشرطی با استفاده از توزیع    توأماند تابع چگالی هایی که سانسور نشدهخسارتبرای    .شود می
,T)  بنابراین، توزیع  ، است  Y𝑖𝑖تر از  بزرگ   T𝑖𝑖  ةنشداست، معلوم است که متغیر مشاهده  δ𝑖𝑖= 0آن   M)  به شرط  X= 𝑥𝑥𝑖𝑖    وT ≥Y𝑖𝑖    مورد نیاز است که دارای

,f𝑌𝑌𝑖𝑖,𝑋𝑋𝑖𝑖(𝑡𝑡برآورد تابع چگالی   𝑚𝑚) توأم( تابع چگالی 8)  ةاست. از رابط  (T, M)  به شرطX = x  :عبارت است از 

𝑓𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥))𝑓𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)) (m|x)) ,𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋 (t|x) (𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋  𝑓𝑓𝑇𝑇,𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑡𝑡, 𝑚𝑚|𝑥𝑥) = 𝑐𝑐𝑥𝑥,θ 

,T)  توأمبنابراین تابع چگالی  M) به شرطX = x  وT ≥Y𝑖𝑖  :عبارت است از 

f𝑇𝑇,𝑀𝑀|𝑋𝑋=𝑥𝑥,𝑇𝑇≥Y𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝑚𝑚) =
𝑐𝑐𝑥𝑥,𝜃𝜃 (𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥), 𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)) 𝑓𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥)𝑓𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)(1𝑡𝑡≥𝑌𝑌𝑖𝑖)

∫ ∫  𝑐𝑐𝑥𝑥,𝜃𝜃 (𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑢𝑢|𝑥𝑥), 𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑣𝑣|𝑥𝑥))∞
𝑣𝑣=−∞

∞
𝑢𝑢=𝑌𝑌𝑖𝑖

𝑓𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑢𝑢|𝑥𝑥)𝑓𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑣𝑣|𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑣𝑣
 

 شود:صورت زیر برآورد میکه به

 (10)             𝑓𝑓𝑌𝑌𝑖𝑖,𝑋𝑋𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝑚𝑚) = 𝑐𝑐θ̂(�̂�𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥),�̂�𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥))�̂�𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥)�̂�𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)1𝑡𝑡≥𝑌𝑌𝑖𝑖
∫ ∫  𝑐𝑐θ̂(�̂�𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑢𝑢|𝑥𝑥),�̂�𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑣𝑣|𝑥𝑥))∞

𝑣𝑣=−∞
∞

𝑢𝑢=𝑌𝑌𝑖𝑖
�̂�𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑢𝑢|𝑥𝑥)�̂�𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑣𝑣|𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑣𝑣

 

آنکه   .)𝑓𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋)  در  |𝑥𝑥)) 𝑓𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(. |𝑥𝑥)  برآوردشده شرطی  چگالی  𝑀𝑀|𝑋𝑋)  تابع  = 𝑥𝑥)𝑇𝑇|𝑋𝑋 = 𝑥𝑥    و(�̂�𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(. |𝑥𝑥)) �̂�𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(. |𝑥𝑥)    توزیع شرطی  تابع 
 ةامید ریاضی خسارت از رابط براساس برآورد  (داخت نشده باشدپر Y𝑖𝑖 به شرط آنکه تا زمان )بینی مبلغ خسارت  سپس پیش. دهدشده را نشان میبرآورد 

(11)                    �̂�𝐸(𝑀𝑀|𝑋𝑋 = 𝑥𝑥, 𝑇𝑇 ≥ 𝑌𝑌𝑖𝑖) = ∫ ∫ 𝑚𝑚𝑓𝑓𝑌𝑌𝑖𝑖,𝑋𝑋𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝑚𝑚)𝑑𝑑𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑚𝑚∞
𝑡𝑡=𝑌𝑌𝑖𝑖

+∞
𝑚𝑚=0 

 .شود انجام می 

(7)                       λl =  lim
t→0+ P (Y ≤ FY

−1(t)|X ≤ FX
−1(t)) = lim

t→0+
C(t,t)

t

های خانواده   .دهندمتغیر دیگر رخ می )بزرگ (یک متغیر با مقادیر کوچک  )کوچک (که چگونه مقادیر بزرگ  کندبیان میینی( ی)پا ضریب وابستگی دمی بالایی
ازای تمام مقادیر مجاز پارامتر، ضرایب  های پلاکت، نرمال و فرانک بهاز جمله اینکه در خانواده   ،شوندمی منجر توابع مفصل به ساختارهای وابستگی متفاوتی 

 .غیرصفر و ضریب وابستگی دمی پایینی صفر است  های گامبل، جو و گالامبوس ضریب وابستگی دمی بالاییدر خانواده  . بالایی و پایینی صفر است وابستگی دمی

,T)فی  برای متغیرهای تصاد M)  گرا 𝐹𝐹𝑇𝑇,𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑡𝑡, 𝑚𝑚|𝑥𝑥)  به شرط   آنهام  أتابع توزیع تو   𝑋𝑋 = 𝑥𝑥  با توجه ب م  أتوتابع مفصل    ةدهندنشان  𝐶𝐶𝑥𝑥(، تابع  3) ه باشد، 
(T, M)   به شرط𝑋𝑋 = 𝑥𝑥 است. در این صورت: 

(8)                           𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)) , (t|x)  (𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋 𝐹𝐹𝑇𝑇,𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑡𝑡, 𝑚𝑚|𝑥𝑥) = 𝐶𝐶𝑥𝑥,θ     

,T)ی  اهای حاشیهنیم فقط توزیع کدر اینجا فرض می  M) به  𝑋𝑋  د و ساختار وابستگیرنبستگی دا  (T, M)   به مقدار𝑋𝑋 ستگی ندارد، بنابراینب 𝐶𝐶𝑥𝑥,θ = 𝐶𝐶θ  است . 

𝑈𝑈𝑖𝑖  با فرض = 𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑇𝑇𝑖𝑖|𝑋𝑋𝑖𝑖)    و𝑉𝑉𝑖𝑖 = 𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑀𝑀𝑖𝑖|𝑋𝑋𝑖𝑖)  متغیرهای ،𝑈𝑈𝑖𝑖    و𝑉𝑉𝑖𝑖  آنها  توأماند، و تابع توزیع  شده   توزیع  [1 ,0]ة  یکنواخت در فاصل  طوربه  𝐶𝐶θ  
  طور توان به نمی های سانسورشده وجود دارند، نیستند و داده  مشخص کاملاً 𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋و   𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋ای شرطی  های حاشیه به دلیل اینکه توزیع را  𝑉𝑉𝑖𝑖  و   𝑈𝑈𝑖𝑖   معمولاً .است

�̂�𝑈𝑖𝑖  صورت برآورد تجربی مقادیر  . در این کردمحاسبه  دقیق   = �̂�𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑌𝑌𝑖𝑖|𝑋𝑋𝑖𝑖)  و  �̂�𝑉𝑖𝑖 = �̂�𝐹𝑁𝑁|𝑋𝑋(𝑁𝑁𝑖𝑖|𝑋𝑋𝑖𝑖)  با توجه به    رآوردگر پارامتر مفصلو ب   شوندمحاسبه می
 : بود صورت زیر خواهدبه  (1) ةرابط نمائی وزنی برآوردگر حداکثر درست

(9)                     θ̂ = arg max
θ∈Θ

∑ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑐𝑐𝜃𝜃
𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 (�̂�𝑢𝑖𝑖, �̂�𝑣𝑖𝑖) 

یک وزن برای اصلاح اریبی   𝑊𝑊𝑖𝑖𝑛𝑛  نابرایناست، ب  𝑊𝑊𝑖𝑖𝑖𝑖=0   هآنگا  δ𝑖𝑖  0=  یعنی وقتی  ،های سانسورشدهتعریف شده است. در مورد داده (  2)در    𝑊𝑊𝑖𝑖𝑖𝑖   که در آن
 .ناشی از سانسور است

 ها خسارتمقدار نهایی  بینیپیش

تو  توزیع  قبل  ,T)   مأ در قسمت  M)  به شرطX = x  استفاده برای    با  این مدل  از  تابع مفصل ساخته شد.  استفاده   بینیپیشاز  نهایی هر خسارت  مقدار 
نشده که برای  یک خسارت تسویه  اما برایید.  آدست می هشرطی ب  توأمشرطی با استفاده از توزیع    توأماند تابع چگالی هایی که سانسور نشدهخسارتبرای    .شود می
,T)  بنابراین، توزیع  ، است  Y𝑖𝑖تر از  بزرگ   T𝑖𝑖  ةنشداست، معلوم است که متغیر مشاهده  δ𝑖𝑖= 0آن   M)  به شرط  X= 𝑥𝑥𝑖𝑖    وT ≥Y𝑖𝑖    مورد نیاز است که دارای

,f𝑌𝑌𝑖𝑖,𝑋𝑋𝑖𝑖(𝑡𝑡برآورد تابع چگالی   𝑚𝑚) توأم( تابع چگالی 8)  ةاست. از رابط  (T, M)  به شرطX = x  :عبارت است از 

𝑓𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥))𝑓𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)) (m|x)) ,𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋 (t|x) (𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋  𝑓𝑓𝑇𝑇,𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑡𝑡, 𝑚𝑚|𝑥𝑥) = 𝑐𝑐𝑥𝑥,θ 

,T)  توأمبنابراین تابع چگالی  M) به شرطX = x  وT ≥Y𝑖𝑖  :عبارت است از 

f𝑇𝑇,𝑀𝑀|𝑋𝑋=𝑥𝑥,𝑇𝑇≥Y𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝑚𝑚) =
𝑐𝑐𝑥𝑥,𝜃𝜃 (𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥), 𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)) 𝑓𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥)𝑓𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)(1𝑡𝑡≥𝑌𝑌𝑖𝑖)

∫ ∫  𝑐𝑐𝑥𝑥,𝜃𝜃 (𝐹𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑢𝑢|𝑥𝑥), 𝐹𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑣𝑣|𝑥𝑥))∞
𝑣𝑣=−∞

∞
𝑢𝑢=𝑌𝑌𝑖𝑖

𝑓𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑢𝑢|𝑥𝑥)𝑓𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑣𝑣|𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑣𝑣
 

 شود:صورت زیر برآورد میکه به

 (10)             𝑓𝑓𝑌𝑌𝑖𝑖,𝑋𝑋𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝑚𝑚) = 𝑐𝑐θ̂(�̂�𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥),�̂�𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥))�̂�𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑡𝑡|𝑥𝑥)�̂�𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑚𝑚|𝑥𝑥)1𝑡𝑡≥𝑌𝑌𝑖𝑖
∫ ∫  𝑐𝑐θ̂(�̂�𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑢𝑢|𝑥𝑥),�̂�𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑣𝑣|𝑥𝑥))∞

𝑣𝑣=−∞
∞

𝑢𝑢=𝑌𝑌𝑖𝑖
�̂�𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(𝑢𝑢|𝑥𝑥)�̂�𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋(𝑣𝑣|𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑣𝑣

 

آنکه   .)𝑓𝑓𝑀𝑀|𝑋𝑋)  در  |𝑥𝑥)) 𝑓𝑓𝑇𝑇|𝑋𝑋(. |𝑥𝑥)  برآوردشده شرطی  چگالی  𝑀𝑀|𝑋𝑋)  تابع  = 𝑥𝑥)𝑇𝑇|𝑋𝑋 = 𝑥𝑥    و(�̂�𝐹𝑀𝑀|𝑋𝑋(. |𝑥𝑥)) �̂�𝐹𝑇𝑇|𝑋𝑋(. |𝑥𝑥)    توزیع شرطی  تابع 
 ةامید ریاضی خسارت از رابط براساس برآورد  (داخت نشده باشدپر Y𝑖𝑖 به شرط آنکه تا زمان )بینی مبلغ خسارت  سپس پیش. دهدشده را نشان میبرآورد 

(11)                    �̂�𝐸(𝑀𝑀|𝑋𝑋 = 𝑥𝑥, 𝑇𝑇 ≥ 𝑌𝑌𝑖𝑖) = ∫ ∫ 𝑚𝑚𝑓𝑓𝑌𝑌𝑖𝑖,𝑋𝑋𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝑚𝑚)𝑑𝑑𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑚𝑚∞
𝑡𝑡=𝑌𝑌𝑖𝑖

+∞
𝑚𝑚=0 

 .شود انجام می 

T ≥ و X x= ) به شرط  )T,M بنابراین تابع چگالی توأم 
Yi عبارت است از:

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
, | | | |

, | , Y

, | | | |

| , | | | (1 )
f ,

 | , | | |  
i

i

i

x T X M X T X M X t Y
T M X x T

x T X M X T X M Xu Y v

c F t x F m x f t x f m x
t m

c F u x F v x f u x f v x du dv
θ

θ

≥
= ≥ ∞ ∞

= =−∞

=
∫ ∫

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
, | | | |

, | , Y

, | | | |

| , | | | (1 )
f ,

 | , | | |  
i

i

i

x T X M X T X M X t Y
T M X x T

x T X M X T X M Xu Y v

c F t x F m x f t x f m x
t m

c F u x F v x f u x f v x du dv
θ

θ

≥
= ≥ ∞ ∞

= =−∞

=
∫ ∫

که به صورت زیر برآورد می شود:

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
| | | |è

,

|

ˆ

|ˆ | |è

| , | | | 1
,

 | , | | |  

ˆ ˆˆ ˆ
ˆ

ˆ ˆˆ ˆ
i

i i

i

T X M X T X M X t Y
Y X

T X M X T X M Xu Y v

c F t x F m x f t x f m x
f t m

c F u x F v x f u x f v x du dv

≥

∞ ∞

= =−∞

=
∫ ∫
            )10( 

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
| | | |è

,

|

ˆ

|ˆ | |è

| , | | | 1
,

 | , | | |  

ˆ ˆˆ ˆ
ˆ

ˆ ˆˆ ˆ
i

i i

i

T X M X T X M X t Y
Y X

T X M X T X M Xu Y v

c F t x F m x f t x f m x
f t m

c F u x F v x f u x f v x du dv

≥

∞ ∞

= =−∞

=
∫ ∫

شرطی  چگالی  تابع   ( ) ( )| |( .| ) |ˆ .ˆ  M X T Xf x f x آن  در  که 
 ( )( ) ( )| | ˆ . | . |ˆ

M X T XF x F x ) و  )| |M X x T X x= = برآوردشده 
تابع توزیع شرطی برآورد شده را نشان می دهد. سپس پیش بیني مبلغ 
براساس  باشد(  Yi پرداخت نشده  تا زمان  آنکه  خسارت )به شرط 

برآورد امید ریاضي خسارت از رابطة

( ) ( ),0
ˆ | ,  ˆ,

i i
i

i Y Xm t Y
E M X x T Y mf t m dt dm

+∞ ∞

= =
= ≥ = ∫ ∫                    )11(

انجام مي شود.

شبیه سازی
برای بررسي اعتبار روش پیش بیني یادشده در بخش 2، با مقادیر 
پلاکت،  مفصل  خانوادة  و سه   ،2 در جدول  پارامترهای خلاصه شده 

 هاي پلاکت، فرانک، نرمال، گامبل، جو و گالامبوس . تابع توزيع و حدود پارامتر خانواده1جدول 
Table 1. Distribution functions and the range of their parameter of Plackett, Frank, Normal, Gambel, Joe and Galambus families 

 
 

 تابع مفصل حدود پارامتر خانواده
 {1}-(∞,0) پلاکت

𝐶𝐶θ(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) =  1 + (θ − 1)(u + v) − √(1 + (θ − 1)(u + v))2 − 4uvθ(θ − 1)
2(θ − 1)  

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 (∞,1] فرانک 𝑣𝑣) = − 1
θ ln(1 + (𝑒𝑒−𝑢𝑢θ − 1)(𝑒𝑒−𝑣𝑣θ − 1)

𝑒𝑒−θ − 1 ) 
,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 [1,1-] گامبل 𝑣𝑣)=exp (−((− ln 𝑢𝑢)θ + (− ln 𝑣𝑣)θ)

1
θ 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 [1,1-] نرمال 𝑣𝑣) = Φθ
−1(Φ−1(𝑢𝑢), Φ−1(𝑣𝑣)) 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 (∞,1] جو 𝑣𝑣) = 1 − ((1 − 𝑢𝑢)θ + (1 − 𝑣𝑣)θ − (1 − 𝑢𝑢)θ (1 − 𝑉𝑉)θ)
1
θ 

,𝐶𝐶θ(𝑢𝑢 (∞,0) گالامبوس 𝑣𝑣) = 𝑢𝑢𝑣𝑣 ∙ exp [(− ln vu)−θ +(− ln v)−θ]
−1
θ  

 
  

جدول 1: تابع توزیع و حدود پارامتر خانواده هاي پلاکت، فرانک،گامبل، نرمال، جو و گالامبوس
Table 1: Distribution functions and the range of their parameter of Plackett, Frank, Gumbel, Normal, Joe and Galambus families



صدیقه شمس و همکاران

2٨0

فرانک و نرمال، شبیه سازی به شرح زیر انجام می شود:
بردارهای   1, ,i n= … به ازاي   .1 مرحلة 
ها  Xij آن  در  که  می شود  شبیه سازی   ( )'

1 2 3X X , X , X  i i i i=
به طور مستقل از توزیع یکنواخت در فاصلة )1 و 0( تولید می شوند.

Ti از توزیع لگ - نرمال  ,1  متغیر  ,i n= … مرحلة 2. به ازاي 
Xi شبیه سازی می شود. به صورت شرطی بر روی متغیرهای 

Di به طور مستقل از  ,1 سانسور  ,i n= … مرحلة 3. به ازاي 
توزیع وایبل با پارامترهای k و λ، یعنی با تابع چگالی 

 شبیه سازی مي شود.

 سازیشبیه

به   سازی شبیهفرانک و نرمال،    مفصل پلاکت،  ةخانواد  و سه،  2  جدول شده در  ، با مقادیر پارامترهای خلاصه2شده در بخش  یاد  بینیبررسی اعتبار روش پیش برای  
 : شودشرح زیر انجام می 

 

 سازی شبیهپارامترهای  . 2 جدول

 

 مشاهدات سانسورشده درصد  مقدار پارامتر  نام پارامتر 

α0.1 

α0.2 

α0.3 

α0.4 

0   
0.5 
0.2 
0.1- 

 

β0.0 

β0.1 

β0.2 

β0.3 

0.1 
0.03 
 

0.05 

-0.02 

 

(k, λ) 

(k, λ) 

(k, λ) 

(2.7,3) 

(2.5,3) 
(0.15,3) 

30 
50 
60 

 

𝑖𝑖  ازای به .  1ة  مرحل = 1, … , 𝑛𝑛    بردارهایX𝑖𝑖 = (X𝑖𝑖1, X𝑖𝑖2, X𝑖𝑖3)′   که در آن    شود می   سازی شبیهX𝑖𝑖𝑖𝑖و  1)  ةطور مستقل از توزیع یکنواخت در فاصله ها ب  
 .شوندلید می تو( 0

𝑖𝑖  ازایبه. ٢ة مرحل = 1, … , 𝑛𝑛   متغیرT𝑖𝑖  یرهایغمت نرمال به صورت شرطی بر روی  -توزیع لگ  از X𝑖𝑖 شودمی  سازیشبیه. 

𝑖𝑖  ازایبه. ٣ة مرحل = 1, … , 𝑛𝑛   سانسورD𝑖𝑖 مستقل از توزیع وایبل با پارامترهای   طور بهk   وλ ، چگالیتابع  یعنی با   

   fk(d) = kλ−kdk−1exp (−d/λ)k1d≥0 شودمی  سازیشبیه. 

,𝑌𝑌𝑖𝑖)ه شد سازیشبیه  ةنمونبرای هر . ۴ة مرحل 𝑁𝑁𝑖𝑖, 𝐷𝐷𝑖𝑖, 𝛿𝛿𝑖𝑖, 𝑋𝑋𝑖𝑖)1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛 شود محاسبه می (10)  ةرابطاز  برآورد تابع چگالی. 

𝑖𝑖  ازایبه  .5ة مرحل = 1, … , 𝑛𝑛 بینیپیش �̂�𝑀𝑖𝑖 شودمحاسبه می (11)  ةز رابطا. 

𝐵𝐵را به تعداد    ۵تا  ١مراحل  .  6ة  مرحل = 𝑏𝑏  ازایبهکنیم تا  بار تکرار می   10000 = 1, … , 𝐵𝐵  هایمونه ن  (𝑌𝑌𝑖𝑖
𝑏𝑏, 𝑁𝑁𝑖𝑖

𝑏𝑏, 𝐷𝐷𝑖𝑖
𝑏𝑏, 𝛿𝛿𝑖𝑖

𝑏𝑏, 𝑋𝑋𝑖𝑖
𝑏𝑏)1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛  سازی شوند و  شبیه

�̂�𝑀𝑖𝑖  مقادیر برآوردشده
𝑏𝑏  دست آینده ب. 

𝑅𝑅𝑏𝑏اگر  .شودثیر قدرت سانسور، درصدهای مختلفی برای سانسور شدن در نظر گرفته میأتحلیل تبرای   = ∑ (1 − 𝛿𝛿𝑖𝑖)𝑀𝑀𝑖𝑖
𝑏𝑏𝑛𝑛

𝑖𝑖=1  مربوط به تمام مطالبات    ةذخیر
مرحل ها  خسارت  �̂�𝑅𝑏𝑏  وباشد    ام𝑏𝑏  ةدر  = ∑ (1 − 𝛿𝛿𝑖𝑖)�̂�𝑀𝑖𝑖

𝑏𝑏𝑛𝑛
𝑖𝑖=1    باشد  ةشدبینیپیشمقدار اندازه   ،آن  مختلف  شدهخطاهای  تعریف  زیر  شرح  به  که  اند،  گیری 

 .ثبت شد ٣جدول در   محاسبه و نتایج

شبیه سازی شده  نمونة  هر  برای   .4 مرحلة 
 )10( رابطة  از  چگالی  تابع  برآورد   ( )1, , , ,i i i i i i n

Y N D Xδ
≤ ≤

محاسبه می شود.
ˆ از رابطة )11( 

iM ,1 پیش بینی  ,i n= … مرحلة 5. به ازاي 
محاسبه مي شود.

10000B بار تکرار مي کنیم  = مرحلة 6. مراحل 1تا 5 را به تعداد 
 ( )

1
, , , ,b b b b b

i i i i i i n
Y N D Xδ

≤ ≤
نمونه هاي   1, ,b B= … به ازاي  تا 

ˆ به دست آیند. b
iM شبیه سازی شوند و مقادیر برآوردشده 

برای  مختلفی  درصدهای  سانسور،  قدرت  تأثیر  تحلیل  برای 
 ( )1

1nb b
i ii

R Mδ
=

= −∑ سانسور شدن در نظر گرفته می شود. اگر 
و  باشد  ام  b مرحلة  در  مطالبات خسارت ها  تمام  به  مربوط  ذخیرة 

باشد،  آن  پیش بینی شدة  مقدار   ( )1
ˆ ˆ1nb b

i ii
R Mδ

=
= −∑

خطاهای مختلف اندازه گیری که به شرح زیر تعریف شده اند، محاسبه 
و نتایج در جدول 3 ثبت شد.

 

1
1

ˆ1 B
b b

b

E R R
B =

= −∑
 

1
1

1 ˆb bB

r b
b

R RE
B R=

−
= ∑

 

( )
( )2

1 1
1

1 1 1
1

ˆ
B n

b b
i i in

b iii

E M M
B

δ
δ= =

=

= − −
−

∑ ∑
∑

1E نشان دهندة میانگین قدر مطلق تفاضل مقدار واقعی  خطای 
1rE میانگین خطای نسبی برآورد  ذخیره و برآورد آن است. خطای 
2E میانگین قدر مطلق تفاضل برآورد هر  را اندازه می گیرد. خطای 

خسارت پرداخت نشده و مقدار واقعی خسارت است. 
 1rE نسبی  خطای  مدل،  هر  برای  مي دهد  نشان   3 جدول 
سانسور  نسبت  وقتی  پایاست.  نسبتاً  مختلف  مفصل  توابع  تحت 
تعداد خسارت های  زیرا  دارد  کاهش  به  تمایل   1E می یابد  افزایش 

 سازي . پارامترهاي شبیه2جدول 
Table 2. Simulation parameters 

 
 درصد مشاهدات سانسورشده مقدار پارامتر نام پارامتر
α0.1 
α0.2 
α0.3 
α0.4 

0  
0.5 
0.2 
0.1- 

 

β0.0 
β0.1 
β0.2 
β0.3 

0.1 
0.03 
0.05 
-0.02 

 

(k, λ) 
(k, λ) 
(k, λ) 

(2.7,3) 
(2.5,3) 

(0.15,3) 

30 
50 
60 

 
  

جدول 2: پارامترهای شبیه سازی
Table 2: Simulation parameters

 n = 5000و  τ = 0.25ازاي  . اندازة خطا به٣جدول
Table 3. Error measurement for τ = 0.25 and n=5000 

 
 𝑬𝑬𝟏𝟏 𝑬𝑬𝟏𝟏𝟏𝟏 𝑬𝑬𝟐𝟐 خانوادة مفصل درصد سانسور

 پلاکت 30
 فرانک
 نرمال

17.61 
20.61 
28.88 

0.21 
0.27 
0.30 

0.014 
0.012 
0.018 

 پلاکت 50
 فرانک
 نرمال

15.27 
12.93 
19.41 

0.15 
0.27 
0.19 

0.014 
0.013 
0.012 

 پلاکت 60
 فرانک
 نرمال

14.04 
11.04 
17.27 

0.18 
0.29 
0.26 

0.033 
0.039 
0.024 

 
  

n = 5000 و τ = 0.25 جدول3: اندازة خطا به ازاي
Table 3: Error measurement for τ = 0.25 and n=5000



ذخیره خسارت های معوق در سطح خرد

2٨1

پیش بینی شده افزایش می یابد و ازآنجاکه برآوردگرها به طور مجانبی 
می کنند.  خنثی  کم برآوردي ها  را  بیش برآوردی ها  هستند،  نااریب 
2E )در مورد برآورد پارامتر مفصل( با نسبت سانسور افزایش  خطای 
منجر  ضعیف تری  عملکرد  با  مدل  به  کمتر،  اطلاعات  زیرا  می یابد، 

می شود و تأثیر منفی بر پیش بینی دارد.

 مطالعة موردی دربارة داده های واقعی
اعلام شده  مورد   2702 با  داده  مجموعه  یک  بیمه  پژوهشکدة 
از مسئولیت حرفه ای کارفرما در یک دورة ٨ ساله در اختیار  ناشی 
ما قرار داد که شامل 2660 مورد خسارت بدون سانسور هستند که 
مبلغ نهایی آنها مشخص است و 42 مورد سانسور شده است )آنهایی 
که در پایان این دورة ٨ ساله تسویه نشده بودند(. شایان ذکر است 
که به دلیل نبود داده های مناسب که بتوان آنها را به عنوان متغیرهای 
کمکی  متغیرهای  از  موردی  مطالعة  این  در  گرفت،  نظر  در  کمکی 
برآورد  و  مورد   42 این  خسارت  مبلغ  برآورد  هدف  شد.  صرف نظر 

ذخیره معوق کل است.
برای اجتناب از عوامل خارج از کنترل برای تجزیه و تحلیل داده ها 
با روشی که در ادامه شرح داده می شود، عامل تورم حذف می شود. 
T )برحسب روز( مدت زمان بین اعلام خسارت و تسویه حساب  متغیر 
است. متغیر′M )برحسب ده میلیون ریال( مبلغ پرداخت شده ازسوی 
را    M′,T به  مربوط  توصیفی  آمارهای  است. جدول 4  بیمه  شرکت 

برای موارد تسویه شده، نشان می دهد.

حذف اثر تورم
خسارت  مبلغ  بر  تورم  اثر  اصلاح  برای  مختلفی  روش های  از   
استفاده می شود. در یکی از ساده ترین روش ها با توجه به اینکه تورم 
باعث افزایش قیمت ها می شود، فرض می شود افزایش سالیانة قیمت 
از  متوالی ضریبی  لگاریتم نسبت قیمت ها در دو سال  و  باشد  ثابت 

سال فرض شده است، به عبارت دیگر:
 '

log .i
i

i

M g
M

µ=

iM  مقدار  ' مقدار خسارت را قبل از حذف تورم، 
iM که در آن 

در  ام  i خسارت  که  است  سالی    ig تورم،  حذف  از  بعد  خسارت 
 { }0,1,2, ,ig G∈ … می کنیم  فرض  و  است  افتاده  اتفاق  آن 
داده ها  مجموعه  از  استفاده  با  که  است  ثابت  ضریبی   ì ضریب   و 
) مستقل از  )1i i n

M
≤ ≤

برآورد می شود. در این مدل فرض می شود
) است. و بنابراین از مدل زیر استفاده می شود. )1i i n

g
≤ ≤

برای تجزیه   برای از کنترل  از عوامل خارج  دادهو اجتناب  در  تحلیل  با روشی که  تورم حذف می داده می  شرح  ادامهها    ( برحسب روز )  𝑇𝑇ر  شود. متغیشود، عامل 
آمارهای توصیفی   ۴جدول  است.    شرکت بیمه  ازسویشده  مبلغ پرداخت   (برحسب ده میلیون ریال)′M متغیرحساب است.  تسویه   بین اعلام خسارت و   زمانمدت

 .دهدشده، نشان میتسویه را برای موارد  M′,T  مربوط به

 

قبل از حذف اثر تورم (بر حسب ده میلیون ریال) ′M و (بر حسب روز) T  توصیفیآمار  . 4جدول 

′ (in terms of 10000000 Rials) before removing the inflation 

 ماکزیمم  چارک سوم  میانگین میانه چارک اول  مینیمم متغیر

M′ 0.0027 1.68 5.92 22.14 21.22 715.50 

T 1 85 319 543 828 3234 

 
 حذف اثر تورم 

  شود، ها می تورم باعث افزایش قیمت ها با توجه به اینکه  ترین روش در یکی از ساده   . شودمی   های مختلفی برای اصلاح اثر تورم بر مبلغ خسارت استفادهروش از   
 دیگر: عبارت به ،ها در دو سال متوالی ضریبی از سال فرض شده استقیمت ثابت باشد و لگاریتم نسبت قیمت ةافزایش سالیان شود فرض می 

log 𝑀𝑀𝑖𝑖
′

𝑀𝑀𝑖𝑖
= 𝜇𝜇. 𝑔𝑔𝑖𝑖 

𝑀𝑀𝑖𝑖که در آن  
افتاده است و فرض  ام  𝑖𝑖  سالی است که خسارت   𝑔𝑔𝑖𝑖   ، مقدار خسارت بعد از حذف تورم   𝑀𝑀𝑖𝑖 ، مقدار خسارت را قبل از حذف تورم  ′ اتفاق  در آن 

𝑔𝑔𝑖𝑖  کنیممی ∈ {0,1,2,… , 𝐺𝐺}    ضریبو  μ     از مجموعه    ثابتضریبی استفاده  با  برآورد میداده است که  این مدل فرض  .شودها  از  1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛(𝑀𝑀𝑖𝑖)  در    مستقل 
(𝑔𝑔𝑖𝑖)1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

 : شوداستفاده می  از مدل زیر  و بنابراین   است. 

 (12 )                                  log 𝑀𝑀𝑖𝑖   +log 𝑀𝑀𝑖𝑖
′ = 𝜇𝜇. 𝑔𝑔𝑖𝑖 

 رود: روش زیر به کار می   μبرای برآورد  

  تسویه شده است،  سال 𝑖𝑖  است و پس از رخ داده 𝑔𝑔𝑖𝑖  یهایی که در سال مالخسارت  𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 میانگین تعداد   عنوانبهرا  𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖  دهیممی قرار  •
log  ة رابطاز   • 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 ≈ μgi + λj  که در آن   λ𝑖𝑖 = 𝐸𝐸[log 𝑀𝑀𝑖𝑖 |𝑇𝑇𝑖𝑖 = 𝑖𝑖]    برای هر   𝑖𝑖  است، برآوردگر وزنی حداقل توان دوم خطا را برای  µ𝑖𝑖  

  :ییعن ،کنیممحاسبه می

μ̂j = arg min
𝑎𝑎,𝑏𝑏

∑ 𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖:𝑔𝑔𝑖𝑖+𝑖𝑖≤𝐺𝐺 (log 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑔𝑔𝑖𝑖)
2 

 :عبارت است از  µبرآوردگر نهایی  •

(13)                                     �̂�𝜇 =
∑ 𝑛𝑛𝑖𝑖

1 2⁄ �̂�𝜇𝑖𝑖𝑖𝑖

∑ 𝑛𝑛𝑖𝑖
1 2⁄

𝑖𝑖
 

𝑛𝑛𝑖𝑖  که در آن = ∑ 𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖. 

log  حذف اثر تورم به صورتمقدار خسارت پس از  است    δ𝑖𝑖  1=  هک𝑖𝑖   نهایت، برای هر  در �̂�𝑀𝑖𝑖 = log M′
𝑖𝑖 − �̂�𝜇𝑔𝑔𝑖𝑖  مار توصیفی آ  ۵جدول    .شود محاسبه می

 .دهدبعد از حذف اثر تورم را نشان می  𝑀𝑀   متغیر

 
 بعد از حذف اثر تورم (برحسب ده میلیون ریال) M آمار توصیفی . 5ول جد

 

 )12(
  

 روش زیر به کار می رود:

برای تجزیه   برای از کنترل  از عوامل خارج  دادهو اجتناب  در  تحلیل  با روشی که  تورم حذف می داده می  شرح  ادامهها    ( برحسب روز )  𝑇𝑇ر  شود. متغیشود، عامل 
آمارهای توصیفی   ۴جدول  است.    شرکت بیمه  ازسویشده  مبلغ پرداخت   (برحسب ده میلیون ریال)′M متغیرحساب است.  تسویه   بین اعلام خسارت و   زمانمدت

 .دهدشده، نشان میتسویه را برای موارد  M′,T  مربوط به

 

قبل از حذف اثر تورم (بر حسب ده میلیون ریال) ′M و (بر حسب روز) T  توصیفیآمار  . 4جدول 

′ (in terms of 10000000 Rials) before removing the inflation 

 ماکزیمم  چارک سوم  میانگین میانه چارک اول  مینیمم متغیر

M′ 0.0027 1.68 5.92 22.14 21.22 715.50 

T 1 85 319 543 828 3234 

 
 حذف اثر تورم 

  شود، ها می تورم باعث افزایش قیمت ها با توجه به اینکه  ترین روش در یکی از ساده   . شودمی   های مختلفی برای اصلاح اثر تورم بر مبلغ خسارت استفادهروش از   
 دیگر: عبارت به ،ها در دو سال متوالی ضریبی از سال فرض شده استقیمت ثابت باشد و لگاریتم نسبت قیمت ةافزایش سالیان شود فرض می 

log 𝑀𝑀𝑖𝑖
′

𝑀𝑀𝑖𝑖
= 𝜇𝜇. 𝑔𝑔𝑖𝑖 

𝑀𝑀𝑖𝑖که در آن  
افتاده است و فرض  ام  𝑖𝑖  سالی است که خسارت   𝑔𝑔𝑖𝑖   ، مقدار خسارت بعد از حذف تورم   𝑀𝑀𝑖𝑖 ، مقدار خسارت را قبل از حذف تورم  ′ اتفاق  در آن 

𝑔𝑔𝑖𝑖  کنیممی ∈ {0,1,2,… , 𝐺𝐺}    ضریبو  μ     از مجموعه    ثابتضریبی استفاده  با  برآورد میداده است که  این مدل فرض  .شودها  از  1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛(𝑀𝑀𝑖𝑖)  در    مستقل 
(𝑔𝑔𝑖𝑖)1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

 : شوداستفاده می  از مدل زیر  و بنابراین   است. 

 (12 )                                  log 𝑀𝑀𝑖𝑖   +log 𝑀𝑀𝑖𝑖
′ = 𝜇𝜇. 𝑔𝑔𝑖𝑖 

 رود: روش زیر به کار می   μبرای برآورد  

  تسویه شده است،  سال 𝑖𝑖  است و پس از رخ داده 𝑔𝑔𝑖𝑖  یهایی که در سال مالخسارت  𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 میانگین تعداد   عنوانبهرا  𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖  دهیممی قرار  •
log  ة رابطاز   • 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 ≈ μgi + λj  که در آن   λ𝑖𝑖 = 𝐸𝐸[log 𝑀𝑀𝑖𝑖 |𝑇𝑇𝑖𝑖 = 𝑖𝑖]    برای هر   𝑖𝑖  است، برآوردگر وزنی حداقل توان دوم خطا را برای  µ𝑖𝑖  

  :ییعن ،کنیممحاسبه می

μ̂j = arg min
𝑎𝑎,𝑏𝑏

∑ 𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖:𝑔𝑔𝑖𝑖+𝑖𝑖≤𝐺𝐺 (log 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑔𝑔𝑖𝑖)
2 

 :عبارت است از  µبرآوردگر نهایی  •

(13)                                     �̂�𝜇 =
∑ 𝑛𝑛𝑖𝑖

1 2⁄ �̂�𝜇𝑖𝑖𝑖𝑖

∑ 𝑛𝑛𝑖𝑖
1 2⁄

𝑖𝑖
 

𝑛𝑛𝑖𝑖  که در آن = ∑ 𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖. 

log  حذف اثر تورم به صورتمقدار خسارت پس از  است    δ𝑖𝑖  1=  هک𝑖𝑖   نهایت، برای هر  در �̂�𝑀𝑖𝑖 = log M′
𝑖𝑖 − �̂�𝜇𝑔𝑔𝑖𝑖  مار توصیفی آ  ۵جدول    .شود محاسبه می

 .دهدبعد از حذف اثر تورم را نشان می  𝑀𝑀   متغیر

 
 بعد از حذف اثر تورم (برحسب ده میلیون ریال) M آمار توصیفی . 5ول جد

 

برای برآورد 
ijn  خسارت هایی  ijm را به عنوان میانگین تعداد  • قرار مي دهیم 
j سال تسویه شده  ig  رخ داده است و پس از  که در سال مالی 

است، 
آن  در  که   

برای تجزیه   برای از کنترل  از عوامل خارج  دادهو اجتناب  در  تحلیل  با روشی که  تورم حذف می داده می  شرح  ادامهها    ( برحسب روز )  𝑇𝑇ر  شود. متغیشود، عامل 
آمارهای توصیفی   ۴جدول  است.    شرکت بیمه  ازسویشده  مبلغ پرداخت   (برحسب ده میلیون ریال)′M متغیرحساب است.  تسویه   بین اعلام خسارت و   زمانمدت

 .دهدشده، نشان میتسویه را برای موارد  M′,T  مربوط به

 

قبل از حذف اثر تورم (بر حسب ده میلیون ریال) ′M و (بر حسب روز) T  توصیفیآمار  . 4جدول 

′ (in terms of 10000000 Rials) before removing the inflation 

 ماکزیمم  چارک سوم  میانگین میانه چارک اول  مینیمم متغیر

M′ 0.0027 1.68 5.92 22.14 21.22 715.50 

T 1 85 319 543 828 3234 

 
 حذف اثر تورم 

  شود، ها می تورم باعث افزایش قیمت ها با توجه به اینکه  ترین روش در یکی از ساده   . شودمی   های مختلفی برای اصلاح اثر تورم بر مبلغ خسارت استفادهروش از   
 دیگر: عبارت به ،ها در دو سال متوالی ضریبی از سال فرض شده استقیمت ثابت باشد و لگاریتم نسبت قیمت ةافزایش سالیان شود فرض می 

log 𝑀𝑀𝑖𝑖
′

𝑀𝑀𝑖𝑖
= 𝜇𝜇. 𝑔𝑔𝑖𝑖 

𝑀𝑀𝑖𝑖که در آن  
افتاده است و فرض  ام  𝑖𝑖  سالی است که خسارت   𝑔𝑔𝑖𝑖   ، مقدار خسارت بعد از حذف تورم   𝑀𝑀𝑖𝑖 ، مقدار خسارت را قبل از حذف تورم  ′ اتفاق  در آن 

𝑔𝑔𝑖𝑖  کنیممی ∈ {0,1,2,… , 𝐺𝐺}    ضریبو  μ     از مجموعه    ثابتضریبی استفاده  با  برآورد میداده است که  این مدل فرض  .شودها  از  1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛(𝑀𝑀𝑖𝑖)  در    مستقل 
(𝑔𝑔𝑖𝑖)1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

 : شوداستفاده می  از مدل زیر  و بنابراین   است. 

 (12 )                                  log 𝑀𝑀𝑖𝑖   +log 𝑀𝑀𝑖𝑖
′ = 𝜇𝜇. 𝑔𝑔𝑖𝑖 

 رود: روش زیر به کار می   μبرای برآورد  

  تسویه شده است،  سال 𝑖𝑖  است و پس از رخ داده 𝑔𝑔𝑖𝑖  یهایی که در سال مالخسارت  𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 میانگین تعداد   عنوانبهرا  𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖  دهیممی قرار  •
log  ة رابطاز   • 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 ≈ μgi + λj  که در آن   λ𝑖𝑖 = 𝐸𝐸[log 𝑀𝑀𝑖𝑖 |𝑇𝑇𝑖𝑖 = 𝑖𝑖]    برای هر   𝑖𝑖  است، برآوردگر وزنی حداقل توان دوم خطا را برای  µ𝑖𝑖  

  :ییعن ،کنیممحاسبه می

μ̂j = arg min
𝑎𝑎,𝑏𝑏

∑ 𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖:𝑔𝑔𝑖𝑖+𝑖𝑖≤𝐺𝐺 (log 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑔𝑔𝑖𝑖)
2 

 :عبارت است از  µبرآوردگر نهایی  •

(13)                                     �̂�𝜇 =
∑ 𝑛𝑛𝑖𝑖

1 2⁄ �̂�𝜇𝑖𝑖𝑖𝑖

∑ 𝑛𝑛𝑖𝑖
1 2⁄

𝑖𝑖
 

𝑛𝑛𝑖𝑖  که در آن = ∑ 𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖. 

log  حذف اثر تورم به صورتمقدار خسارت پس از  است    δ𝑖𝑖  1=  هک𝑖𝑖   نهایت، برای هر  در �̂�𝑀𝑖𝑖 = log M′
𝑖𝑖 − �̂�𝜇𝑔𝑔𝑖𝑖  مار توصیفی آ  ۵جدول    .شود محاسبه می

 .دهدبعد از حذف اثر تورم را نشان می  𝑀𝑀   متغیر

 
 بعد از حذف اثر تورم (برحسب ده میلیون ریال) M آمار توصیفی . 5ول جد

 

رابطة  از   •
وزنی  برآوردگر  است،    j هر  برای   

برای تجزیه   برای از کنترل  از عوامل خارج  دادهو اجتناب  در  تحلیل  با روشی که  تورم حذف می داده می  شرح  ادامهها    ( برحسب روز )  𝑇𝑇ر  شود. متغیشود، عامل 
آمارهای توصیفی   ۴جدول  است.    شرکت بیمه  ازسویشده  مبلغ پرداخت   (برحسب ده میلیون ریال)′M متغیرحساب است.  تسویه   بین اعلام خسارت و   زمانمدت

 .دهدشده، نشان میتسویه را برای موارد  M′,T  مربوط به

 

قبل از حذف اثر تورم (بر حسب ده میلیون ریال) ′M و (بر حسب روز) T  توصیفیآمار  . 4جدول 

′ (in terms of 10000000 Rials) before removing the inflation 

 ماکزیمم  چارک سوم  میانگین میانه چارک اول  مینیمم متغیر

M′ 0.0027 1.68 5.92 22.14 21.22 715.50 

T 1 85 319 543 828 3234 

 
 حذف اثر تورم 

  شود، ها می تورم باعث افزایش قیمت ها با توجه به اینکه  ترین روش در یکی از ساده   . شودمی   های مختلفی برای اصلاح اثر تورم بر مبلغ خسارت استفادهروش از   
 دیگر: عبارت به ،ها در دو سال متوالی ضریبی از سال فرض شده استقیمت ثابت باشد و لگاریتم نسبت قیمت ةافزایش سالیان شود فرض می 

log 𝑀𝑀𝑖𝑖
′

𝑀𝑀𝑖𝑖
= 𝜇𝜇. 𝑔𝑔𝑖𝑖 

𝑀𝑀𝑖𝑖که در آن  
افتاده است و فرض  ام  𝑖𝑖  سالی است که خسارت   𝑔𝑔𝑖𝑖   ، مقدار خسارت بعد از حذف تورم   𝑀𝑀𝑖𝑖 ، مقدار خسارت را قبل از حذف تورم  ′ اتفاق  در آن 

𝑔𝑔𝑖𝑖  کنیممی ∈ {0,1,2,… , 𝐺𝐺}    ضریبو  μ     از مجموعه    ثابتضریبی استفاده  با  برآورد میداده است که  این مدل فرض  .شودها  از  1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛(𝑀𝑀𝑖𝑖)  در    مستقل 
(𝑔𝑔𝑖𝑖)1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

 : شوداستفاده می  از مدل زیر  و بنابراین   است. 

 (12 )                                  log 𝑀𝑀𝑖𝑖   +log 𝑀𝑀𝑖𝑖
′ = 𝜇𝜇. 𝑔𝑔𝑖𝑖 

 رود: روش زیر به کار می   μبرای برآورد  

  تسویه شده است،  سال 𝑖𝑖  است و پس از رخ داده 𝑔𝑔𝑖𝑖  یهایی که در سال مالخسارت  𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 میانگین تعداد   عنوانبهرا  𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖  دهیممی قرار  •
log  ة رابطاز   • 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 ≈ μgi + λj  که در آن   λ𝑖𝑖 = 𝐸𝐸[log 𝑀𝑀𝑖𝑖 |𝑇𝑇𝑖𝑖 = 𝑖𝑖]    برای هر   𝑖𝑖  است، برآوردگر وزنی حداقل توان دوم خطا را برای  µ𝑖𝑖  

  :ییعن ،کنیممحاسبه می

μ̂j = arg min
𝑎𝑎,𝑏𝑏

∑ 𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖:𝑔𝑔𝑖𝑖+𝑖𝑖≤𝐺𝐺 (log 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑔𝑔𝑖𝑖)
2 

 :عبارت است از  µبرآوردگر نهایی  •

(13)                                     �̂�𝜇 =
∑ 𝑛𝑛𝑖𝑖

1 2⁄ �̂�𝜇𝑖𝑖𝑖𝑖

∑ 𝑛𝑛𝑖𝑖
1 2⁄

𝑖𝑖
 

𝑛𝑛𝑖𝑖  که در آن = ∑ 𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖. 

log  حذف اثر تورم به صورتمقدار خسارت پس از  است    δ𝑖𝑖  1=  هک𝑖𝑖   نهایت، برای هر  در �̂�𝑀𝑖𝑖 = log M′
𝑖𝑖 − �̂�𝜇𝑔𝑔𝑖𝑖  مار توصیفی آ  ۵جدول    .شود محاسبه می

 .دهدبعد از حذف اثر تورم را نشان می  𝑀𝑀   متغیر

 
 بعد از حذف اثر تورم (برحسب ده میلیون ریال) M آمار توصیفی . 5ول جد

 

µ محاسبه مي کنیم، یعنی:  j حداقل توان دوم خطا را براي 

برای تجزیه   برای از کنترل  از عوامل خارج  دادهو اجتناب  در  تحلیل  با روشی که  تورم حذف می داده می  شرح  ادامهها    ( برحسب روز )  𝑇𝑇ر  شود. متغیشود، عامل 
آمارهای توصیفی   ۴جدول  است.    شرکت بیمه  ازسویشده  مبلغ پرداخت   (برحسب ده میلیون ریال)′M متغیرحساب است.  تسویه   بین اعلام خسارت و   زمانمدت

 .دهدشده، نشان میتسویه را برای موارد  M′,T  مربوط به

 

قبل از حذف اثر تورم (بر حسب ده میلیون ریال) ′M و (بر حسب روز) T  توصیفیآمار  . 4جدول 

′ (in terms of 10000000 Rials) before removing the inflation 

 ماکزیمم  چارک سوم  میانگین میانه چارک اول  مینیمم متغیر

M′ 0.0027 1.68 5.92 22.14 21.22 715.50 

T 1 85 319 543 828 3234 

 
 حذف اثر تورم 

  شود، ها می تورم باعث افزایش قیمت ها با توجه به اینکه  ترین روش در یکی از ساده   . شودمی   های مختلفی برای اصلاح اثر تورم بر مبلغ خسارت استفادهروش از   
 دیگر: عبارت به ،ها در دو سال متوالی ضریبی از سال فرض شده استقیمت ثابت باشد و لگاریتم نسبت قیمت ةافزایش سالیان شود فرض می 

log 𝑀𝑀𝑖𝑖
′

𝑀𝑀𝑖𝑖
= 𝜇𝜇. 𝑔𝑔𝑖𝑖 

𝑀𝑀𝑖𝑖که در آن  
افتاده است و فرض  ام  𝑖𝑖  سالی است که خسارت   𝑔𝑔𝑖𝑖   ، مقدار خسارت بعد از حذف تورم   𝑀𝑀𝑖𝑖 ، مقدار خسارت را قبل از حذف تورم  ′ اتفاق  در آن 

𝑔𝑔𝑖𝑖  کنیممی ∈ {0,1,2,… , 𝐺𝐺}    ضریبو  μ     از مجموعه    ثابتضریبی استفاده  با  برآورد میداده است که  این مدل فرض  .شودها  از  1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛(𝑀𝑀𝑖𝑖)  در    مستقل 
(𝑔𝑔𝑖𝑖)1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

 : شوداستفاده می  از مدل زیر  و بنابراین   است. 

 (12 )                                  log 𝑀𝑀𝑖𝑖   +log 𝑀𝑀𝑖𝑖
′ = 𝜇𝜇. 𝑔𝑔𝑖𝑖 

 رود: روش زیر به کار می   μبرای برآورد  

  تسویه شده است،  سال 𝑖𝑖  است و پس از رخ داده 𝑔𝑔𝑖𝑖  یهایی که در سال مالخسارت  𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 میانگین تعداد   عنوانبهرا  𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖  دهیممی قرار  •
log  ة رابطاز   • 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 ≈ μgi + λj  که در آن   λ𝑖𝑖 = 𝐸𝐸[log 𝑀𝑀𝑖𝑖 |𝑇𝑇𝑖𝑖 = 𝑖𝑖]    برای هر   𝑖𝑖  است، برآوردگر وزنی حداقل توان دوم خطا را برای  µ𝑖𝑖  

  :ییعن ،کنیممحاسبه می

μ̂j = arg min
𝑎𝑎,𝑏𝑏

∑ 𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖:𝑔𝑔𝑖𝑖+𝑖𝑖≤𝐺𝐺 (log 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑔𝑔𝑖𝑖)
2 

 :عبارت است از  µبرآوردگر نهایی  •

(13)                                     �̂�𝜇 =
∑ 𝑛𝑛𝑖𝑖

1 2⁄ �̂�𝜇𝑖𝑖𝑖𝑖

∑ 𝑛𝑛𝑖𝑖
1 2⁄

𝑖𝑖
 

𝑛𝑛𝑖𝑖  که در آن = ∑ 𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖. 

log  حذف اثر تورم به صورتمقدار خسارت پس از  است    δ𝑖𝑖  1=  هک𝑖𝑖   نهایت، برای هر  در �̂�𝑀𝑖𝑖 = log M′
𝑖𝑖 − �̂�𝜇𝑔𝑔𝑖𝑖  مار توصیفی آ  ۵جدول    .شود محاسبه می

 .دهدبعد از حذف اثر تورم را نشان می  𝑀𝑀   متغیر

 
 بعد از حذف اثر تورم (برحسب ده میلیون ریال) M آمار توصیفی . 5ول جد
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i که  در نهایت، برای هر 
log محاسبه می شود.  log Mˆ ˆi i iM gµ′= − حذف اثر تورم به صورت 
نشان  را  تورم  اثر  از حذف  بعد    M متغیر  توصیفی  آمار  جدول 5 

می دهد.
خسارات  مبالغ  به  مربوط  هیستوگرام   2 و   1 نمودارهای 
پرداخت شده )بعد از حذف اثر تورم( و هیستوگرام مدت زمان پرداخت 

خسارات را نشان می دهند. 

برآورد توزیع هاي حاشیه اي
M که  T  و  با توجه به نمودارهای هیستوگرام متغیرهای   
توزیع های  است،  متغیر  دو  هر  چگالی  تابع  مثبت  چولگی  از  حاکی 
نمایی، گاما، لگ نرمال و وایبل را برای برازش به آنها آزمون کردیم، 
ولی هیچ یک از آنها برازش مناسبی نداشتند، لذا تصمیم گرفتیم از 
متغیر  برای  تبدیل  مناسب ترین  کنیم.  استفاده  نرمال  توزیع  تقریب 
به صورت   ،λ = 0.0554 ضریب  با   Box-Cox معروف  تبدیل    M
برای  تبدیل  مناسب ترین  و   *

1M h= (m) = 1, 0mλ

λ
λ
−

≠
 *

2T h= (t) به صورت Order – Norm تبدیل معروف  T متغیر 
به  مربوط  نتایج   6 جدول  شد.  داده  تشخیص   = ( )( )1 0.5rank t

n
φ− −

M* نشان می دهد. T* و  آزمون نرمالیتی را برای متغیرهای 
M* هستند.  T* و  نمودارهای 3 و  4 هیستوگرام مربوط 

 بر حسب ده میلیون ريال( قبل از حذف اثر تورم) ′M بر حسب روز( و) T. آمار توصیفی  4جدول 
Table 4. Descriptive statistics for T (in terms of day) and M′ (in terms of 10000000 Rials) before removing the inflation 

 
 

 ماکزیمم چارک سوم میانگین میانه چارک اول مینیمم متغیر
M′ 0.0027 1.68 5.92 22.14 21.22 715.50 
T 1 85 319 543 828 3234 

 
  

جدول 4: آمار توصیفی  T )بر حسب روز( و M′ )بر حسب ده میلیون ریال( قبل از حذف اثر تورم
Table 4: Descriptive statistics for T (in terms of day) and M′ (in terms of ten million Rials) before removing the inflation
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برای بیان وابستگی مبلغ خسارت پرداخت شده )پس از تبدیل به 
نرمال( در مقابل مدت زمان پرداخت خسارت )پس از تبدیل به نرمال( 
برآورد  همچنین  و   5 نمودار  است  شده  رسم  آنها  پراکنش  نمودار 
نمونه ای ضریب وابستگی τ کندال و ضرایب وابستگی دمی بالایی و 
M* محاسبه شده اند که  T* و  پایینی را برای داده های متغیرهای

در جدول 7 نشان داده شده است.

برازش تابع مفصل
بنابراین  پایاست  افزایشی،  اکیداً  تبدیل های  تحت  مفصل  تابع 
متغیرهای  مفصل  تابع  همان   *M و   * T متغیرهای  مفصل  تابع 
) است. از بین توابع مفصل مختلفی که به داده های زوج  ),T M
) برازش داده شد، براساس آزمون نیکویی برازش، فرضیة  * *,T M )
صفر برازش چهار تابع مفصل پلاکت، فرانک، نرمال و جو در سطح 

 )برحسب ده میلیون ريال( بعد از حذف اثر تورم M. آمار توصیفی 5جدول 
Table 5. Descriptive statistics and M (in terms of 10000000 Rials) after removing the inflation 

 
 

 ماکزیمم چارک سوم میانگین میانه چارک اول مینیمم متغیر
M 0.0022 1.15 4.07 16.03 15.20 517.33 

 
  

جدول 5: آمار توصیفی M )برحسب ده میلیون ریال( بعد از حذف اثر تورم
Table 5: Descriptive statistics and M (in terms of ten million Rials) after removing the inflation

 

 

 

 .هيستوگرام مبلغ خسارت . 1نمودار 

Figure 1. Histogram of the claim amount 

  

نمودار 1: هیستوگرام مبلغ خسارت.
Fig. 1: Histogram of the claim amount

 

 

 .پرداخت مبلغ خسارت زمانمدتهيستوگرام  .2نمودار 

Figure 2. Histogram of the duration of the payment of claim 

  

نمودار 2: هیستوگرام مدت زمان پرداخت مبلغ خسارت.
Fig. 2: Histogram of the duration of the payment of claim

 ∗𝑀𝑀و  ∗𝑇𝑇. نتايج مربوط به آزمون نرمالیتی را براي متغیرهاي 6جدول 
Table 6. Results of the Normality test for 𝑇𝑇∗ and 𝑀𝑀∗ 

 

  

 مقدار احتمال  اسمیرنوف –آمارة آزمون کلموگروف متغیر
  𝑀𝑀 ∗ 

𝑇𝑇∗ 
0.0168 
0.0101 

0.4382 
0.9469 

*M T* و  جدول 6: نتایج مربوط به آزمون نرمالیتی را برای متغیرهای 

Table 6: Results of the Normality test for *T  and *M



صدیقه شمس و همکاران

2٨3

نیکویی  آزمون  احتمال  مقدار   ،٨ جدول  نشد.  رد   0.01 معناداری 
برآورد  و  پارامتر  برآورد  درست نمایی،  تابع  لگاریتم  مقدار  برازش، 

ضریب τ کندال براي هریک از این توابع مفصل را نشان می دهد. 
هم  با  داده    ها  براساس  دمي  وابستگي  ضرایب  نمونه ای  برآورد 
بنابراین خانواده هاي پلاکت، نرمال و  برابر صفر است،  برابر و تقریباً 
فرانک گزینه   هاي مناسبي هستند و تابع مفصل جو از این نظر مناسب 
نیست. از بین این سه خانواده براساس ملاک مقدار تابع درست نمایی، 
چون لگاریتم تابع درست نمایی تابع مفصل پلاکت از بقیه بیشتر است 
زوج  برای  مفصل  تابع  نهایی  گزینة  به عنوان  را  پلاکت  مفصل   تابع 

( انتخاب می کنیم.  * *,T M (

برآورد ذخیرة خسارت معوق
( با استفاده از رابطة  * *,T M با برازش تابع مفصل پلاکت به )
)10( تابع چگالی توأم به دست می آید و برآورد خسارت مواردی که 
تسویه نشده اند با استفاده از رابطة )11( انجام می شود. تبدیل وارون 
M̂  اعمال شده و در نهایت برآوردی  باکس کاکس روي مقادیر *
در  مي     آید.  دست  به   

1

  (1 ˆ)
n

i i
i

R Mδ
=

= −∑ به صورت  ذخیره  مقدار  از 
داده هاي مورد مطالعه 42 مورد تسویه نشده در بین 2702 خسارت 

اعلام شده وجود داشت که برآورد شده و نتایج در جدول 9 نشان داده 
شده است.

داده،  این مجموعه  در  این روش  با  برآورد  ارزیابي خطاي  براي 
از بین داده        هایي که مبلغ خسارت آنها معلوم است و تسویه شده  به 
تعداد 1000 بار نمونه   هایی به حجم 40 )هر بار فرض شده که 40 
مورد تسویه نشده وجود دارد( شبیه سازی کردیم. در این نمونه ها مبلغ 
و خطاهاي  نیز شده      اند  برآورد  مبالغ  این  ولي  است،  معلوم  خسارت 
2E   محاسبه و نتایج در جدول 9 نشان داده شده   ‚ 1.rE  1,  E

است. 
نتایج جدول 10 حاکی از آن است که در 1000 بار شبیه سازی 
نمونه  های 40تایی از خسارت های معلوم، میانگین مقدار واقعی کل 
خسارت پرداخت شده 40 مورد برابر 421/21 )ده میلیون ریال( است 
و با فرض اینکه برای این نمونه ها مبلغ خسارت سانسور شده است، 
میانگین برآورد کل خسارت برابر 49٨٫91 )ده میلیون ریال(، متوسط 
قدر مطلق خطای برآورد خسارت کل برابر 26/39 )ده میلیون ریال(، 
میانگین  و   0/129 برابر  کل  خسارت  برآورد  نسبی  خطای  متوسط 
میانگین قدر مطلق هر مورد خطا برابر 0/79 )ده میلیون ریال( است. 
در  به دست آمده  برآورد ذخیرة کل  فراوانی  نمودار 6 هیستوگرام  در 

  
 

 .هيستوگرام مبلغ خسارت پس از تبديل به نرمال . 3نمودار 

Figure 3. Histogram of the claim amount after Normal transformation 

   

  

  
 

 .پرداخت مبلغ خسارت پس از تبديل به نرمال زمانمدتهيستوگرام  . 4نمودار 

Figure 4. Histogram of the duration of the payment of claim after Normal transformation 

  

نمودار 3: هیستوگرام مبلغ خسارت پس از تبدیل به نرمال.
Fig. 3: Histogram of the claim amount after Normal transformation

نمودار 4: هیستوگرام مدت زمان پرداخت مبلغ خسارت پس از تبدیل به نرمال.
Fig. 4: Histogram of the duration of the payment of claim after Normal transformation
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 .پرداخت خسارت پس از تبديل به نرمال زمانمدتنمودار پراكنش مبلغ خسارت در مقابل  . 5 نمودار

Figure 5. Scatter plot of claim amount versus the duration of its payment after Normal transformation  

  

 کندال و ضرايب وابستگی دمی بالايی و پايینی τاي از ضريب وابستگی  . برآورد نمونه7جدول 
Table 7. Sample estimations of the Kendall’s τ and upper and lower tail dependence coefficients 

 
 

 τ    𝝀𝝀𝒍𝒍     𝝀𝝀𝒖𝒖 زوج متغیر
𝑇𝑇∗, 𝑀𝑀∗ 0.25  0.05    0.05  

 
  

نمودار 5: نمودار پراکنش مبلغ خسارت در مقابل مدت زمان پرداخت خسارت پس از تبدیل به نرمال.
Fig. 5: Scatter plot of claim amount versus the duration of its payment after Normal transformation

جدول 7: برآورد نمونه ای از ضریب وابستگی τ کندال و ضرایب وابستگی دمی بالایی و پایینی
Table 7: Sample estimations of the Kendall’s τ and upper and lower tail dependence coefficients

 آزمون نیکويی برازش و برآورد پارامترهاي توابع مفصل منتخب. نتايج 8جدول 
Table 8. Results of the good ness of fit test and the parameter estimations of the selected copula function 

 
 
  

, 𝝀𝝀𝑰𝑰برآورد ) 𝝀𝝀𝑼𝑼)  برآوردτ خانوادة مفصل مقدار احتمال نمایی لگاریتم درست برآورد پارامتر 
 تپلاک 0.0528 5.92 0.0762 0.2455 (0,0)
 نرمال 0.0544 5.45 0.3455 0.2232 (0,0)
 فرانک 0.0244 5.23 2.1043 0.2241 (0,0)

 جو 0.1043 7.82 1.4791 0.2122 (0,0.04)

جدول ٨: نتایج آزمون نیکویي برازش و برآورد پارامترهای توابع مفصل منتخب
Table 8: Results of the good ness of fit test and the parameter estimations of the selected copula function

 )شده )برحسب ده میلیون ريال هاي تسويه     . برآورد مبلغ خسارت9جدول 
Table 9. Estimations of unsettled claim amount (in terms of 10000000 Rials) 

 
  

 برآورد مبلغ ردیف برآورد مبلغ ردیف برآورد مبلغ ردیف برآورد مبلغ ردیف
10 

166 
167 
345 
445 
446 
569 
648 
649 
770 
771  

8.63 
10.57 
10.64 
17.59 
12.12 
12.20 
14.16 
11.38 
11.47 
14.37 
14.50  

772 
940 
941 
963 

1453 
1454 
1455 
1456 
1457 
1514 
1595 

14.79 
9.28 

13.76 
13.40 
12.51 
12.13 
9.67 

12.85 
13.45 
9.67 

11.03 

1766 
2660 
2665 
2666 
2668 
2671 
2672 
2674 
2675 
2676 
2678 

10.65 
8.87 

10.53 
8.77 

11.28 
9.71 

10.28 
9.31 
9.51 

10.01 
10.74 

2680 
2683 
2684 
2685 
2687 
2692 
2696 
2698 
2700 
 

9.04 
7.99 
9.13 
8.57 
9.46 

10.03 
9.49 
9.93 
9.94 
 جمع
463.50 �̂�𝑅= 

 
  

جدول 9: برآورد مبلغ خسارت     های تسویه شده )برحسب ده میلیون ریال(
Table 9: Estimations of unsettled claim amount (in terms of ten million Rials)

 سازي بار شبیه 1000، متوسط مقدار برآوردشدة ذخیره و خطاهاي برآورد در خسارات. متوسط مقدار واقعی 10جدول 
Table 10. The average of real amount of claims, the average of estimated amount of claims and estimation errors in 1000 times 

of simulation 
 
 

�̅�𝑹 �̅̂�𝑹 𝑬𝑬𝟏𝟏 𝑬𝑬𝟏𝟏𝟏𝟏 𝑬𝑬𝟐𝟐 
481.21 498.91 26.39 0.129 0.79 

 

جدول 10: متوسط مقدار واقعي خسارات، متوسط مقدار برآوردشدة ذخیره و خطاهاي برآورد در 1000 بار شبیه سازي
Table 10: The average of real amount of claims, the average of estimated amount of claims and estimation errors in 1000 times 

of simulation
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نشان  قرمزرنگ(  )خط  ذخیره  واقعی  مقدار  میانگین  و  شبیه سازی 
داده شده است.

جمع بندی و پیشنهادها
خسارت  یک  نهایی  مبلغ  پیش بینی  براي  مقاله،  این  در 
تسویه نشده، از ساختار وابستگی بین مقدار خسارت و طول عمر آن 
استفاده شد. این ساختار وابستگي با تابع مفصل که امکان توصیف 
وابستگی را به صورت جداگانه اي از مدل توزیع هاي حاشیه اي فراهم 

می                 کند، تبیین شد.
بودن  موجود  صورت  در  پیش بیني  دقت  شدن  بهتر  براي 
خصوصیات شناخته شده اي از مبلغ خسارت و طول عمر آن )به عنوان 
توزیع  براساس  را  حاشیه اي  مدل سازي  مي توان  کمکي(  متغیرهاي 
شرطي به این خصوصیات انجام داد. براي انتخاب تابع مفصل مناسب 
ضرایب  برآورد  تطابق  از  عمر،  طول  و  خسارت  مبلغ  متغیر  زوج  به 
وابستگي دمي نمونه اي ) ناپارامتري( و برآورد ضرایب وابستگي دمي 
تابع مفصل استفاده کردیم. از بین توابع مفصل هاي انتخاب شده در 
مرحلة تطابق، با استفاده از آزمون نیکویي برازش توابعي که در سطح 
معناداري 0,01رد نمي شدند گزینش شدند و سپس با معیار بیشترین 
مقدار  بیشترین  که  پلاکت  مفصل  تابع  درست نمایي،  تابع  مقدار 
درست نمایي را داشت به عنوان تابع مفصل منتخب برگزیده شد. پس 
تابع توزیع و تابع  از قضیة اسکلار  با استفاده  انتخاب تابع مفصل  از 
چگالي دومتغیره مبلغ خسارت و مدت زمان پرداخت به دست آمد. 
از زمان  پرداخت  براي هر خسارت تسویه نشده، مدت زمان  ازآنجاکه 
به  تابع چگالي شرطي مبلغ آن خسارت  بیشتر است  شروع مطالعه 
شرط آنکه مدت زمان پرداخت آن از یک مدت مشخص بیشتر باشد، 
محاسبه شد. سپس مبلغ هر خسارت تسویه نشده با استفاده از تقریب 
این پیش بیني ها  مقادیر  آن پیش بیني شد و جمع  میانگین شرطي 
به عنوان پیش بیني کل خسارت معوق در نظر گرفته شد. همان گونه 
که شرح داده شد در این روش انتخاب تابع مفصل و انتخاب متغیرهاي 

کمکي اهمیت بسیار زیادي در دقت پیش بیني دارند.

نیاز  این روش ملزومات خاصی  از  شایان ذکر است که استفاده 
است  کافی  فقط  نمی کند.  وارد  سیستم  به  اضافی  هزینة  و  ندارد 

اطلاعات مورد نیاز با دقت ثبت و نگهداری شوند.
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 ميانگين واقعي ذخيره  ةدهندنشانراواني برآورد ذخيره، خط قرمز ف . 6نمودار 
Figure 6. Reserve estimate frequency, red line represents the actual average reserve  

 

نمودار 6: فراوانی برآورد ذخیره، خط قرمز نشان دهندة میانگین واقعی ذخیره 
Fig. 6: Reserve estimate frequency, red line represents the actual average reserve
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