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تحقیقات  از  وسیعی  بخش  که  بوده  محض  ریاضیات  پویای  شاخه های  از  یکی  جبری  هندسه  چکیده: 
مسائل  علم،  از  شاخه  این  در  است.  داده  اختصاص  خود  به  را  دنیا  در  ریاضی  متخصصان  حاضر  حال 
ارتقا سرعت و قدرت  گسترش فناوری در دهه های اخیر،  با  با زبان جبر بیان و بررسی می شوند.  هندسی 
پردازش رایانه ها، به شاخه هندسه جبری محاسباتی بیش از پیش توجه شده است. امروزه، شاهد ارائه 
الگوریتم های متنوعی برای حل مسائل هندسه جبری با استفاده از نرم افزارهای مختلف هستیم. از سوی 
کاربردهای وسیعی  که امروزه،  کاربردی است  دیگر، بهینه سازی ریاضی یکی از شاخه های توانای ریاضیات 
بیان  با  داریم  قصد  مقاله،  این  در  دارد.  مهندسی(  و  اجتماعی  اقتصادی،  علوم  جمله  )از  علوم  سایر  در 
نگاه هندسه  با  را  بهینه سازی، خواننده  برای حل مسائل  از روش های هندسه جبری  استفاده  چگونگی 
جبری به حل برخی از مسائل آشنا سازیم. این روش ها را با بیان یک مثال از بهینه سازی مقید توضیح داده 
کدنویسی در یکی از نرم افزارهای هندسه جبری محاسباتی با نام CoCoA  یک مسئله  می شود. سرانجام، با 

از بهینه سازی را حل می کنیم.
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مقدمه� 1
یکـی از رویکردهـای موجـود بـرای حـل مسـائل هندسـی در طول تاریخ، ایجاد مسـیری دوطرفه بین هندسـه 
کـرد. هندسـه جبـری یکـی از  و جبـر اسـت به طوری کـه مسـائل هندسـی را بتـوان بـا زبـان جبـر بیـان و حـل 
کـه بخش وسـیعی از تحقیقات حـال حاضر متخصصـان ریاضی را  شـاخه های پویـای ریاضیـات محـض اسـت 
گسـترش فنـاوری در دهه هـای اخیر، به ویژه ارتقاء چشـم گیر سـرعت  در دنیـا بـه خـود اختصـاص داده اسـت. 
و قدرت پردازش رایانه ها، بر پیشـرفت علوم مختلف سـایه افکنده اسـت. شـاخه هندسـه جبری محاسـباتی 
نیـز از ایـن قاعـده مسـتثنا نیسـت. امـروزه، شـاهد ارائـه الگوریتم هـای متنوعـی بـرای حـل مسـائل هندسـه 
که ریاضیدانان مشـغول تدریس هندسـه  گرچه سالهاسـت  جبـری به وسـیله نرم افزارهـای مختلـف هسـتیم. ا
جبـری در دانشـگاه های مختلـف دنیـا هسـتند و هـر سـاله شـاهد برگـزاری سـمینارهای معتبـر بین المللـی در 
کشـورهای مختلـف هسـتیم، آنقدرهـا نیـز ایـن علـم در دانشـگاه های مـا شـناخته شـده نیسـت  ایـن زمینـه در 
کـه در ایـن زمینـه بـه پژوهـش و تدریـس مشـغول  و شـاید بتـوان بـه تعـداد اندکـی از ریاضیدانـان مقیـم ایـران، 
کـه در خصـوص هندسـه جبـری )محاسـباتی( در ایـران برگـزار می شـوند،  هسـتند، و سـمینارهای محـدودی 
کرد. هدف از این مقاله، آشـنا سـاختن خواننده با برخی از مفاهیم ابتدایی این حوزه اسـت و با ارائه  اشـاره 

کاربـردی، نقـش ایـن مفاهیـم را در سـایر علوم مشـخص شـده اسـت.  مثـال 
امروزه، بهینه سـازی ریاضی ابزاری مناسـب برای تصمیم گیری در بسـیاری از صنایع مختلف اسـت و در 
گرفتـن محدودیت هـای  آن از روش هـای تحلیلـی پیشـرفته ای بـرای یافتـن بهتریـن مقادیـر ورودی بـا در نظـر 
کاربـر  کیفیـت ایـن جـواب نیـز بـا یـک تابـع عـددی )کـه  کاربـر اسـتفاده می شـود.  فیزیکـی یـا محدودیت هـای 
قبیـل  از  علـم  حوزه هـای  از  بسـیاری  در  بهینه سـازی  مسـائل  می شـود.  اندازه گیـری  مـی آورد(  فراهـم  را  آن 
کـه هـدف از آنهـا  صنایـع، علـوم مهندسـی، هواشناسـی و شـیمی مشـاهده می شـوند. مسـائل بهینه سـازی 
کزیمم سـازی یـک تابـع حقیقـی اسـت، در دنیـای واقعـی نقـش مهمـی دارنـد و می تـوان  مینیمم سـازی یـا ما
کاربردهای  کرد. بسیاری از  آنها را به دو رده مسـائل بهینه سـازی نامقید و مسـائل بهینه سـازی مقید تقسـیم 
عملـی در علـوم، مهندسـی، اقتصـاد و حتـی در زندگـی روزمـره را می توان به صورت مسـائل بهینه سـازی مقید 
گاهـی از اوقـات، ایـن مدل یک دسـتگاه معـادلات چندجمله ای را در اختیـار ما قرار می دهد  کـرد.  مدلسـازی 
گروبنـر از حـوزه هندسـه جبـری محاسـباتی  و بایـد پاسـخی را بـرای آن بیابیـم. بـا اسـتفاده از مفهـوم پایه هـای 
کـه مجهـولات آن بـه  کـرد  می تـوان یـک دسـتگاه معـادلات چندجملـه ای پیچیـده را بـه دسـتگاهی تبدیـل 

راحتـی محاسـبه می شـوند.

تعریف مسئله� 2
بسـیاری  در  بهینه سـازی  مسـائل  اسـت.  شـده  بحـث  بهینه سـازی  نظریـه  ایـده  دربـاره  بخـش  ایـن  در 
بـه  بـا توجـه  کـه  بیابیـم  را  بایـد جواب هایـی  ایـن مسـائل  از رشـته ها و حوزه هـای مختلـف مشـترک اند. در 
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گام  اهـداف مشـخصی بهینـه یـا نزدیـک بـه بهینـه هسـتند. معمـولًا مـا قـادر بـه حـل ایـن مسـائل در یـک 
بـه چنـد  آنهـا  بـه جـواب مدنظـر می رسـیم و اغلـب، فراینـد حـل  بـا انجـام دادن مراحـل متوالـی  نیسـتیم و 
گام هـا عبارت انـد از: تشـخیص و تعریـف  کـه یکـی پـس از دیگـری اجـرا می شـود؛ ایـن  گام تقسـیم می شـوند 
کاربـران و سـازمان ها، ماننـد  مسـئله، سـاخت مـدل و حـل مسـئله، ارزیابـی و به کارگیـری جـواب. محققـان، 
شـرکت ها یـا مؤسسـه های عمومـی، در زندگـی روزمـره خـود بـا تعـداد بسـیار زیـادی از مسـائل بهینه سـازی و 
کاربر یا سـازمان  برنامه ریـزی آنهـا روبـرو هسـتند. در چنیـن مسـائلی تصمیم گیری هـای متفاوتی وجـود دارد و 
کاربـر یـا سـازمان  کنـد. انتخـاب هـر یـک از تصمیم هـای موجـود تأثیـر ویـژه ای بـر  بایـد یکـی از آنهـا را انتخـاب 
به گونـه ای  ارزیابـی  محک هـای  کـرد.  اندازه گیـری  ارزیابـی  محک هـای  از  برخـی  بـا  را  آن  می تـوان  کـه  دارد 
کـرد. در مسـائل  کـه بتـوان تأثیـرات حاصـل از انتخـاب یـک یـا چنـد تصمیـم را توصیـف  انتخـاب می شـوند 
کـه  کاربـران و سـازمان ها بـه یافتـن تصمیمـی از میـان سـایر تصمیم هـای ممکـن علاقه مندنـد  بهینه سـازی، 
کزیمم  مقـدار یـک تابـع ارزیابـی )کـه بـر اسـاس یـک محک ارزیابی منتخب تعریف شـده اسـت( را مینیمم یـا ما
گزینه هـای مختلـف یکـی را انتخـاب  کاربـران و سـازمان ها نمی تواننـد آزادانـه از میـان همـه  سـازد. معمـولًا 
کننـد و قیدهایـی بـرای محـدود سـاختن تعـداد حـالات مختلـف وجـود دارد. محدودیت هـای رایـج حاصـل 
از قوانیـن، محدودیت هـای فنـی یـا ارتباطـات میان فـردی بیـن افـراد مختلـف هسـتند )Lange, 2004(. آیـا 
می تـوان از روش هـای هندسـه جبـری بـرای حـل مدل هـای ریاضـی حاصـل از نظریـه بهینه سـازی اسـتفاده 

کـرد؟ در ایـن مقالـه بـه دنبـال پاسـخگویی بـه ایـن سـؤال هسـتیم. 

روش تحقیق� 3
نظـر  در  موجـود  قیدهـای  همـه  کـه  شـود  انتخـاب  نحـوی  بـه  بایـد  تصمیـم  یـک  بهینه سـازی،  مسـائل  در 
کزیمم/مینیمـم سـازد. فراینـد برنامه ریـزی بـرای حـل اینگونـه مسـائل شـامل  گرفتـه شـود و تابـع ارزیابـی را ما
آن مسـئله. مسـئله  بـرای  مـدل  یـک  و سـاخت  تعریـف مسـئله  تشـخیص مسـئله،  اسـت:  چندیـن مرحلـه 
کاربـران یـا مؤسسـات بـه وجـود راه حل هـای مختلـف و تأثیـر انتخـاب  کـه  هنگامـی تشـخیص داده می شـود 
هـر یـک از آنهـا بـر تجـارت خـود پـی بـرده باشـند. پـس از آنکـه مسـئله را تشـخیص دادیـم، بایـد آن را تعریـف 
وجـود  و  فرمول بنـدی  را  موجـود  تصمیم هـای  بـرای  ممکـن  حـالات  بایـد  منظـور،  بدیـن  کنیـم.  تشـریح  و 
انتخـاب حالت هـای مختلـف  تأثیـر  تحـت  کـه  را،  ارزیابـی  و محک هـای  کنیـم  بررسـی  را  قیدهـای مختلـف 
کنیـم. سـرانجام، یـک مـدل بـرای  تصمیم گیـری قـرار دارنـد، انتخـاب و اهـداف فراینـد برنامه ریـزی را تعییـن 
که اسـاس و ماهیت آن را نمایش می دهد. بنابراین، یک مدل نمایش سـاده ای از حالت  مسـئله می سـازیم 
دنیـای واقعـی اسـت. در مدل هـای ریاضـی حقیقـت با اسـتخراج روابط بسـیار نزدیـک و خصوصیت های یک 
مسـئله تشـریح و سـپس، بـا اسـتفاده از نمادهـا و عبـارات ریاضـی فرمول بندی می شـود. هنـگام فرمول بندی 
یـک مـدل بـرای مسـائل بهینه سـازی، انتخاب هـای موجـود بـرای تصمیم گیـری بـا مجموعـه ای از متغیرهای 
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دسـتگاه  یـک  بـا  می تـوان  را  بهینه سـازی  مسـائل  از  برخـی  می شـوند.  توصیـف   1{ , , }nx x

تصمیم گیـری
کـرد.  معـادلات ماننـد )1( مدلسـازی 
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گویـا یا چندجمله ای باشـند، آن گاه می توانیم با اسـتفاده از روش های  1 توابعـی  2, , , tf f f

گـر  در اینجـا ا
یـادآوری  جبـری  هندسـه  از  پایـه ای  مفاهیـم  ابتـدا  ادامـه،  در  کنیـم.  حـل  را   )1( دسـتگاه  جبـری،  هندسـه 
می شـود. سـپس، الگوریتم بوخبرگر بیان و با اسـتفاده از آن یک مسـئله از دنیای بهینه سـازی حل می شـود. 
گفتـه  کاربـرد روش   CoCoA کدنویسـی در نـرم افـزار هندسـه جبـری محاسـباتی بـه نـام در انتهـا بـا اسـتفاده از 

شـده نشـان داده می شـود.

نتایج تحقیق� 4
کوتاه به هندسه جبری. 4-1 نگاهی 

 Cox, Little & O’Shea,( می شـود  یـادآوری  جبـری  هندسـه  حـوزه  از  تعاریـف  از  برخـی  بخـش،  ایـن  در 
کـه  1 اسـت  2

1 2
n

nx x xa a a
 ، حاصلضربـی بـه فـرم  1, , nx x 2007(. یـک تک جملـه ای برحسـب مجهـولات 

کل ایـن تک جملـه ای برابـر بـا مجمـوع  ,1 اعـداد صحیـح نامنفـی هسـتند. درجـه  , na a تمـام توان هـای 
کنیـم  کـرد. فـرض  1 اسـت. می تـوان نمـاد تک جمله ای هـا را به صـورت سـاده تری نیـز بیـان  na a+ +

 1 2
1 2= n

nx x x xa a a a
 =1 یـک n-تایـی از اعـداد صحیـح نامنفـی باشـد. در ایـن صـورت،  ( , , )na a a

کـه  می کنیـم  فـرض  همچنیـن  می دهیـم.  قـرار  را   = 1xa آن گاه  ، = (0, ,0)a  گـر  ا می دهیـم.  قـرار  را 
k یـک میدان دلخواه  کنیم  xa را نشـان می دهـد. فـرض  کل تک جملـه ای  |1 درجـه  |= na a a+ +

k ترکیب خطی متناهی  ,1 با ضرایـب در , nx x f برحسـب  ( باشـد. یـک چندجملـه ای   یـا  )ماننـد 
f را به صـورت زیـر نشـان می دهیـم: ( از تک جمله ای هاسـت. یـک چندجملـه ای  k )بـا ضرایـب در 

= , ,f a x a kα
α α

α

∈∑

انجـام می شـود. مجموعـه همـه   1= ( , , )na a a n-تایـی  متناهـی  تعـداد  روی  آن مجمـوع  کـه در 
]1 نشـان می دهیـم. می تـوان  , , ]nk x x k را بـا نمـاد  ,1 بـا ضرایـب در , nx x چندجمله ای هـای برحسـب 
]1 در همه اصول یک میدان به جـز وجود وارون ضربی  , , ]nk x x کـه تحـت عمـل جمـع و ضـرب،  نشـان داد 
 .)Atiyah & Macdonald, 1969( صـدق می کنـد. چنیـن سـاختار ریاضـی را یـک حلقـه جابه جایـی می نامنـد

]1 را حلقـه چندجمله ایهـا می نامنـد. , , ]nk x x بـه همیـن دلیـل، 
n یـک عـدد صحیـح مثبـت باشـد. در ایـن  k یـک میـدان و  کنیـد  تعریـف Hartshorne, 1977(:1(: فـرض 
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k را به صـورت زیـر تعریـف می کنیـم. صـورت فضـای آفیـن n-بعـدی روی 

1 1= {( , , )| , , }n
n nk a a a a kÎ 

k را در نظـر بگیریـد. در ایـن حالـت، فضـای آشـنا  = به عنـوان مثالـی از یـک فضـای آفیـن، حالـت 
کنـون تعریـف اولیـن شـیء هندسـی در  n از حسـاب دیفرانسـیل و انتگـرال و جبرخطـی به دسـت می آیـد. ا

هندسـه جبـری یـادآوری می شـود. 
]1 باشـند. در این  , , ]nk x x 1 چندجمله ای هایی در  2, , , tf f f k یـک میدان و  کنیـد تعریـف 2: فـرض 

صورت قـرار می دهیم:

1 2 1 1( , , , ) = {( , , ) | ( , , ) = 0 1 }.n
t n i nV f f f a a k f a a i tÎ " £ £  

1 می نامیم. 2, , , tf f f 1 را چندگونای آفین تعریف شده توسط  2( , , , )tV f f f مجموعه 
بـا مجموعـه همـه جواب هـای دسـتگاه  برابـر   1 2( , , , ) n

tV f f f kÌ آفیـن  یـک چندگونـای  ایـن رو،  از 
ح و ارتبـاط آن بـا چندگونـای آفیـن نشـان داده می شـود.  کنـون، مفهـوم ایـده آل مطـر معـادلات )1( اسـت. ا
کـه بیـان جدیـدی را بـرای محاسـبه چندگونـای آفیـن )و لـذا، مجموعه  اهمیـت واقعـی ایده آل هـا در آن اسـت 

جـواب دسـتگاه معـادلات( در اختیـار مـا قـرار می دهنـد. 
کند: ]1 را ایده آل می نامیم، هرگاه در شرایط زیر صدق  , , ]nI k x xÌ  تعریف 3: یک زیرمجموعه 

؛ 0 IÎ  
؛ f g I+ Î ، آن گاه  ,f g IÎ گر  ا  

. hf IÎ ، آن گاه  1[ , , ]nh k x xÎ  f و  IÎ گر  ا  
اولین مثال طبیعی از یک ایده آل، ایده آل تولید شده توسط تعداد متناهی از چندجمله ایهاست. 

ایـن صـورت تعریـف  ]1 باشـند. در  , , ]nk x x ,1 چندجمله ای هایـی در  , tf f کنیـد  تعریـف 4: فـرض 

می کنیـم: 

1 1 1
=1

< , , >= | , , [ , , ] .
t

t i i t n
i

f f h f h h k x x
ì üï ïï ïï ïÎí ýï ïï ïï ïî þ
å  

توسـط  تولیدشـده  ایـده آل  را  آن  کـه  اسـت   1[ , , ]nk x x از  ایـده آل  یـک   1< , , >tf f واقـع،  در 
1 موجـود  1, , [ , , ]t nf f k x xÎ  I متناهی مولـد اسـت، هـرگاه  گوییـم یـک ایـده آل  ,1 می نامنـد.  , tf f

I هسـتند. ,1 یـک پایـه بـرای , tf f کـه  گوییـم  . در ایـن حالـت  1=< , , >tI f f باشـند، به طوری کـه 
Ζ≥0 مجموعـه همـه n-تایی هایـی بـا درایه هایـی از اعـداد صحیح نامنفی باشـد. 

n کنیـد  تعریـف 5: فـرض 

Ζ≥0 )یـا به طـور معـادل هـر رابطـه ای روی 
n < روی  ]1 یـک رابطـه  , , ]nk x x یـک ترتیـب تک جملـه ای روی 

کـه در اصـول زیـر صـدق می کنـد: ( اسـت  Ζ≥0
n α ∈  ، xa مجموعـه تک جمله ای هـای 
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Ζ≥0 است؛
n کامل )خطی( روی  < یک ترتیب  ترتیب 

؛ >a g b g+ + ، آن گاه  g ∈ ≥Ζ 0
n

a< و  b گر  ا
Ζ≥0 است.

n < یک خوش ترتیبی روی  ترتیب 
 graded ترتیب ،)lex یـا بـه اختصـار( lexicographic انـواع مختلفـی از ترتیـب تک جملـه ای ماننـد ترتیـب
lex )یـا بـه اختصـار grlex( و ترتیـب graded reverse lex وجـود دارنـد. در اینجـا فقـط از ترتیـب lex اسـتفاده 

می شـود و بـرای اطلاعـات بیشـتر بـه منبـع )Cox et al., 2007( مراجعـه شـود. 
 . b b b= ( , , )1 0 n

n∈ ≥Ζ و   1= ( , , )na a a کنیـم  فـرض   .)lexicographic )ترتیـب   :6 تعریـف 

α، سـمت چپ تریـن درایـه ناصفـر یـک عـدد مثبـت  β− ∈ ≥Ζ 0
n گـر در بـردار تفاضـل  lexa< ا b می گوییـم 

. >lexx xa b می نویسـیم  آن گاه   ، >lexa b گـر  ا باشـد. 
داریـم  مثـال،  بـرای  اسـت.  انگلیسـی  فرهنگ لغـت  در  کلمـات  مرتب سـازی  بـا  مشـابه   lex ترتیـب 
یـک   (5,1,2) (4,1,2) 0− ∈ ≥Ζ

n تفاضـل  بـردار  ناصفـر  درایـه  چپ تریـن  سـمت  زیـرا   . 5 2 4 2>lexx yz x yz

مثـال،  بـرای  بـرد.  بـه کار  نیـز  چندجمله ای هـا  بـرای  می تـوان  را  تک جملـه ای  ترتیـب  اسـت.  مثبـت  عـدد 
 lex در ایـن صـورت بـا اسـتفاده از ترتیـب . 2 2 3 2 2= 4 4 5 7 [ , , ]h xy z z x x z k x y z+ - + Î کنیـم  فـرض 

کنیـم.  مرتـب   3 2 2 2 2= 5 7 4 4h x x z xy z z- + + + نزولـی  به صـورت  را   h جمـلات  می توانیـم 
یـک   > و   بـوده   1[ , , ]nk x x در ناصفـر  چندجملـه ای  یـک   =f a xa

aaå کنیـم  فـرض   :7 تعریـف 

multideg اسـت  f max an( ) = { | 0}0a a∈ ≠≥Ζ f برابـر بـا  ترتیـب تک جملـه ای باشـد. درجـه چندگانـه 
 ( )( ) = multideg fLC f a kÎ f برابر با  < انتخـاب می شـود(. ضریب پیشـرو  کزیمـم نسـبت بـه  )کـه در آن ما
بـا  برابـر   f پیشـرو  جملـه  و  بـوده   ( )( ) = multideg fLM f x بـا  برابـر   f پیشـرو  تک جملـه ای  بـوده، 

اسـت.  ( ) = ( ) ( )LT f LC f LM f×

2 را  2 3 2 2= 4 4 5 7 [ , , ]h xy z z x x z k x y z+ - + Î بـرای نشـان دادن ایـن تعاریـف، چندجملـه ای 
) و  ) = 5LC f -  ، ( ) = (3,0,0)multideg f بـه همـراه ترتیـبlex  در نظـر بگیریـد. در ایـن صـورت داریـم: 

. 3( ) = 5LT f x-

مجموعـه   ( )LT I نمـاد  بـا  باشـد.  ناصفـر  ایـده آل  یـک   1[ , , ]nI k x xÌ  کنیـم  فـرض   :8 تعریـف 

) را  )LT I I را نشـان می دهیـم. همچنیـن، ایـده آل تولیدشـده به وسـیله عناصـر  جمله هـای پیشـرو عناصـر 
می دهیـم. نشـان   < ( ) >LT I نمـاد  بـا 

کنیم.  گروبنر یک ایده آل را تعریف  که پایه  کنون آماده ایم  ا
=1 از  { , , }tG g g

تعریـف 9: یـک ترتیـب تک جملـه ای را در نظـر بگیریـد. یـک زیرمجموعـه متناهـی 

>1 باشـد. ( ), , ( ) >=< ( ) >tLT g LT g LT I

گروبنـر1 می نامنـد، هـرگاه  I را یـک پایـه  ایـده آل 

1- Groebner Bases
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>= اسـت. نتیجـه بسـیار  >I G گروبنـر هـر ایـده آل یـک پایـه بـرای آن اسـت. از ایـن رو،  در واقـع، پایـه 
ایـده آل تولیدشـده به وسـیله  بـه  کـه چندگوناهـا فقـط  ایـن اسـت  گـزاره زیـر به دسـت می آیـد،  از  کـه  مهمـی 

معـادلات تعریف کننـده آن چندگونـا وابسـته اسـت و نـه بـه خـود آن معـادلات. 
یعنـی  باشـند؛   1[ , , ]nk x x در  یکسـان  ایـده آل  یـک  پایه هـای   1, , sg g و   1, , tf f گـر  ا  :1 گـزاره 

اسـت.  1 1( , , ) = ( , , )t sV f f V g g  آن گاه  باشـد،   1 1< , , >=< , , >t sf f g g 

گزاره 4 از صفحه 32 در منبع )Cox et al., 2007( مراجعه شود.  اثبات: به 

کـه هـر ایـده آل از  قضیـه پایـه هیلبـرت )قضیـه 7-5 از )Atiyah & Macdonald, 1969(( بیـان می کنـد 
کـه یک ایده آل ممکن اسـت دارای پایه های مختلفی باشـد.  کنیـد  ]1 متناهی مولـد اسـت. توجـه  , , ]nk x x

گـزاره 1، بـا تغییـر مناسـب پایـه یـک ایـده آل می توانیـم راحت تـر از قبـل چندگونـای وابسـته بـه آن را  بـر اسـاس 
کنیـم. ایـن توانایـی تغییـر دادن پایه هـا، بـدون آنکـه تغییـر در چندگونـا ایجـاد شـود، بسـیار مهـم  محاسـبه 
گروبنـر، ابـزاری  گـزاره 1 بـا پایه هـای  کـه بـا ترکیـب  اسـت. از دیـدگاه عملـی، در زیربخـش 4-2 خواهیـم دیـد 
قـوی بـرای درک بهتـر چندگونـا به دسـت می آیـد؛ بـه عبـارت دقیق تـر، دسـتگاه معـادلات )1( را در نظـر بگیرید. 
 I گروبنـر بـرای  G یـک پایـه  ,1 از دسـتگاه )1( و  , tf f I ایـده آل تولیدشـده توسـط چندجمله ای هـای  گـر  ا
>) را بـه روشـی  >)V G گـر بتوانیـم نقـاط  . لـذا، ا ( ) = (< >)V I V G گـزاره 1 داریـم: باشـد، آن گاه بنابـر 
نیـز  را   )1( اصلـی  معـادلات  دسـتگاه  پاسـخ های  همـه  می توانیـم  به راحتـی  آن گاه  بیابیـم،  راحت تـر  و  سـاده 
گروبنـر یـک ایـده آل مفـروض از  کـردن پایـه  کنیـم. در زیربخـش 4-2 الگوریتـم بوخبرگـر1 را بـرای پیـدا  محاسـبه 

]1 معرفـی می کنیـم.  , , ]nk x x

بهینه سازی مقید: قید تساوی. 4-2
کمیت هایـی از قبیـل سـود یـا بهـره، نسـبت بـه یـک قیـد  کزیمم سـازی  مسـائل اقتصـادی عمومـاً شـامل ما
ماننـد درآمـد اسـت. لـذا نیـاز بـه تکنیک هایـی بـرای حـل مسـائل بهینه سـازی مقیـد داریـم. در بهینه سـازی 
کـه یـک تابـع هـدف را نسـبت بـه چنـد متغیـر در حضـور چنـد قیـد از همـان متغیرهـا  ریاضـی، بـه فراینـدی 
کـه باید  گوینـد. تابـع هـدف، یـا یـک تابـع هزینـه یـا یـک تابع انرژی اسـت  بهینـه می سـازد، بهینه سـازی مقیـد 
کزیمـم شـود. مـا به عنـوان مشـتری، همـواره  کـه بایـد ما مینیمـم شـود یـا یـک تابـع سـود یـا تابـع پـاداش اسـت 
بانکـی  از قبیـل حسـاب  بـا محدودیت هایـی  امـا معمـولًا  کزیمـم شـود،  تابـع سـودمان ما کـه  تمایـل داریـم 
کثـری هسـتند، امـا آنهـا نیـز دارای تعـداد معـدودی  مواجـه هسـتیم. تولیدکننـدگان نیـز بـه دنبـال تولیـد حدا

کارگـر، تجهیـزات و سـرمایه محـدود هسـتند. 
,1 متغیرهای منتخب اسـت  , nx x که در آن  )1 داریم  , , )nf x x در چنیـن شـرایطی یـک تابـع هـدف 

1- Buchberger’s algorithm
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 1( , , )l nh x x  ،... ، 1 1( , , )nh x x )1 و  , , )k ng x x  ،... ، 1 1( , , )ng x x و همچنین یک یا چند تابع قید 
داریـم. معمـولًا این مسـائل نیـز به صورت زیر فرمول بندی می شـوند:

Maximise Minimise f x xn/  ( , , )1 

 subject to

 1 1 1 1( , , ) , , ( , , )n k n kg x x b g x x b£ £  

 1 1 1 1( , , ) = , , ( , , ) =n l n lh x x c h x x c  

کـه مـا را  گرانـژ یکـی از ابزارهـای مهـم بـرای حـل مسـائل بهینه سـازی غیرخطـی می باشـد  روش ضرایـب لا
گرانـژ و روش هـای  بـه حـل هـر دو نـوع مسـائل قیـد تسـاوی و قیـد نامسـاوی قـادر می سـازد. روش ضرایـب لا
گسـترده ای در علـوم، مهندسـی، اقتصـاد و زندگـی روزمـره بـه کار بـرده می شـوند.  مشـتق شـده از آن به صـورت 
امـا  گرفتـه شـده اسـت.  نظـر  قیـد تسـاوی در  یـک  بـا  بهینه سـازی غیرخطـی  ایـن بخـش، فقـط مسـائل  در 
روش مـا را می تـوان بـه دو یـا چنـد قیـد برابـری نیـز توسـعه داد. فـرم اسـتاندارد این گونـه مسـائل بهینه سـازی 

کـرد:  غیرخطـی را می تـوان به صـورت زیـر فرمول بنـدی 

 Maximise Minimise f x xn/  ( , , )1 

 subject to g x xn   ( , , ) = 0.1 

L به صورت زیر ساخته می شود: گرانژ  تابع لا

1 1 1( , , , ) = ( , , ) ( , , )n n nL x x f x x g x xl l+  

  = 0LÑ l در معادلـه  گرانـژ  f و ضریـب لا کسـترمم  گرانـژ می نامنـد. نقـاط ا l را ضریـب لا کـه در آن 
)1 صـدق می کننـد. , , ) = 0ng x x ( و = 0, = 1, ,

i i

f g
i n

x x
l

¶ ¶
-

¶ ¶


)یعنـی 

کسـترمم در علـوم، اقتصـاد و مهندسـی  گرانـژ به طـور وسـیعی بـرای حـل مسـائل مقادیـر ا روش ضرایـب لا
کالای زیـر را در  به طـور وسـیعی بـه کار بـرده می شـود. در اینجـا مثالـی ارائـه می شـود. مسـئله تخصیـص سـه 
کـه  تومـان موجودنـد  و 30   20 ،10 z و قیمت هـای  و   y  ، x تعـداد  بـا  کالا  کنیـد سـه  فـرض  بگیریـد.  نظـر 
به صـورت  نیـز  سـود  تابـع  کـه  کنیـد  فـرض  اسـت.  ثابـت   10 20 30 = 50x y z+ + به صـورت  کل،  ارزش 
کـه ذکـر شـد،  را بسـازیم، آن گاه همان طـور  گرانـژ  تابـع لا گـر  ا 2 داده شـده باشـد. حـال  3( , , ) =U x y z xy z

کالاهـا در حضـور قیـد مذکـور در معـادلات زیـر صـدق می کنـد. U روی مجموعـه مقادیـر  کزیمـم  مقـدار ما

2 3

3

2 2

10 = 0

2 20 = 0

3 30 = 0

10 20 30 50 = 0.

y z

xyz

xy z

x y z

l

l

l

ìï -ïïïï -ïíï -ïïïï + + -ïî

 )2(
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گرانژ سـاخته شـده اند.  بسـیاری از روش هـای برنامه نویسـی محاسـباتی بـر اسـاس قواعـد روش ضرایب لا
کـه ایـن  کنیـد  کنیـم. توجـه  گروبنـر حـل  در اینجـا قصـد داریـم دسـتگاه معـادلات )2( را بـا اسـتفاده از پایـه 
ایـده آل  بـرای  گروبنـر  پایـه  یـک  محاسـبه  بـا  می کننـد.  تعریـف   4 در  را  آفیـن  چندگونـای  یـک  معـادلات 
x شـروع می کنیم.  y z λ[ ] تولیدشـده توسـط چندجمله ای هـای سـمت چـپ معـادلات از دسـتگاه )2( در 
کنیـم.  بدیـن منظـور از الگوریتـم بوخبرگـر اسـتفاده می کنیـم. ابتـدا بایـد برخـی از نمادگذاری هـا را یـادآوری 
اسـتفاده می کنیـم.   1= ( , , )sF f f s-تایـی مرتـب  بـر   f تقسـیم  باقیمانـده  نمایـش  بـرای   F

f نمـاد  از 
 ( ) =multideg f a گـر  ا باشـند.  ناصفـر  چندجمله ای هـای   1, [ , , ]nf g k x xÎ  کـه کنیـم  فـرض 
داریـم   i هـر  بـه ازای  آن  در  کـه   1= ( , , )ng g g می دهیـم  قـرار  آن گاه   ، ( ) =multideg g b و 
) می نامیـم و می نویسـیم  )LM g ) و  )LM f کوچک تریـن مضـرب مشـترک  x را  g . مـا  = ( , )i i imaxg a b

g را به صـورت زیـر بیـان می کنیـم: f و  -چندجملـه ای  S . حـال مفهـوم  = ( ( ), ( ))x LCM LM f LM gg

( , ) =
( ) ( )

x x
S f g f g

LT f LT g

g g
× - ×

گروبنر بیان می کنیم. کنون با استفاده از نمادها و مفاهیم مذکور، الگوریتم بوخبرگر را برای یافتن پایه  ا
)Buchberger’s Algorithm( الگوریتم 1: الگوریتم بوخبرگر

INPUT: 1 1= { , , } [ , , ]s nF f f k x xÍ   with 0if ¹  for all i

OUTPUT: 1= { , , }tG g g , a Groebner basis for 1< , , >sf f

INITIALIZATION: :=G F , := {{ , }| }i j i jG f f f f G¢ ¹ Î

WHILE: G ¢ ¹ Æ  DO
 Choose any { , }f g G ¢Î

 := {{ , }}G G f g¢ ¢ -

 := ( , )
G

h S f g

 IF 0h ¹  THEN

  := {{ , }| }G G u h u G¢ ¢ È " Î

  := { }G G hÈ

کنیـم  فـرض  می کنیـم.  حـل  را   )2( معـادلات  دسـتگاه  بوخبرگـر  الگوریتـم  از  اسـتفاده  بـا 
 ،

2 2
3( , , , ) = 3 30f x y z xy zl l- ،

3
2( , , , ) = 2 20f x y z xyzl l-  ،

2 3
1( , , , ) = 10f x y z y zl l-

 > > >x y z l را به صـورت   lex ترتیـب  و   �4( , , , ) = 10 20 30 50 [ , , , ]f x y z x y z x y zl l+ + - Î

می گیریـم. نظـر  در 
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INITIALIZATION:

1 2 3 4:= { , , , }G f f f f ,

1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 4:= {{ , },{ , },{ , },{ , },{ , },{ , }}G f f f f f f f f f f f f¢

Step 1:
Choose 1 2{ , }f f G ¢Î

1 3 1 4 2 3 2 4 3 4:= {{ , },{ , },{ , },{ , },{ , }}G f f f f f f f f f f¢

2 3 3 2 3 3
2 3 3

1 2 2 3 3

( , ) ( , )
( , ) = ( 10 ) (2 20 )

lcm y z xyz lcm y z xyz
S f f y z t xyz t

y z xyz
- - -

                   
2 3= 10 20xy z xt yt- - +

، داریم: 1 2 1 4( , ) = 2 60 60 100S f f x f t f yt zt t- × - × + + - چون 

1 2:= ( , ) = 60 60 100
G

h S f f yt zt t+ -

. از این رو،  5 := 60 60 100f yt zt t+ - ، قرار می دهیم  0h ¹ چون

   }},{},,{},,{
},,{},,{},,{},,{},,{},,{{:=

545352

514342324131

ffffff
ffffffffffffG′

   1 2 3 4 5:= { , , , , }G f f f f f

STEP 2:
Choose 1 3{ , }f f G ¢Î

1 4 2 3 2 4 3 4 1 5 2 5 3 5 4 5:= {{ , },{ , },{ , },{ , },{ , },{ , },{ , },{ , }}G f f f f f f f f f f f f f f f f¢  

 

2 3 2 2 2 3 2 2

1 3 1 32 3 2 2

( , ) ( , )
( , ) = ( ) ( )

lcm y z xy z lcm y z xy z
S f f f f

y z xy z
-

 
2 3= 2 10 30xy z xt zt- - +

، داریم: 1 2 1 4 5( , ) = 2 3 60 50S f f x f t f f zt t- × - × + + - چون 

1 2:= ( , ) = 60 50
G

h S f f zt t-

. 6 := 60 50f zt t- ، قرار می دهیم  0h ¹ چون 
1 4 2 3 2 4 3 4 1 5 2 5 3 5 4 5:= {{ , },{ , },{ , },{ , },{ , },{ , },{ , },{ , },G f f f f f f f f f f f f f f f f¢              

1 6 2 6 3 6 4 6 5 6{ , },{ , },{ , },{ , },{ , }}f f f f f f f f f f

1 2 3 4 5 6:= { , , , , , }G f f f f f f

STEP 3:
Choose 1 4{ , }f f G ¢Î

2 3 2 4 3 4 1 5 2 5 3 5 4 5 1 6:= {{ , },{ , },{ , },{ , },{ , },{ , },{ , },{ , },G f f f f f f f f f f f f f f f f¢

2 6 3 6 4 6 5 6{ , },{ , },{ , },{ , }}f f f f f f f f
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2 3 2 3

1 4 1 42 3

( , ) ( , )
( , ) = ( ) ( )

lcm y z x lcm y z x
S f f f f

xy z
-

           
2 3 3 3 2 4 2 3= 9 10 20 30 50xy z xt y z y z y z- - - - +

، داریم:   1 4 1 4( , ) = ( 9 20 30 50) 10S f f x y z f t f- - - + × - × چون 

1 4:= ( , ) = 0
G

h S f f

گروبنـر مـد نظـر به صـورت زیـر به دسـت  گـر ایـن فرآینـد را ادامـه دهیـم، الگوریتـم خاتمـه یافتـه و پایـه  ا
می آیـد:

2 3 3 2 2

4 3

3 2 2 2 2

= { 10 ,2 20 , 3 30 , 10 20 30 50,

60 60 100 , 60 50 , 30 50 300 ,

20 50 400 , 600 15625 / 648 }

G y z t xyz t xy z t x y z

yt zt t zt t yz yz t

y z y z t t t

- - - + + -

+ - - - + -

- + - - +
 

بایـد دسـتگاه  ایـن رو،  از  ) اسـت.  )V G بـا  برابـر  گـزاره 1، مجموعـه جـواب دسـتگاه معـادلات )2(  بنابـر 
کنیـم. معـادلات زیـر را حـل 

2 3

3

2 2

4 3

3 2 2 2

2

10 = 0

2 20 = 0

3 30 = 0

30 50 300 = 0

20 50 400 = 0

10 20 30 50 = 0

60 60 100 = 0

60 50 = 0

15625
600 = 0.

648

y z

xyz

xy z

yz yz

y z y z

x y z

y z

z

l

l

l

l

l

l l l
l l

l l

ìï -ïïïï -ïïïï -ïïïï- + -ïïïï- + -íïï + + -ïïïï + -ïïï -ïïïïïï- +ïïî

 )3(

کـه ایـن مجموعـه از چندجمله ایهـا بسـیار پیچیده تـر از آن  در اولیـن نـگاه شـاید این گونـه بـه نظـر برسـد 
گروبنـر اغلـب نامأنوس تـر از ضرایـب  کـه در )2( وجـود دارنـد. ضرایـب عناصـر پایـه  چندجمله ایهایـی هسـتند 
که آخریـن معادلـه چندجمله ای  مجموعـه مولـد اصلـی هسـتند. بـا وجـود ایـن، بـا اندکـی دقـت خواهید دیـد 
کرده ایم.  گروبنر، سـایر متغیرها را حـذف  l وابسـته اسـت. در واقـع، هنـگام فراینـد یافتن پایه  تنهـا بـه متغیـر 
کـرد. بـه ویـژه آخریـن معادله فقط بر حسـب یک  هـر دسـتگاه معـادلات از فـرم اخیـر را می تـوان به راحتـی حـل 
کمـک جانشـانی  متغیـر بـود و بـا اسـتفاده از روش هـای حـل معـادلات تـک متغیـره می تـوان آن را حـل و بـه 
کـرد. آخریـن معادلـه از دسـتگاه )3( دارای ریشـه  پسـرو سـایر معـادلات را بـر حسـب متغیرهـای دیگـر حـل 
l را برابـر بـا هـر یـک از ایـن مقادیـر قـرار دهیـم، سـایر معـادلات  گـر  = می باشـد. ا 137 / 3409l = و  0l

از  و معادلـه سـوم  اسـت   = 0l بـا  برابـر  از جواب هـا  یکـی  اشـاره شـد،  کـه  نیـز حـل می شـوند. همان طـور 
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z برابـر بـا صفـر خواهـد شـد و در نتیجـه، تابـع  y و   ، x کـه یکـی از متغیرهـای  دسـتگاه )3( نشـان می دهـد 
137 در نظـر بگیریـم، آن گاه به راحتـی بـا حـل سـایر  / 3409 l را برابـر بـا  گـر  سـود نیـز برابـر بـا صفـر می شـود. ا
ایـن مطلـب به راحتـی می تـوان مقادیـر  از  کنـون،  ا = می رسـیم.  = = 5 / 6x y z بـه جـواب  معـادلات 

کـرد.  کزیمـم و مینیمـم را محاسـبه  ما

نکته ای درباره به کار بردن الگوریتم. 4-3
گروبنـر یـک ایـده آل اسـتفاده می شـوند  الگوریتم هـای مختلفـی ماننـد الگوریتـم بوخبرگـر بـرای محاسـبه پایـه 
CoCoA بـه کار  MAPLE، Singular و  کامپیوتـری ماننـد  گسـترده ای در نرم افزارهـای مختلـف  و به صـورت 
می رونـد. در ادامـه ایـن مقالـه، از نرم افـزار CoCoA برای انجام دادن محاسـبات اسـتفاده شـده اسـت. توجه 
کـه در ایـن مقالـه بـه دنبـال بیـان پیچیدگـی الگوریتـم بوخبرگـر نیسـتیم و علاقه منـدان می تواننـد بـه  کنیـد 
 CoCoA کننـد. نرم افـزار منبـع )Adams & Loustaunau, 1994; Winkler, 1996; Huynh, 1986( مراجعـه 

 .)Abbott et al.,  2000( سـاخته شـد )در سـال 1987 میـلادی در دانشـگاه جنـوا )ایتالیـا
کزیمـم سـازد،   را ما

6
( , , ) =

2 2
xyz

f x y z
x y z+ + کـه تابـع   z بیابیـد  y و   ، x مثـال 2: مقادیـری را بـرای 

= محدود شـده باشـند. 16xyz z بـه رابطـه  y و   ، x کـه  بـه شـرطی 
گرانژ در این مثال به صورت زیر است: پاسخ: تابع لا

6
( , , , ) = ( 16).

2 2
xyz

L x y z t t xyz
x y z

- -
+ +

) به وسیله دستگاه زیر ارائه می شود: , , , )f x y z t کزیمم شدن  لذا، شرایط لازم برای ما

2

2

2

6 ( 2 2 ) 6
= 0

( 2 2 )
6 ( 2 2 ) 12

= 0
( 2 2 )

6 ( 2 2 ) 12
= 0

( 2 2 )
16 = 0.

yz x y z xyz
tyz

x y z
xz x y z xyz

txz
x y z

xy x y z xyz
txy

x y z
xyz

ìï + + -ï -ïï + +ïïï + + -ïï -ïï + +íïï + + -ïï -ïï + +ïïï -ïïî

گویا  گروبنـر مجبوریم این دسـتگاه معـادلات  به منظـور اسـتفاده از الگوریتـم مناسـب بـرای محاسـبه پایـه 
کنیم. لـذا، داریم: را بـه یـک دسـتگاه معـادلات چندجملـه ای تبدیل 

2

2

2

6 ( 2 2 ) 6 ( 2 2 ) = 0

6 ( 2 2 ) 12 ( 2 2 ) = 0

6 ( 2 2 ) 12 ( 2 2 ) = 0

16 = 0.

yz x y z xyz tyz x y z

xz x y z xyz txz x y z

xy x y z xyz txy x y z

xyz

ìï + + - - + +ïïïï + + - - + +ïíï + + - - + +ïïïï -ïî

 )4(



داود حسن زاده للکامی 71

از   G گروبنـر  پایـه  ابتـدا  می کنیـم.  اسـتفاده   > > >x y z t به صـورت   lex تک جملـه ای  ترتیـب  از 
کدنویسـی در  ایـده آل تولیدشـده توسـط چندجمله ای هـای سـمت چـپ معـادلات دسـتگاه )4( را به وسـیله 

می آوریـم:  به دسـت   CoCoA

Use R ::= QQ[x,y,z,t], Lex; 

  F:=[6yz(x+2y+2z)-6xyz-tyz(x+2y+2z)^2, 

  6xz(x+2y+2z)-12xyz-txz(x+2y+2z)^2,

  6xy(x+2y+2z)-12xyz-txy(x+2y+2z)^2, xyz-16]; 

J := Ideal(F); 

G:=GBasis(J);

G; 

نتیجه اجرای دستورهای بالا در CoCoA به صورت زیر است:
G=[-16x+32y, -8y+8z, -2/3z+12t^2, 18t^3-2/3]

مجموعـه  بـا  برابـر   )4( معـادلات  دسـتگاه  جواب هـای  مجموعـه  کـه  می گیریـم  نتیجـه   1 گـزاره  از  لـذا، 
اسـت: زیـر  سـاده(  )بسـیار  معـادلات  دسـتگاه  جواب هـای 

2

3

16 32 = 0

8 8 = 0

2 / 3 12 = 0

18 2 / 3 = 0.

x y

y z

z t

t

ìï- +ïïï- +ïïíï- +ïïïï -ïî

 )5(

t و سـپس، بـا جانشـانی پسـرو نیـز سـایر مجهـولات  از آخریـن معادلـه از دسـتگاه )5(، به راحتـی مقـدار 
) اسـت. , , ) = (4,2,2)x y z محاسـبه می شـوند. لـذا، جـواب مـد نظـر برابـر بـا 

گیری� 5 بحث و نتیجه 
از  یکـی  جبـری،  هندسـه  مبحـث  از  زیبایـی  کاربـرد  بـا  خواننـده  سـاختن  آشـنا  مقالـه،  ایـن  ارائـه  از  هـدف 
گاهـی درک رفتـار یک مسـئله بهینه سـازی ممکن اسـت  شـاخه های فعـال تحقیقاتـی، در دنیـای علـم اسـت. 
از هندسـه جبـری  اسـتفاده  بـا  ایـن صـورت،  باشـد. در  یـک دسـتگاه معـادلات چندجملـه ای  شـامل حـل 
کنیـم. نتایـج ایـن مطالعـه را می تـوان  کـه به طـور مؤثـر ایـن دسـتگاه را حـل  )محاسـباتی( قـادر خواهیـم بـود 

کـرد: به صـورت زیـر خلاصـه 
کنـار ابزارهـای سـنتی ریاضیـات بـرای حـل مسـائل بهینه سـازی، ابزارهـای قدرتمنـد دیگـری نیـز  الـف. در 
کلاسـیک دانشـگاهی به آنهـا پرداخته نشـود. در این مقاله،  کـه ممکـن اسـت در متـون  وجـود دارنـد 

ح شـد. یکـی از ایـن ابزارهـا؛ یعنـی هندسـه جبری مطر
گـر چـه رشـته هایی ماننـد جبـر و هندسـه جبـری در ممکـن اسـت در اذهـان بسـیاری از افـراد )حتـی  ب. ا
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کاربردی را برای آنها متصور  افراد دانشـگاهی در ایران( جزئی از ریاضیات محض محسـوب شـوند و 
کاربردی از هندسـه جبری ارائه شـد. کامـلًا  نشـوند، در ایـن مقالـه مثـال 

کاربـردی و محاسـباتی ماننـد MATLAB آشـنا هسـتند  پ. مجامـع مهندسـی مـا اغلـب بـا نرم افزارهایـی 
و حتـی نرم افـزاری را بـرای رشـته های ریاضـی محـض و محاسـبات در آن حـوزه متصـور نیسـتند. در 

کاربـردی معرفـی شـد. ایـن مقالـه نرم افـزار CoCoA و نحـوه اسـتفاده از بـرای حـل عملـی یـک مثـال 
بهینه سـازی  و  جبـری  هندسـه  بیـن  موجـود  ارتبـاط  دربـاره  بیشـتر  اطلاعـات  کسـب  بـه  علاقه منـدان 

کننـد. مراجعـه   )Blekherman, Parrilo & Thomas, 2012( منبـع  بـه  می تواننـد 
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Wz محـض ریاضـی  رشـته  در  را  خـود  دکتـرای  مـدرک  لِلِکامـی:  حسـن زاده  داود 

از سـال  ایشـان  کرده انـد.  گیـلان اخـذ  از دانشـگاه  )گرایـش جبـر جابه جایـی( 

ک  1392 فعالیـت خـود را بـه عنـوان عضـو هیـأت علمی در دانشـگاه صنعتی ارا

پایـه مشـغول  گـروه علـوم  بـه عنـوان اسـتادیار در  نیـز  کنـون  کـرده و هم ا آغـاز 

کنـار فعالیت هـای اجرایـی و مدیریتـی، ایشـان در زمینـه  فعالیـت هسـتند. در 

توپولـوژی  جبـری،  گراف هـای  هندسـه جبری،  جابه جایـی،  )جبـر  ریاضیـات 

سـایت،  طراحـی  نرم افـزار،  توسـعه  کامپیوتـر،  برنامه نویسـی  همولـوژی(،  و 

کار آموزشـی و پژوهشـی  طراحـی پایـگاه داده و اتوماسـیون اداری مشـغول بـه 

هسـتند.


