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Abstract 

The issuance of ijarah sukuk based on equity is one of the achievements of 

the capital market and is in fact the second generation of ijarah sukuk based 

on financial assets. These securities are important because their underlying 

assets are transparent and tradable in the market, and their price can be 

measured continuously. Therefore, sukukholders should be able to enjoy 

their most important property rights, namely the transfer of sukuk at the 

current price, and changes in stock prices should also be considered. But 

unfortunately, what can be seen in the design and use of these sukuk is that 

there is no difference between the pricing of these sukuk and ordinary ijarah 

sukuk and the interest rate of these bonds is considered to be fixed and 

proportional to the bank interest rate. Therefore, considering the importance 

and position of this type of ijarah sukuk, the article uses a library method 

and refers to similar studies as well as a random mathematics method and 

Monte Carlo simulation to provide a proposed valuation model that 

considers changes in the base asset price and interest rate proportional to the 

stock income, and its simulation using an experimental sample. Finally, this 

is compared to the market prices and it is observed that the simulation prices 

using the proposed model are different from them. It can eventually be noted 

that, in regard to the research assumptions and our proposed model,  the 

issuance of ijarah sukuk based on equity is closer to the country’s desirable 

model and will be more in line with the Islamic economy. 
 

Keywords: 

Ijarah Sukuk; Equity; Valuation Model; Stochastic Mathematics; Monte 

Carlo. 

JEL Classification: C12, C15, G23, G32, Z12. 

 

                                                                                                                                                                        
 Assistant Professor, Faculty of Islamic Studies and Economics, Imam Sadiq University, 

Tehran, Iran. kiaee@isu.ac.ir                 0000-0002-1816-9205 
 M.A. in Islamic Studies and Economics, Islamic Studies and Economics Faculty, Imam 

Sadiq University, Tehran, Iran (Corresponding Author) 

     mo.soltani@isu.ac.ir                 0002-0002-2092-0571 
 

https://ifr.isu.ac.ir/article_75971.html
https://ifr.isu.ac.ir/article_75971.html
https://www.openaccess.nl/en
https://www.orcid.org/0000-0002-2557-3951
https://www.orcid.org/0000-0002-2557-3951


 10.30497/IFR.2022.242022.1678 

 
 20.1001.1.22518290.1401.11.2.10.4 

 1041بهار و تابستان (، 22)پياپي  دوم، شماره یازدهمسال ، «تحقيقات مالي اسلامي»دو فصلنامه علمي 

 440-367، صص. مقاله پژوهشي

 

 يتصادف  اتياضیروش ر استفاده از سهام با بر ياجاره مبتن  صکوک یگذار ارزش
 

 70/00/0077تاریخ پذیرش:                82/70/0077تاریخ دریافت:           *حسن کيایي
 روز نزد نویسندگان بوده است. 07مقاله برای اصلاح به مدت               **مصطفي سلطاني

 

 چکيده
درواقع نسل دوم اوراق اجاره و  و بودهسهام یکی از دستاوردهای بازار سرمایه  انتشار اوراق اجاره

یه آن شفاف و پا ییداراکه  بودهجهت دارای اهمیت  ینازاهای مالی است. این اوراق  بر دارایی نیمبت

یری است. بنابراین دارندگان اوراق گ اندازه قابلصورت مستمر  قابلیت مبادله در بازار دارد و قیمت آن به

مند شوند و  یعنی واگذاری اوراق به قیمت روز بهره ،ترین حقوق مالکیتی خود باید بتوانند از مهم

کارگیری این اوراق مشاهده  ه در طراحی و بهتغییرات قیمت سهام نیز مدنظر قرار گیرد. اما متأسفانه آنچ

گذاری این اوراق با صکوک اجاره معمولی وجود ندارد و نرخ  شود این است که تفاوتی در قیمت می

شود. بنابراین با توجه  گرفته می در نظرثابت و متناسب با نرخ سود بانکی  صورت بهسود این اوراق نیز 

ای و مراجعه به  ق اجاره، این مقاله با استفاده از روش کتابخانهبه اهمیت و جایگاه این نوع از اورا

به  کارلو مونتسازی  مطالعات مشابه و همچنین با استفاده از روش ریاضیات تصادفی و استفاده از شبیه

پایه و نرخ سود متناسب با  گذاری با درنظرگرفتن تغییرات قیمت دارایی  ارائه یک مدل پیشنهادی ارزش

های بازار  یت با قیمتدرنهاپردازد و  سازی آن با استفاده از یک نمونه تجربی می م و شبیهیدی سهاعا

های بازار  سازی با استفاده از مدل پیشنهادی، با قیمت های شبیه شود که قیمت مقایسه شده و مشاهده می

ا درنظرگرفتن بر سهام ب اجاره مبتنی  توان اشاره کرد که انتشار اوراق یت میدرنهامتفاوت است و 

تر بوده و  آل و مطلوب کشور نزدیک مفروضات پژوهش و ارائه این مدل پیشنهادی، به الگوی ایده

 همچنین مطابقت بیشتری با اقتصاد اسلامی نیز خواهد داشت. 
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 مقدمه

رود و با توجه  می شمار بههای جدید اوراق تأمین مالی  بحث اوراق اجاره سهام از بحث

توسعه پیدا کند و  سرعت بهشود استفاده از آن  بینی می هایی که دارد پیش به ویژگی

دارای اهمیت  جهت ین ا ازاین اوراق معمولی دارد. های متعددی نسبت به اوراق  مزیت

صورت مستمر  در بازار است و قیمت آن به مبادله قابلآن شفاف و  یهپا ییدارااست که 

ترین حقوق مالکیتی خود  است. پس دارندگان اوراق باید بتوانند از مهم یریگ اندازه قابل

مند شوند. اما متأسفانه آنچه در طراحی و  یعنی واگذاری اوراق به قیمت روز بهره

گذاری و فرایند  شود این است که تفاوتی در قیمت ری این اوراق مشاهده میکارگی هب

 مبادله این اوراق با اوراق صکوک معمولی وجود ندارد.

 اوراقی است که دارایی درواقعبر سهام،  طور که اشاره شد، اوراق اجاره مبتنی همان

صورت  قیمت آن به یه آن شفافیت دارد وپا ییداراکه  جهت ینازاو  استپایه آن سهام  

معمولی برتری دارد و لذا فرایند   روزانه در بازار مشخص است و نسبت به اوراق اجاره

معمولی خواهد داشت. لذا   گذاری آن نیز شفافیت بیشتری نسبت به اوراق اجاره قیمت

ی که به سؤال سهام است، صورت بهاین نوع از اوراق اجاره  یهپا ییدارابا توجه به اینکه 

اجاره  اری اوراق گذ گذاری همانند قیمت آیا فرایند قیمتآید این است که  وجود می

منفی باشد، چه فرایند جایگزینی را  سؤالکه پاسخ به این  معمولی است؟ درصورتی

رایط در حال حاضر با توجه به ش گرفت؟ در نظرگذاری این اوراق  توان برای ارزش می

توان بیان  رغم اهمیت و ماهیت و جایگاه این اوراق، می علی فعلی انتشار این اوراق و

عمولی است، م اوراق اجارهگذاری  گذاری همانند قیمت کرد که فرایند و شیوه قیمت

در مدل پیشنهادی قصد داریم تا عملاً فرایند تصادفی تغییر . ندهستکه متفاوت  درحالی

در واقعیت نیز باید به همین  قیمت اوراق را به تغییر قیمت سهام ارتباط دهیم که

صورت باشد و افزایش یا کاهش قیمت سهم پایه نیز در افزایش یا کاهش قیمت اوراق 

بها یا نرخ سود اوراق  تأثیرگذار باشد. نکته دیگری که وجود دارد، مربوط به نرخ اجاره
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اسب با و اینکه این نرخ برای انواع و اقسام سهام نباید ثابت باشد بلکه باید متن است

توان  بها نیز می سهام مورد اجاره درنظرگرفته شود. لذا جهت تعیین نرخ اجاره یدیعا

 سهام مورد اجاره باشد. یدیعااجاره متناسب با   گرفت تا نرخ نظر سازوکاری را در

آن سهام است و  یهپا ییداراسهام و اینکه  بر یمبتنماهیت اوراق اجاره به   توجه با

د تا در ابتدا در نظر دار اجاره معمولی در شرایط عملیاتی، این مقاله تفاوت آن با اوراق

به معرفی اجمالی از صکوک اجاره سهام و مفروضات پژوهش پرداخته و در ادامه به 

گذاری اوراق مرتبط با سهام و ارائه یک مدل پیشنهادی جهت  های ارزش ارزیابی مدل

ا استفاده از یک نمونه تجربی سازی این اوراق ب چنین شبیه گذاری و هم ارزش

    پردازیم. می
 

 . پيشينه تحقيق1

رود و با توجه  شمار می های جدید اوراق تأمین مالی به بحث ازجملهاوراق اجاره سهام 

 توسعه یابد. سرعت بهستفاده از آن شود ا بینی می هایی که دارد پیش به ویژگی

سهام با  بر یمبتنگذاری بدهی  قیمت»عنوان ای با  در مقاله (2002) 1 آلوبیدی و مالیر

که دارنده آن، هم  اند گرفته در نظرسهامی را  بر یمبتنبدهی  ،«استفاده از مدل واسیچک

کند. در  را دریافت می پرداختی سود و هم پرداختی مربوط به عملکرد شاخص سهام

زاری استفاده این مقاله، نویسنده از رویکرد تابع گرین برای محاسبه ارزش چنین اب

کند و نرخ بهره  تبعیت می 2کند البته با فرض اینکه شاخص سهام از یک گام تصادفی می

شود. در ادامه به شیوه استفاده از آن  یز توسط مدل واسیچک داده مینبدون ریسک 

 شود.  پرداخته می

آیا اهداف شریعت در ساختار اوراق »با عنوان   در مقاله (2010) 3 دوسوکی وجدی

کند که بازار سرمایه اسلامی،  بیان می ،«؟شود یا خیر سهام ظاهر و بازنمود می بر یبتنم

و نقش مؤثری دارد. به عقیده وی،  بودهجزئی مهم در کل سیستم مالی اسلامی 

بازارهای سرمایه اسلامی همانند همتای متعارف خود یعنی بازارهای اسلامی متعارف، 
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آوری سرمایه برای  گذاری بخش بانکداری اسلامی را در جمع نقش سرمایه

های بلندمدت از طریق قراردادها و  گذاری گذاری بلندمدت دارد و این سرمایه سرمایه

ساختار صکوک  یمقاله بررس نیهدف اشوند.  ابزارهای مختلف شرعی تضمین می

است که  ییابزارها نیتر حبوبم از یکیصاحبان سهام است که امروزه  حقوق بر یمبتن

این مقاله صرفاً به اوراق مضاربه و  .گیرد یمقرار  مورداستفاده یاسلام هیسرما در بازار

گذاری اوراق، پرداخته  به اوراق اجاره و ارزش مقالهپردازد. در این  اوراق مشارکت می

سهام قائل ه و اهمیتی که برای بازار سرمای و صرفاً بهنشده و و رویکرد متفاوتی دارد 

  ه نمود.توان اشار شده می

عنوان  ای با مقاله در (1332)حسینی  واحد و علی میرطاهر، فدایی ،آبادی صالح

های میان  تبیین تفاوت بر علاوه ،«اوراق مالی اسلامی اجاره گذاری های ارزش مدل»

راق قرضه کنند که اعتبار اوراق اجاره برخلاف او می ذکر ،اوراق قرضه و اوراق اجاره

مهم دیگری به نام دارایی پایه نیز بستگی دارد و به همین  مؤلفهبر اعتبار ناشر به  علاوه

و همچنین در  کند پیدا میدلیل با بالارفتن ارزش دارایی پایه، ارزش ورقه نیز افزایش 

توان  . البته میکند پیدا میصورت کاهش ارزش دارایی پایه، ارزش ورقه نیز کاهش 

 ارزش دارایی پایه را با دادن اختیار فروش به خریدار اوراق از بین برد. ریسک کاهش

همچنین در این مقاله به اهداف انتشار اوراق اجاره یعنی تأمین دارایی و تأمین نقدینگی 

ای، هزینه کارمزد و  های نقدی دوره سپس با بیان جریانپردازد.  و اوراق اجاره رهنی می

مدل برای  4گذاری اوراق اجاره،  عنوان ارکان ارزش ها و نرخ تنزیل به مبادله

ثابت از پیش  یمتباقاوراق اجاره  :اولکنند:  گذاری انواع اوراق اجاره ارائه می ارزش

اوراق اجاره با قیمت شناور بر اساس حرکت براونی )فرایند وینر(؛  :دوم؛ شده یینتع

گذاران با قیمت  ای سرمایهاوراق اجاره با اختیار فروش دارایی در سررسید بر :سوم

گذاران با  اوراق اجاره با اختیار فروش دارایی در سررسید برای سرمایه :چهارمثابت؛ 

لازم به ذکر است که در این مقاله  قیمت شناور بر اساس حرکت براونی )فرایند وینر(.
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ثابت پرداخته و در خصوص اوراق  یبها اجارهگذاری صرف اوراق اجاره با  به ارزش

آن، در خصوص  تبع بهصحبتی نشده و  بودهای که دارایی پایه آن سهام  جارها

 گذاری اوراق اجاره سهام نیز پژوهشی صورت نگرفته است.  ارزش

نرخ  نییتع جهت یتصادف کردیرو»عنوان ای با  در مقاله (م2012) 4عیسی و شفیع

استاندارد  1قیمت دارایی را یک حرکت براونی ،«یاسلام یمال ینتأمسود محصولات 

 کنند. فرض کرده و تغییرات قیمت را در قالب یک معادله دیفرانسیل تصادفی بیان می

کنند و  با تبدیل مدل به حرکت براونی هندسی )نمایی(، مدل را تکمیل می در ادامه

 زنند. پارامترها را تخمین می یتدرنها

حقوقی اجاره  -سنجی فقهی امکان»ای با عنوان  مقالهدر  (1333) سعدی اعتصامی و  

در  پردازند. حقوقی اجاره سهام می -سنجی فقهی به امکان ،«سهام و کاربردهای مالی آن 

اجاره با ماهیت و هیت فقهی و حقوقی سهام، شروط عقد همین راستا پس از بررسی ما

حقوقی به  -ز بررسی فقهیاله پس ادر این مقهای سهام مورد تطبیق قرار گرفت.  ویژگی

 انتقال قابل اند که تنها منافع منفصل سهام مانند سود تقسیمی با اجاره  این نتیجه رسیده

در مصوبه  که درحالی ،است و سایر منافع مالکیتی، متصل به سهام و برای موجر است

در این مطالعه در خصوص شود.  منافع به مستأجر منتقل می شورای فقهی بورس همه

  گذاری اوراق اجاره سهام، پژوهشی صورت نگرفته است. ائل ارزشمس

سهام در حال  بر مبتنیانتشار اوراق اجاره  با وجود اینکهباید اشاره کرد  درنهایت

افزایش است و ماهیت این اوراق با توجه به داشتن دارایی پایه مالی و نه فیزیکی با 

صکوک  یگذار ارزشاوراق صکوک معمولی متفاوت است، تاکنون پژوهشی پیرامون 

ی صورت نگرفته و تصادف  اتیاضیروش ر استفاده ازچنین و هم سهام بر مبتنیاجاره  

( تنها پژوهشی است که به این موضوع پرداخته که البته 1333) سعدی مقاله اعتصامی و 

توان به  مرتبط می های کند. از دیگر مقاله آن اشاره می فقهی و اقتصادی سنجی امکانبه 

                                                                                                                                                                                                                           
1
 Brownian motion 
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 6سنواتگذاری  ( اشاره نمود که در مقاله خود به ارزش2003) 5تان و لین شلدون مقاله

پردازند که این مقاله نیز با موضوع  ادفی میگرفتن نرخ بهره تص نظر درسهام با  بر مبتنی

های ما از مقاله، شیوه ورود و  مرتبط است. اما با توجه به اینکه خواسته موردبحث

توان از آن  استخراج معادله دیفرانسیل تصادفی است، لذا چندان استفاده ریاضیاتی نمی

کیب سهام و اوراق ( نیز در مقاله خود به بحث تر2000) 2برنان و زیا داشته باشیم.

پردازد که تا حدودی با موضوع پژوهش مرتبط است. در خصوص این مقاله  قرضه می

تبیین نشده و در خصوص  خوبی به ،باید اضافه کنیم که آن چیزی که مدنظر است

 تی نشده است. بحصرها معادله دیفرانسیل تصادفی و شیوه ورود متغیّ
 

 بر سهام . صکوک اجاره مبتني2

 بر مبتنی نسل دوم اوراق اجاره و درواقعیعنی اوراق اجاره سهام  مالی جدید ابزارین ا

 جهت از این که در مقدمه بیان شد، اهمیت این اوراق  طور همان. های مالی است دارایی

مستمر  صورت بهدر بازار است و قیمت آن  مبادله قابلکه دارایی پایه آن شفاف و  بوده

ترین حقوق مالکیتی خود  پس صاحبان اوراق باید بتوانند از مهماست.  گیری اندازه قابل

 مند شوند.  یعنی واگذاری اوراق به قیمت روز بهره

با توجه به ساختاری که در درون این اوراق وجود دارد، این اوراق کاربردهای 

ها و  نهادهای دولتی و غیردولتی یا شرکت که درصورتیمتعددی جهت تأمین مالی دارد. 

ها را در اختیار دارند، قصد داشته باشند تا از  های مالی که سهام عمده شرکت هلدینگ

های  داراییاگر چنین تأمین مالی خود اقدام کنند. هم طریق انتشار اوراق اجاره نسبت به

توانند سهام خود را دارایی  ها را تأمین نکند، می نیاز مالی آن ها آنفیزیکی قابل اجاره 

 اصلاح قانون بودجه سال 32 و 36های  توجه به تبصره باپایه موضوع اجاره قرار دهند. 

اوراق بهادار  تواند خود می مالی که دولت جهت تأمین جمهوری اسلامی ایران 1335

های خود  های دولت در انتقال دارایی و نیز با توجه به محدودیت کنداسلامی منتشر 

با موانعی  صکوک معمولیاز  دولت استفادهدر خصوص اجاره،  جهت انتشار اوراق
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جهت تأمین  قادر است تادولت یا بخش خصوصی  کاربرد،این  اساس بر. روبرو است

های بدهی، از این  پرداخت ازجملههای سنواتی خود  ها و بودجه پروژه ها، مالی طرح

های بزرگ است و به  کند. دولت صاحب سهام عمده برخی از شرکتاوراق استفاده 

همین علت توانایی این را دارد که از ابزارهای تأمین مالی اسلامی جهت تأمین مالی 

تواند با  دولت برای تأمین کسری بودجه و یا تسویه دیون خود میخود استفاده کند. 

 و کند جه خود را تأمیناجاره سهام و کسب نقدینگی، کسری بود انتشار اوراق

، سهام اجارهد. بنابراین یکی از کاربردهای مهم این اوراق خود را تسویه نمای های بدهی

به دلیل نبود بازار متشکل برای  طور معمول بهگردد که  به جایگاه آن در نزد دولت برمی

مرکزی  بانکی و بانک نظام بهای  زنجیره صورت بههایش  های آن، اکثر بدهی تسویه بدهی

های آن، شامل قفل  آسیب ازجملههایی را به دنبال دارد که  شود که آسیب متصل می

شدن منابع بانکی به دلیل انجام نشدن تعهدات دولت و رشد پایه پولی به دلیل 

تواند زمینه خروج  شود. تشکیل بازار بدهی در ایران می استقراض از بانک مرکزی می

های دولت در انتقال  د. فلذا با توجه به محدودیتغیرتورمی از رکود را فراهم کن

های خود جهت انتشار اوراق اجاره، استفاده از این نوع تأمین مالی برای دولت با  دارایی

سهام استفاده نمود.  بر مبتنیتوان از اوراق اجاره  بنابراین می ،موانعی رو به خواهد بود

سهام،  اربردهای اصلی اوراق اجاره دیگر از ک شد یکی  که توضیح داده  طور همانپس 

گذاری  های سرمایه مالی خصوصاً دولت و همچنین نهادهای مالی و شرکت بحث تأمین 

 .استها  و هلدینگ

بانی  به این صورت است که اجاره سهام و رویه انتشار صکوک مکانیسم

 رددا تحت تملک خود ی کههای مجموعه سهمهای خود یعنی سهام یا سبدی از  دارایی

نهاد واسط  همچنین کند، تملیک می شرط بهاجاره  در ادامه و فروشد میرا به نهاد واسط 

و قیمت سهام را به بانی  کرده آوری جمعرا گذاران  با انتشار اوراق اجاره، وجوه سرمایه

های  دارایی شخصمبهای  کند. در ادامه، بانی با اجاره  خریداری میها را  و آن پرداخته
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 بانی به مالکیت صاحبان اوراق در سهام درنتیجهکند.  می تملیک شرط بهمزبور را اجاره 

شود و مبلغ  تحویل داده می وکیل صاحبان اوراق عنوان بهد و به نهاد واسط یآ می

 درنهایتشود و  پرداخت می گذاران ن به سرمایهاز جانب بانی در اقساط معیّبها  اجاره

، در سررسید اوراق، نهاد واسط سهامی دیگر عبارت به. گردد میبردارایی به ملکیت بانی 

و وجوه حاصله را بابت پرداخت  آورد در میرا که در تملک خود دارد به تملیک بانی 

، ص. 1333 )اعتصامی و سعدی، کند ه دارندگان اوراق پرداخت میاصل اوراق اجاره ب

م، چند نکته حائز اهمیت سها بر مبتنیدر خصوص شیوه انتشار صکوک اجاره  (.125

. در حال حاضر نرخ سود اوراق استمربوط به نرخ سود این اوراق  ،است. اولین نکته

با توجه  که درحالیشود.  گرفته می نظر درثابت و متناسب با نرخ سود بانکی  صورت به

سهام مورد اجاره باشد.  عایدیلازم است تا این نرخ متناسب با  ،به ماهیت این اوراق

گذاری این اوراق است. هر  ته دوم مربوط به منافع سهام و تأثیرگذاری آن بر ارزشنک

شود و  که برخی از آن به مستأجر)بانی( منتقل می استسری منافعی  سهم دارای یک

ماند. بنابراین لازم به ذکر است که در  برخی برای موجر)دارندگان اوراق( باقی می

و در نرخ سود اوراق نیز  شده منتقلبه بانی  صکوک اجاره سهام، سود تقسیمی سهام

سود ناشی از نوسان قیمت سهم و حق تقدم و  ازجملهتأثیرگذار است و مابقی منافع 

ماند. در بخش مربوط به ارائه مدل پیشنهادی،  حق رأی برای دارندگان اوراق باقی می

 داراییت قیمت رها و استفاده از تغییراسازی و استفاده از متغیّ در خصوص شیوه مدل

   شود. به تفصیل بحث می پایه

دولت با  صورت بوده که بدین برای اولین دفعهانتشار این نوع از اوراق اجاره 

استناد به رأی کمیته تخصصی فقهی و موافقت سازمان بورس و اوراق بهادار، مجوز 

سازمان تأمین هزار میلیارد ریال توسط  50نقدینگی تا سقف  انتشار اوراق اجاره تأمین

توسط دولت که در بودجه  اجتماعی را صادر کرد که با تضمین و تسویه اصل و سود

. بدهی دولت با سازمان تأمین اجتماعی تسویه شود شود بینی می سنوات بعد نیز پیش
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گذاری تأمین  سرمایه این اوراق نخستین اوراق اجاره سهام بازار سرمایه بود که شرکت

گذاری نفت  سهام شرکت سرمایه به پشتوانه ی تأمین نقدینگی خوداجتماعی )شستا( برا

تسویه مطالبات سازمان  باهدف 1336 در اسفندماه و گاز و پتروشیمی تأمین )تاپیکو(

درصد و مدت پرداخت آن  20 سود این اوراق انتشار آن کرد. تأمین اجتماعی اقدام به

توجه به  و بابوده کارگران . ضامن این اوراق بانک رفاه بود بار یکماه  6 هر

 )کاوند،بود به دولت  انتقال قابل، ضمانت اوراق بوده صورت گرفتههایی که  صحبت

بر  جاره مبتنیمورد انتشار اوراق ا 11لازم به ذکر است که تاکنون  (.12، ص. 1332

ها سررسیده شده  که دو مورد از آن صورت گرفته است سهام با همین روش و وضعیت

 در حال معامله هستند. و مابقی 
 

 گذاری اوراق مرتبط با سهام های ارزش . ارزیابي مدل7

گذاری اوراق  های ارزش در این بخش قصد داریم تا به توضیحاتی در خصوص مدل

، جهت کنیم  اشارهله پردازیم. پیش از اینکه به این مسأب ها آنمرتبط با سهام و ارزیابی 

گذاری با استفاده از روش  سازی و ارزش تر مطالب مربوط به مدل فهم و پردازش دقیق

ریاضیات تصادفی، لازم است تا مفاهیم و مقدمات ریاضیات تصادفی متناسب با 

 اقتضای مسائل موجود مطرح شود. 

 سروکاراست که با بازارهای مالی  کاربردی ریاضیاتای از  مالی، شاخه  ریاضیات

ای در  مالی و تصادفی کاربردهای متعددی دارد که امروزه جایگاه ویژه  رد. ریاضیاتدا

کاربردهای مهمی که در  ازجملهبازارهای مالی پیدا کرده و گسترش زیادی داشته است. 

که بسیار نیز  استگذاری  های ارزش ، مدلتوان ذکر کرد مالی می  ریاضیات خصوص

گذاری  گذاری شامل مواردی همچون قیمت های قیمت گیرد. مدل قرار می مورداستفاده

گذاری  گذاری قراردادهای آتی و قیمت گذاری اوراق قرضه و قیمت سهام و قیمت

 گذاری اختیارات است.  قراردادهای معاوضه و قیمت
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گذاری  که توضیح داده شد، یکی از کاربردهای ریاضیات تصادفی، ارزش طور همان

  سازی تصادفی قیمت اوراق زیادی برای مدل ی بسیارها مدلکه   استاوراق قرضه 

 .و مرتبط با موضوع پژوهش است قرضه وجود دارد

در تدوین مدل گذاری اوراق قرضه به این صورت است که  اهمیت بحث ارزش

گذاری با استفاده از  سهام با توجه به اینکه مدل ارزشگذاری برای صکوک اجاره  ارزش

چنین با توجه به اینکه و هم نشده تعریف وراق اجاره ریاضیات تصادفی در خصوص ا

گذاری اوراق قرضه است،  گذاری اوراق اجاره سهام نزدیک به مدل ارزش مدل ارزش

 توان می با نرخ سود متناسب با سهام قرضه گذاری اوراق سازی ارزش از روش مدللذا 

هیت تصادفی خود ما ،سهام نرخ سود صکوک اجارهکه باید توجه داشت  کرد واستفاده 

دارایی پایه  عنوان به ه یعنی قیمت یک سهام مشخصمستأجرتصادفی عین را از عملکرد 

در فرایند  های خاص آن شرایط و ویژگیبرای هر سهم لازم است تا گیرد و بنابراین  می

 گرفته شود. نظر درتصادفی 

مالی  های  دادهبه سراغ  که کنیم زمانی یاضیات تصادفی باید اشارهدر ابتدای بحث ر

 سروکار وغریبی عجیبزیادتری مواجه هستیم و با نوسانات  های رویم، با فرکانس می

 اً به زبان ریاضی،داریم و ما را دچار مشکل خواهد کرد. بدین معنی که اصطلاح

سازی ما دچار  . در این حالت مدلاستناپذیر است و نمودار آن دارای نقاط تیز  مشتق

حل اول به این صورت  این معضل دو راه وجود دارد. راه برایل خواهد شد و مشک

پوشی کنیم و یک نمودار خطی برای آن نمودار  را چشم مانند تیزهای  است که نوک

ای که  سازی کنیم اما نکته را مدل 1توانیم روند سابق رسم کنیم و لذا در این حالت می

های تیز را  وسانات و نوکتوانیم ن وجود دارد این است که در این حالت ما نمی

و لازم به ذکر است  بودههای بلندمدت مناسب  سازی کنیم. این حالت برای تحلیل مدل

دیگر اما اگر قصد  . در حالت نیستتصادفی مطرح  که در این حالت بحث ریاضیات 
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و بالا و  3تر باشد، تمام نوسانات مدت و دقیق هایمان به شکل کوتاه داریم که تحلیل

 هایی که وجود دارد، از اهمیت زیادی برخوردار است.  پایین

که چند نوع نوسانات تصادفی یا فرایند  لازم به ذکر است ،در ذیل بحث نوسانات

و فرایند  11، فرایند تصادفی پرش10رد که شامل فرایند تصادفی انتشارتصادفی وجود دا

ی است که در معن انتشار بدین -. فرایند تصادفی پرشاست 12انتشار -تصادفی پرش

مثال قیمت سهام یک شرکت نوسان خود را در  طور بهبرخی مواقع یک داده مالی 

شود که قیمت به سمت بالا یا پایین  مشاهده می لحظه یک هنگام معاملات دارد ولی در 

 پرش دارد. 

فرایند  خصوص درزمانی که رایند تصادفی باید اضافه کنیم در راستای بحث ف

تابع  ازجمله احتمال بهیم لازم است تا در خصوص موارد مربوط کن تصادفی صحبت می

توزیع احتمال و تابع چگالی احتمال آشنائیت داشته باشیم. در فضای مربوط به احتمال، 

( و Ƒ) (، جبر سیگماΩ) فضای نمونه ازجملهگیرد  قرار می مورداشارهچند مفهوم مهم 

را فضای احتمال گوییم.  ( ,Ω ,ƑP) گانه (. اصطلاحاً این سهP) احتمال مفهوم 

مثال اگر در  طور به. گوییم (Ω) ای از همه رخدادهای ممکن را فضای نمونه مجموعه

بارانی یا ابری یا کنیم، ممکن است که هوا  روز فردا صحبت می وهوای آبخصوص 

 رطو به. یا اینکه گوییمرا فضای نمونه  ها ای از همه حالت آفتابی یا ... باشد که مجموعه

نهایت  تواند بی اش می کنیم، فضای نمونه مثال اگر در خصوص قیمت سهام صحبت می

تواند محدود  توان اشاره کرد که فضای نمونه تعدادش می خلاصه می طور بهباشد. پس 

ای که وجود دارد این است که اگر فضای نمونه محدود باشد،  نهایت باشد. نکته یا بی

کنیم اما به دلیل اینکه ممکن است  استفاده می Ω مشکلی نخواهیم داشت و از همان

از یک  دیگر عبارت بهکنیم.  نهایت باشد، از مفهوم دیگری استفاده می فضای نمونه بی

کنیم که اصطلاحاً این زیرمجموعه را جبر  ای از فضای نمونه استفاده می زیرمجموعه

شود.  نیز گفته می 13( گویند. به جبر سیگما اصطلاحاً ساختار اطلاعاتیƑ) سیگما
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گوییم. خاصیت محدودکنندگی جبر سیگما  14یا ساختار اطلاعاتی را رخداد Ƒاعضای 

کند تا از این ساختار اطلاعاتی استفاده کنیم. در خصوص مفهوم احتمال  به ما کمک می

یک تابع است. پس تابع احتمال، یک تابعی است که برای اعضای  P که کنیم اشارهباید 

 طور به P: Ƒ→[0,1] گیرد. می نظر درطلاعاتی یک عددی بین صفر و یک این ساختار ا

های مختلفی وجود دارد و به احتمال  فردا حالت وهوای آبگوییم برای  مثال اینکه می

درصد برفی خواهد بود. جهت توضیح بیشتر 15درصد هوای فردا ابری و به احتمال 2

مثال تمام رخدادهای  طور بهگانه در قالب مثال باید بگوییم که اگر  در خصوص این سه

این خصوص  چنین ما هیچ اطلاعاتی دربرابر نمره دانشجویان باشد. هم (Ω) موجود

به این  و کنیم ها را محدود می بنابراین ما داده ،نداریم که نمرات به چه صورت است

 از اینجاگوییم که  . حال میاست [0,20] گوییم که جبر سیگما، بازه صورت می

بگیریم و آن احتمال یک بخش خاصی از این بازه  نظر درخواهیم یک احتمالی را  می

خداد آن به احتمال رقبولی دانشجویان مدنظر است و اینکه مثال احتمال  طور بهاست. 

 (.11، ص. 1333، چه صورت است )جلوداری

گانه اهمیت زیادی دارد و هر  خلاصه با توضیحاتی که داده شد، این سه طور بهپس 

ر تصادفی یا رخداد تصادفی صحبت کنیم، خواهیم در خصوص یک متغیّ موقع که می

 مشخص باشد.  P و Ω ،Ƒلازم است تا 

ر تصادفی توانیم متغیّ گانه ذکر شد، حال می با توجه به مقدماتی که در خصوص سه

ر شود. متغیّ تعریف می  ( ,Ω ,ƑP) ر تصادفی در فضای احتمالرا تعریف کنیم. متغیّ

را با توجه به ساختار اطلاعاتی که محدودکننده  Ω تابعی است که اعضای X تصادفی

ای که وجود دارد این است  نکته(. →RP: Ƒ) دهد نسبت می Rاست به یک عددی در 

است. دلیل آن این  Ƒ-predictableیا  Ƒ-measurableاصطلاحاً  X ر تصادفیکه متغیّ

شده نیست و لذا   شناخته X ر تصادفیاست که اگر ما جبر سیگما را تعریف نکنیم متغیّ

ر تصادفی ذکر کردیم، به که در تعریف متغیّ طور هماننخواهد بود.  یریگ اندازه قابل
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مثال در  طور بهدهد.  ای ما یک عددی را نسبت می رخدادهای زیرمجموعه فضای نمونه

 بودهخصوص اتفاقات آب و هوایی که ممکن است برای فردا رخ بدهد به این صورت 

ه در دهد. نکته مهمی ک .. عددی را نسبت می. های ابری یا از حالت هرکدامکه به 

ر تصادفی برابر است با ر تصادفی وجود دارد این است که دامنه متغیّخصوص متغیّ

گرفتن جبر سیگما و بُرد آن برابر است با یک عددی  در نظرهای فضای نمونه با  حالت

مثال در خصوص نمره دانشجویان  طور بهتواند نسبت داده شود.  و هر عددی می R در

تواند  ر تصادفی میر تصادفی است. این متغیّیان یک متغیّباید ذکر کرد که نمره دانشجو

توانیم بگوییم که  می ها وقت بعضیچنین و هم 20 تا خودِ نمره باشد یعنی از صفر

مثال ممکن است بگوییم به افرادی که نمره  طور بهنمره بدهیم. یا 100خواهیم از  می

)رخدادهای صفر  سایر افرادو به  1( عدد 20تا10)رخدادهای  اند قبولی را کسب کرده

 دهیم. ( عدد صفر را نسبت می10تا 

ر آییم آن احتمالی که در موردش صحبت کرده بودیم را برای متغیّ می اکنون

کنیم، اولین  ر تصادفی ذکر میکنیم. پس هر موقع که اسمی از متغیّ تصادفی تعریف می

نشان داده  Fزیع احتمال با شود، تابع توزیع احتمال است. تابع تو ای که مطرح می نکته

از  هرکداماینکه Fx:R→[0,1]  مثال طور بهشود و اندیس آن، متغیر تصادفی است.  می

شود را تابع توزیع  گیرد چه احتمالی بین صفرویک نسبت داده می می R  عددهایی که از

 احتمال گوییم. 

برای )مثل اعدادی که  ر تصادفی دو حالت دارد که شامل حالت گسستهمتغیّ

)مثل نمره دانشجویان( است.  گرفتیم( و حالت پیوسته در نظرهای آب و هوایی  حالت

رهای تصادفی به دو حالت گسسته و پیوسته اهمیت زیادی در بحث بحث تفکیک متغیّ

 13شود که احتمال رخداد نمره دقیقاً  سؤالمثال اگر از ما  طور بهدارد.  ها آنتابع توزیع 

باید بگوییم که احتمال آن صفر است و اصلاً چنین  سؤالچقدر است، در پاسخ به این 

آن  یجا بهر تصادفی پیوسته معنی ندارد و قابل احصاء نیست و بلکه چیزی در متغیّ
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است که  چقدر است. لازم به ذکر 10توانیم بگوییم که احتمال رخ دادن نمرات زیر  می

دهد اما در حالت پیوسته یا همان تابع  حالت گسسته، در یک نقطه یک عدد را به ما می

مثال فرض کنید که  طور بهچگالی احتمال، هیچ موقع یک نقطه معنی و مفهوم ندارد. 

ر تصادفی ما، قد دانشجویان است که توزیع آن نرمال است. قد دانشجویان یک متغیّ

است که تابع چگالی احتمال آن نرمال است. مثلاً احتمال اینکه ر تصادفی پیوسته متغیّ

گیری  کار از انتگرالاشد چقدر است. بنابراین برای اینب 1610و  1665قد دانشجویان بین 

 کنیم.  کنیم و این احتمال را محاسبه می تابع چگالی احتمال استفاده می

ترین  به دو مورد از مهمهای احتمال متعددی وجود دارد ولی اگر بخواهیم  توزیع

 عنوان بهتوانیم  باید بگوییم که شامل اولاً؛ تابع چگالی نرمال است که می یمکن اشاره ها آن

زیر  صورت بهبگیریم که مشخصات آن  در نظرتوزیع احتمال برای یک متغیر تصادفی 

 است: 

          (:     1رابطه )
 

 √ π

 
       

                                                       

 

دهد و  ثانیاً؛ تابع پواسون است که تعداد رخداد در یک واحد مشخص را نشان می

های املایی در  مثال تعداد غلط طور بهآید.  شمار می ترین توزیع گسسته به مهم عنوان به

مثال تعداد مشتریانی که در هر یک ساعت به یک مغازه مراجعه  طور بههر صفحه یا 

شمارد. لازم به ذکر است که این  تعداد رخداد را می درواقعکنند. توزیع پواسون  می

توزیع پواسون در خصوص فرایند تصادفی پرش که توضیح داده بودیم بسیار مفید و 

د. مشخصات تابع توزیع پواسون نیز تعداد برای ما اهمیت دار آنجازیرا در  ،مؤثر است

  زیر است: صورت به

             (:2رابطه )
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های بسیار معروف و  توزیع ازجملهبنابراین این دو موردی که توضیح داده شد، 

 مشهور است که کاربرد زیادی دارد. 

ذکر  یتصادف یرّمتغا و در ادامه نکاتی که در خصوص فضای احتمال و در این راست

ای از  ، ما مجموعهیتصادف یندفراپردازیم. در  شد، حال به بحث فرایند تصادفی می

گیریم و بیان  را در نظر می tو sرهای تصادفی در طول زمان را داریم. لذا زمان متغیّ

و اطلاعاتی که برای  است t قبل از زمان s زمان یگرد عبارت بهاست.  <0t>s کنیم که می

که وقتی زمان  است درحالی s کنیم مربوط به زمان استفاده می Xs ر تصادفیمتغیّ

 کنیم، اطلاعات مربوط به زمان را مشاهده می Xtکند و ما  گذرد و به جلو حرکت می می

t  .درواقعرا در اختیار داریم Xsاز ساختار اطلاعاتی زمان ، s  یعنیƑs  کند و  استفاده می

Xt از ساختار اطلاعاتی زمان t  یعنیƑt کند.  استفاده می 

 Ƒt( خواهد بود. P, Ƒ, Ƒt, Ω) صورت به، فضای احتمال شده  دادهبا توضیحات 

ترین مثالی که در این خصوص  . معروفاست t ساختار اطلاعاتی فیلتر شده درواقع

کند  در این مثال بدین معنی است که بیان می Ƒtتوان ذکر کرد، قیمت سهام است.  می

ر تصادفی یک وضعیت مخصوص به خود باشد، این متغیّ ماه ید 12مثلاً تاریخ   Xt اگر

ر تصادفی یک وضعیت مخصوص به باشد، مجدداً این متغیّ ماه ید 10را دارد و اگر 

ری داریم خود را دارد و به همین صورت ادامه خواهد داشت. چون ما اطلاعات جدیدت

ر تصادفی بنابراین قیمت سهام یک متغیّ در حال استفاده از روز قبل هستیم، درواقعو 

تواند به  یعنی اینکه در هر روزی یک مقداری را می ،است که در طول زمان معنی دارد

 دهد، چهارگانه که به خود اختصاص می یهر مقدارخود اختصاص دهد و در 

P, Ƒ, Ƒt, Ω شد.   بر آن ظاهر خواهد 

ترین  مهم ازجمله(، Nt( و فرایند تصادفی پواسون)Btفرایند تصادفی براونی یا وینر)

توان به آن اشاره نمود. فرایند تصادفی براونی یا وینر،  فرایندهای تصادفی است که می

 شود از مبدأ شروع می :اولاًهایی دارد که به این صورت است که  سری ویژگی یک



 1041بهار و تابستان (، 22)پياپي  دوم، شماره یازدهمسال                              334

 

(B0=0 .)ًاگر زمان  :ثالثاپذیر نیست.  زمان پیوسته است اما مشتق :ثانیاt>s  باشد، ما به

Bt-Bs  ًگوییم. ویژگی این گام و این عبارت به این صورت است که « گام»اصطلاحا

ها  گام :رابعاً. Bt-Bs~N(0,t-s) است ׀t-s׀دارای توزیع نرمال با میانگین صفر و واریانس 

ها ارتباطی به زمان  معنی که احتمال وقوع این گام مانا و مستقل هستند. بدین صورت به

آن ندارد و به خود فاصله مرتبط است. در خصوص فرایند تصادفی وینر باید اضافه 

 برده نامشود. فرایند تصادفی دیگری که  نیز نشان داده می Wtکنیم که در برخی مواقع با 

 درواقعکه اهمیت زیادی دارد. این فرایند تصادفی  شد، فرایند تصادفی پواسون است

ر که قبلاً ذکر کردیم، متغیّ طور همانر تصادفی پواسون در طول زمان است. همان متغیّ

در ( اما در اینجا در طول زمان Nکرد) تصادفی پواسون تعداد رخدادها را شمارش می

در روز گذشته یا  ر یک صفحهها د توان به تعداد غلط مثال می طور بهشود.  گرفته می نظر

تعداد دانشجویانی که در سال گذشته نمرات پایینی را کسب  مثلاًیا  امروز یا فردا

اند اشاره کنیم. بنابراین در این نوع از فرایند تصادفی به دلیل اینکه بحث تعداد  کرده

همانند های خواهیم بود. این فرایند نیز  فلذا ما شاهد پرش ،گیرد قرار می مورداشاره

از  ثانیاً:(. N0=0شود) از مبدأ شروع می :اولاًهایی دارد.  سری ویژگی فرایند وینر یک

ها از  گام رابعاً:مانا و مستقل هستند.  (Nt-Ns) ها گام ثالثاً:سمت راست پیوسته است. 

 گیرند: توزیع پواسون نشأت می
        =E(Nt-Ns)=Var(Nt-Ns)            (:3رابطه )

 

 تصادفی و فرایند رفضای احتمال و متغیّ در خصوصپس از بیان مطالبی  اکنون

 رویم.  تصادفی، به سراغ حساب دیفرانسیل تصادفی و معادله دیفرانسیل تصادفی می

در جهت توضیح در خصوص حساب دیفرانسیل تصادفی باید ذکر کنیم که ما 

از نمودار که تابع آن  bتا  a حساب دیفرانسیل معمولی و غیرتصادفی مثلاً ناحیه حالت

f(t) کنیم و مساحت زیر آن نمودار را به دست آوریم. اما در حالت  است را افراز می
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بالا و  وط به حساب دیفرانسیل معمولی،رغم درنظرگرفتن موارد مرب یتصادفی، عل

های نوسانی که در  شود، لازم است تا قسمت هایی که در نمودار مشاهده می پایین

 صورت بهتصادفی را  یفرانسیلدر وجود دارد نیز وارد مدل شود. اگر معادله نمودا

dz= f(t).dt + g(t).dwt  تعریف کنیم، بخش اول معادله(f(t).dt)  مربوط به بالا و

دهد و در حالت حساب دیفرانسیل معمولی  که رخ می بودههای معمولی و عادی  پایین

های  همان قسمت درواقع (g(t).dwt)بخش دوم معادله گیرد؛  قرار می موردمحاسبه

اشاره به فرایند وینر دارد. نکته مهمی که در اینجا وجود دارد این   wt نوسانی است که

گیری را انجام بدهیم، انتگرال  انتگرال dz است که اگر ما بخواهیم نسبت به رابطه

که به وجود  یسؤالاما دانیم که به چه صورت است  را می f(t).dtیعنی  قسمت اول

گیری قسمت دوم معادله چگونه انجام خواهد شد. در این  آید این است که انتگرال می

پردازد.  له میفی عملاً به این مسأراستا باید ذکر کنیم که بحث دیفرانسیل تصاد

یک معادله دیفرانسیل تصادفی است که باید حل شود و  dzکه گفته بودیم،  طور همان

گیری تصادفی را انجام دهیم.  ن این معادله باید یک انتگرالجهت حل کرد

چه Z(t)  خواهد بود. لازم به ذکر است که به دست آوردن dz ،Z(t) پاسخ یگرد عبارت به

 سازی یکسان خواهد بود.  ریاضی و چه از طریق شبیه حل راهاز طریق 

  است که در ادامه اشاره خواهد شد: طرح قابل ینجاانوع انتگرال در  3

اگر انتگرال ما به این صورت باشد رابطه آن به  انتگرال غیرتصادفی)ریمان(: .1

 :استشکل زیر 

∑        ∫     (: 4رابطه )         
 
    

t∆ افراز یا فاصله  درواقعa  تاb  از نمودار است که توضیح داده

حالت  nا باید محاسبه کنیم. اگر ما بودیم و گفتیم که مساحت زیر نمودار ر

 به دست خواهد آمد.  (4)بگیریم، رابطه  در نظررا 

 انتگرال ریمان پیچیده: .2
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∑           ∫        (: 5رابطه )      [         ]
 
    

 

حال با استفاده از مفهوم انتگرال ریمان پیچیده، به سراغ نوع سوم 

 رویم که اهمیت دارد. ایتو( مییعنی انتگرال تصادفی)انتگرال 

انتگرال تصادفی)انتگرال ایتو(: حالت کلی انتگرال تصادفی به شکل زیر  .3

 که در ادامه از آن استفاده خواهد شد. است

∫     (: 6رابطه )          
 

 
 ∫    ́   

 

 
               

 

معادله دیفرانسیل  ، هدف از ارائه انتگرال تصادفی، حلشدکه ذکر  طور همان

و معادله دیفرانسیل  شده معرفی. بنابراین با توجه به انتگرال تصادفی استتصادفی 

 داریم: dz= f(t).dt + g(t).dwt  تصادفی
∫        (: 2رابطه )         ∫       ⏟      

 ∫    ́   
 

 
       

 

 

. حالت اول حالت وجود دارد که ممکن است مشکلاتی به وجود آید در اینجا چند

. این نوع از ، تصادفی باشدdwtاین است که ممکن است در برخی موارد ضریب 

خاصی ندارند و با توجه به تعریفی که گفته بودیم حل خواهند شد. ها رابطه  انتگرال

∫مثال در انتگرال  طور به      
 

 
 ،wt  توان  نیست و از رابطه نهایی نمیپذیر  مشتق

استفاده نمود. حالت دومی که ممکن است دچار مشکل شویم در جایی است که 

رابطه ر تصادفی هدف باشد. به این صورت که با درنظرگرفتن ، خود متغیdwtّ ضریب

کردن  . جهت حلاست      ∫     ∫   داریم که                

ایتو به  رابطهایتو( برویم. لازم به ذکر است که  ایتو)لم رابطهی باید به سراغ چنین مسائل

ای تغییر بدهیم که در سمت  گونه کند تا معادله دیفرانسیل تصادفی را به ما کمک می

 وجود نداشته باشد.   x راست معادله
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ی در کنار بحث انتگرال تصادفی ایتو، یک انتگرال دیگری نیز وجود دارد که برا

 معروف است: انتگرال پواسونفرایند تصادفی پواسون تعریف شده است و به 
 (   - Mt = Nt)                 (: 1رابطه )

∫             (: 3رابطه )      
 

 
  

 

 
   

    
    

 

 
        

 

ترین مسائل، رابطه انتگرال تصادفی است که  که گفته شد، یکی از مهم طور همان

تواند به ما کمک  کاربردهای مؤثری دارد و گفته شد که این انتگرال در دو مورد نمی

در رابطه وجود داشته باشد.   xtداشته باشیم و دوم اینکه        کند. اول اینکه ضریب

قرار  مورداستفادهتوانیم انتگرال تصادفی را  رد نمیشود که در این موا فلذا گفته می

 از رابطه ایتو)لم ایتو( استفاده کنیم.  بنابراین لازم است تابدهیم. 

مثال اگر معادله تصادفی یا فرایند انتشار برابر  طور بهکه گفتیم،  طور همان

ای است و البته متأسفانه  نظر بگیریم که حالت ساده را در                 

 xtتوانیم حل کنیم. زیرا در سمت راست  گیری تصادفی نمی این رابطه را با انتگرال

گیریم و به سمت چپ معادله  فاکتور می  x معادله، از  وجود دارد. بنابراین جهت حل

 کنیم و داریم: منتقل می

              (:  10رابطه )

  
                               یا                      

 

اما در سمت  ،گیری ساده کنیم توان با انتگرال حال سمت راست این رابطه را می

شود و این  وجود دارد. جهت حل مشکل از رابطه ایتو استفاده می        چپ، 

 مشکل حل خواهد شد. 

پذیر است.  یک تابع مشتق         ر تصادفی باشد و متغیّ Xt کنیم که فرض می

  اکنون با استفاده از بسط تیلور داریم:

                              (:11رابطه )
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               ترین حالت قرار داشته باشد یعنی  در ساده    حال اگر 

 زیر خواهد بود:  صورت بهبسط تیلور طه ابباشد، ر

                           (:12رابطه )
 

 
             

  
 

گرفتن روابط بنیادین در  نظر و در با انجام محاسبات مربوط به رابطه فوق

(، رابطه زیر به دست        و        و        ) دیفرانسیل تصادفی

 خواهد آمد: 

    ]                    (:13رابطه )
 

 
    ]           

 

ای که مطرح  شود که کاربرد رابطه ایتو در این مثال ساده مطرح می سؤالحال 

 کردیم به چه صورت است. 

                (:14رابطه )

  
                  

              و                              (:        15) رابطه
 

 
                 و          

 

    
 

 و محاسبات مربوط به آن، به رابطه زیر خواهیم رسید: ر نظر گرفتن موارد فوقبا د

  )             (: 16رابطه )
 

 
  )         

 

 رویم:  گیری می به سراغ انتگرال اکنون

   ∫           (:12رابطه )
 

 
       ∫     

          (: 11رابطه )
  

  
    

 

 
          

                   (: 13رابطه )
(  

 

 
  )       

 

پاسخ ، گرید عبارت به دهد و حرکت براونی هندسی)نمایی( را نشان می درواقعاین 

شود  سازی مقایسه کرد و مشاهده می توان با حالت شبیه محاسبات مدنظر است که می

 است. و برابر ها یکسان که پاسخ
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و    تواند تابعی از  می F که یدرحالباشد.    تابعی از   Fکه کردیم بیان می الآنتا 

 جدید ایتو در این حالت برابر است با:  رابطههم باشد. فلذا  t خود

  ]       (: 20رابطه )
    

   
 

 
    

 ]      
      

 

به ما که رابطه ایتو  توان گفت شد، می با این توضیحاتی که تا اینجا ارائهبنابراین 

توانیم انتگرال تصادفی بگیریم  کند تا آن دسته از معادلات تصادفی را که نمی کمک می

 از آن استفاده کنیم. 

به کاربرد ریاضیات تصادفی در  هایی که بررسی و ارزیابی مقاله اریم بهاکنون قصد د

 دارد بپردازیم. اشاره  شاخص سهاماوراق قرضه مرتبط با سهام یا 

بر سهام  مبتنیگذاری اوراق بدهی  مقاله خود به ارزش در (م2002) آلوبیدی و مالیر

که مرتبط با سهام است و قصد گیرد  می نظر دراوراقی را  درواقع. این مقاله اشاره دارد

بیان کند.  15به سهام تبدیل قابلتمسک به رابطه اوراق قرضه  دارد تا ایده خود را با

سهام، از  بر مبتنینهایی محاسبه ارزش اوراق  آوردن رابطه  دست جهت به دیگر عبارت به

کند. ایشان از رابطه  به سهام استفاده می تبدیل قابلگذاری اوراق قرضه  رابطه ارزش

گرین به  با استفاده از تابع ادامه درکند و  واسیچک جهت تعیین نرخ بهره استفاده می

 کند.  دست پیدا می قرضه اوراقرابطه نهایی ارزش این نوع از 

به سهام، از  تبدیل قابلگذاری اوراق قرضه  گیری از تابع ارزش این مقاله جهت بهره

( استفاده کرده و به آن ارجاع داده است. لازم به ذکر است که م2000) 16ویلموتب کتا

به سهام و با استفاده از نرخ بهره تصادفی  تبدیل قابلاز این کتاب به اوراق قرضه  بخشی 

به سهام از  تبدیل قابلارزش اوراق قرضه  کردن تعیینجهت  درواقعپردازد و  می

های دیگر این کتاب موجود  کند که در بخش اده میسری مقدمات دیگر نیز استف یک

. بنابراین در این قسمت قصد داریم تا به روابط و مراحل رسیدن به تابع تغییرات است

ارزش این نوع از اوراق قرضه اشاره کنیم و در بخش بعد با تمسک به قالب کلی این 

به معادله  ،و درنظرگرفتن ملاحظات مچنین افزودن مفروضات پژوهشمحاسبات و ه
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سازی را بر  دیفرانسیل تصادفی مدنظر دست پیدا کرده و سپس در بخش نهایی، شبیه

 روی یکی از اوراق اجاره سهام مدنظر انجام دهیم. 

گیرد و  می نظر درمفروضات این کتاب بدین شکل است که یک مدل دوعاملی را 

ر ارزش و قیمت اوراق . تابعی که بیانگهستندرهای مدل متغیّ  sو rکند که  بیان می

بق کتاب فرض شده اطم. است V=V(s,r,t) صورت بهبه سهام است  یلتبد قابلقرضه 

زیر  صورت بهشود و رابطه آن  کنترل می 12منطقی است که قیمت دارایی توسط مدل

 :است
                               (:  21رابطه )

 

  :استزیر  صورت بهمعادله دیفرانسیل تصادفی  در چارچوب و رابطه نرخ بهره نیز
                                     (:22رابطه )

 

را تعیین  r نوع رفتار درواقع w و uباشند.  tو  rتوانند هر تابعی از  می wو u که

هردو نمایانگر فرایند وینر هستند که در     و     کند. لازم به ذکر است که  می

های نرمال با میانگین صفر و  در مقدمات بحث ذکر شد. هر دو از توزیع ها آنخصوص 

ن ممک حال نیباار تصادفی یکسان نیستند. یک متغیّ ها نیااند. اما  گرفته شده    واریانس

 است که با یکدیگر مرتبط باشند.
[   ]           (:  23رابطه )                   [   

 ]                    [      ]      
 

 قرار دارد.  +1و  -1در فاصله          و 

 dv( در یک بخش دیگری از کتاب به شیوه به دست آمدن رابطه م2000)ویلموت 

معادله دیفرانسیل تصادفی اشاره  کلی فرم و ارزش اوراق(معادله دیفرانسیل تصادفی )

کند که یک فرم و حالت کلی برای معادله  از کتاب خود اشاره می یکند. وی در بخش می

و بر طبق این فرم معادله  استزیر  صورت بهدیفرانسیل تصادفی وجود دارد که 

 عنوان به   ساخته خواهد شد. در این رابطه،  هیپا ییدارار و دیفرانسیل تصادفی هر متغیّ
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 شده  گرفته در نظردارایی پایه ر و واریانس و نوسانات آن متغیّ عنوان به    میانگین و

 است:
                               (: 24رابطه )

 

 مطابق روابط     و    تصادفی مربوط به لیفرانسیدهای  لذا طبق این رابطه، معادله

در اینجا با توجه به  اکنون. شود می ها آنادامه از  بیان خواهد شد که در 22 و 21

توضیحاتی که در ابتدای بحث و در مقدمات ریاضیات تصادفی اشاره شد، کاربرد 

و با استفاده از بسط تیلور، رابطه زیر به دست خواهد آمد که  کند میایتو اهمیت پیدا  لم

  :است     فرم کلی رابطه

)            (:   25رابطه )
  

  
 

 

 
∑ ∑            

 
   

 
   

   

      
)    ∑

  

   
   

 
    

 

 sو rرهای استفاده کرده و با توجه به اینکه تنها متغیّ (25)در مرحله بعد، از رابطه 

رسیم.  می 3-5را مدنظر قرار داده است و با انجام محاسبات ریاضی آن، به رابطه 

 و با توجه به اینکه در تعریف را داریم wو  u،     طبق تعریف در رابطه که ییازآنجا

ی جا بهزیر   استفاده کرده است، لذا در رابطه      معادله دیفرانسیل تصادفی از کلی فرم

 استفاده کرده است و لذا داریم: wاز  i=r برای     

)       (:26رابطه )
  

  
 

 

 
       

   
 

 

 
     

        
   

    
)    

  

  
    

  

  
   

 

ام به سه لیتبد قابلگذاری اوراق قرضه  ( به سراغ قیمتم2000)ویلموت  اکنون

و     به سهام با سررسید لیتبد قابلو در این راستا یک پرتفولیویی از اوراق قرضه رفته 

از دارایی      و به اندازه    از اوراق با کوپن صفر با سررسید     ه اندازهچنین بهم

 سازد و طبق رابطه زیر داریم: می پایه

π                  (:22رابطه )            

 است با:     و    که در این رابطه، مقادیر
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             (:21رابطه )

  

  
  

  

⁄                           
  

  
    

π به فرم تغییرات یعنی  سپس با تبدیل رابطه فوق و               

زیر به  صورت به، رابطه ارزش اوراق را        گرفتن رابطه  نظر چنین با درهم

 دست آورده است:

       (:23رابطه )

  
 

 

 
       

   
 

 

 
     

        
   

    
   

  

  
      

  

  
      

 

 گرفتن سود تقسیمی ثابت برابر است با:  در نظراین رابطه با 

  (: 30رابطه )

  
 

 

 
       

   
 

 

 
     

        
   

    
        

  

  
      

  

  
      

 

از این رابطه استفاده کرده  (م2002) آلوبیدی و مالیر که ذکر کردیم، مقاله طور همان

 V هایی که در مقاله خود ذکر کرده است به رابطه و با استفاده از تابع گرین و تبدیل

با رابطه  درواقعو ما  ستینکه البته این قسمت محل بحث و مورد کاربرد ما  رسد می

 پژوهش نظر گرفتن مفروضات درضمن در ارتباط بوده و از شکل و قالب آن با ( 26)

 . کنیم میدر بخش بعد استفاده 

بر  علاوهگذاری، لازم به ذکر است که  های ارزش در راستای ادامه بحث ارزیابی مدل

دیگری نیز وجود دارد که مرتبط به این  های ورد آن صحبت شد، مقالهای که در م مقاله

ولی با توجه  شود. مختصر اشاره می صورت به ها آنو در ادامه به برخی از  است موضوع

 و مالیرایده مقاله از است، بنابراین  تر نزدیکبه اینکه مقاله فوق به موضوع پژوهش 

در خصوص  ایم کرده  استفاده (م2000)ویلموت و همچنین کتاب  (م2002) آلوبیدی

( نیز باید اشاره کرد که توضیحات 2000)برنان و زیا و  (2003) تان و لین شلدون مقاله

 مربوطه در بخش پیشینه تحقیق ارائه گردید.
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 بر سهام گذاری صکوک اجاره مبتني . مدل پيشنهادی ارزش0

خصوص  دردر این بخش قصد داریم تا با توجه به توضیحاتی که در بخش قبل 

ارائه یک مدل قرضه داده شد، به  گذاری اوراق ریاضیات تصادفی و کاربرد آن در ارزش

 سهام بپردازیم.  بر مبتنیگذاری اوراق اجاره  پیشنهادی جهت ارزش

با استفاده از رابطه  (م2002) آلوبیدی و مالیردر بخش قبل اشاره کردیم که 

گذاری اوراق بدهی  به ارائه رابطه ارزش« به سهام تبدیل قابلگذاری اوراق قرضه  ارزش»

در این بخش قصد داریم تا . پردازد سهام می بر مبتنی قرضه اوراق ازجملهسهام  بر مبتنی

 را ارائه دهیم که بر اساس سهام بر مبتنیگذاری اوراق اجاره  مدل پیشنهادی جهت ارزش

در  (م2002) آلوبیدی و مالیرای که مقاله  . لذا رابطهمعادله دیفرانسیل تصادفی است

 اوراقسهام با استفاده از رابطه ارزش  بر مبتنی بدهی اوراقگذاری  خصوص ارزش

استفاده کرده است، برای ما  (م2000)ویلموت به سهام از کتاب  تبدیل قابل قرضه

مناسب نخواهد بود. زیرا ما قصد نداریم به رابطه نهایی دست پیدا کنیم بلکه قصد 

استفاده از داریم تا به معادله دیفرانسیل تصادفی که مرتبط با موضوع بحث است را با 

معادله دیفرانسیل تصادفی، به  ازیافته و سپس با استفاده  مفروضات مدنظر دست

 ریاضیاتکه در بخش قبل در ذیل بحث کاربرد  طور همانسازی آن بپردازیم و  شبیه

با قیمتی آید دقیقاً برابر  سازی به دست می اشاره کردیم، قیمتی که از طریق شبیه تصادفی

 محاسبه شده مربوط به اوراق به دست خواهد آمد. بطه است که از طریق را

کرد و قصد نداریم تا معادله   لذا تنها از معادله دیفرانسیل تصادفی استفاده خواهیم

فرم کلی سعی داریم تا با استفاده از  درواقعرا با انجام محاسبات ریاضی حل کنیم و 

( موجود است و مراحل م2000)ویلموت تصادفی که در کتاب  دیفرانسیلمعادله 

استفاده از مفروضات پژوهش، با درنظرگرفتن و است را  شده دادهاستخراج آن توضیح 

 به معادله دیفرانسیل تصادفی مدنظر دست پیدا کنیم. 
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از اینکه به سراغ انجام محاسبات و ارائه روابط برویم، لازم است تا  پیش

 مفروضات و مقدمات مدل پیشنهادی را بیان کنیم. 

 درواقعسهام،  بر مبتنیکه در ابتدای پژوهش اشاره شد، اوراق اجاره  طور همان

آن شفافیت  پایه داراییکه  جهت  از اینو  استآن سهام  پایه داراییاوراقی است که 

  روزانه در بازار مشخص است و نسبت به اوراق اجاره صورت بهدارد و قیمت آن 

گذاری آن نیز شفافیت بیشتری نسبت به اوراق  معمولی برتری دارد و لذا فرایند قیمت

این نوع از اوراق اجاره  پایه داراییمعمولی خواهد داشت. لذا با توجه به اینکه   اجاره

سهام است، در مدل پیشنهادی قصد داریم تا عملاً فرایند تصادفی تغییر قیمت  صورت به

یز باید به همین صورت باشد اوراق را به تغییر قیمت سهام ارتباط دهیم که در واقعیت ن

و افزایش یا کاهش قیمت سهم پایه نیز در افزایش یا کاهش قیمت اوراق تأثیرگذار 

و  استبها یا نرخ سود اوراق  باشد. نکته دیگری که وجود دارد، مربوط به نرخ اجاره

 عایدیاینکه این نرخ برای انواع و اقسام سهام نباید ثابت باشد بلکه باید متناسب با 

توان  بها نیز می گرفته شود. لذا جهت تعیین نرخ اجاره نظر سهام مورد اجاره در

 سهام مورد اجاره باشد. عایدیمتناسب با  اجاره نرخسازوکاری را درنظرگرفت تا 

قرار دهیم. در حالت اول،  موردبررسیدر این بخش قصد داریم تا دو حالت را 

گیریم که در بیانیه ثبت مربوط  می نظر ردبها را همان نرخی  جهت سادگی، نرخ اجاره

اوراق، وابسته  ثبت بیانیهبه هر اوراق ذکر شده است. هرچند که آن نرخ ذکر شده در 

سهام  عایدیگذاری باید متناسب با  اما ذکر کردیم که مبنای نرخ استبه سود بانکی 

که در بیانیه  بها یا نرخ سود اوراق، نرخی است باشد و لذا در این حالت مبنای اجاره

سهام مورد اجاره  عایدیبها را متناسب با  است. در حالت دوم، نرخ اجاره ذکرشدهثبت 

 شود. گیریم که توضیحات آن در ادامه ارائه می می نظر در

هستیم  tوs و r رهایداده شد، در اینجا نیز شاهد متغیّ همانند بخش قبل که توضیح

و متمایز از  بودهای که در اینجا حائز اهمیت  که به مدل اضافه خواهند شد. نکته
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این است که در اینجا ما تنها یک دارایی را شاهد هستیم که  بودهمفروضات بخش قبل 

دو  دیگر عبارت بهو در ذیل آن شاهد دو بازدهی نیز هستیم.  استاوراق اجاره سهام 

های دیفرانسیل  گیریم و سپس بر اساس معادله می نظر دررا بازدهی برای یک دارایی 

 کنیم:  تصادفی بخش قبل که توضیح داده شد، همانند زیر تعریف می
                                (:31)رابطه 

                                     (: 32رابطه )
 

 برگرفته شده است. 24 دیفرانسیل تصادفی رابطهاز فرم  درواقعکه 

ایم، لذا با توجه به رابطه  با توجه به اینکه یک دارایی با دو بازدهی را درنظرگرفته

بیانگر میانگین بازدهی ناشی از خود اوراق     دو مقدار خواهیم داشت که   ، برای 24

بازدهی ناشی از تغییرات بیانگر میانگین     اجاره و بازدهی نرخ سود اوراق است و

 نیز دو مقدار خواهیم داشت که     چنین باید اشاره کرد که برایاست. همقیمت سهام 

   بیانگر انحراف معیار بازدهی اول یعنی انحراف معیار بازدهی نرخ اجاره بوده و    

را    له، است. در حالت اول حل مسأ پایه داراییبیانگر انحراف معیار تغییرات قیمت 

معنی که انحراف معیار بازدهی اوراق اجاره یا همان  بدین ،گیریم می نظر دربرابر با صفر 

برابر صفر نباشد. بنابراین در   دوم حالت درانحراف معیار نرخ اجاره برابر صفر است و 

م خواهیم بود و در حالت دو    ر، تنها شاهد حضور متغیّ  و    حالت اول، از میان

کنیم. در راستای توضیحات مربوط به  ر را به مدل پیشنهادی وارد میهر دو متغیّ

که ذکر کردیم دو بازدهی برای یک  طور همانمعادلات ذکر شده، باید اضافه کرد که 

 است. لازم به ذکر است که    و دیگری مربوط به    دارایی داریم که یکی مربوط به

رابطه مربوط به بازدهی منافعی     بها و ی نرخ سود اجارهرابطه مربوط به بازده    

 است. هریک از مانده باقیاست که به مستأجر منتقل نشده است و در اختیار موجر 

که توضیحات آن در  استدارای یک جزء تصادفی و یک جزء ثابت و قطعی     و   

 طور بهکه  صورت بدینتصادفی داده شده است. بخش مقدمات و کاربردهای ریاضیات 
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دوم،  ثابت و قطعی بوده و جزء ،، جزء اول  مثال در داخل معادله دیفرانسیل تصادفی

    و     درواقع دیگر عبارت به. استکه نمایانگر فرایند تصادفی وینر  استتصادفی 

 انسفرایند وینر بوده که هر دو دارای توزیع نرمال با میانگین صفر و واری دهنده نشان

 ها آنسازی نیز در بخش بعد از  درنظرگرفته خواهند شد و در محاسبات شبیه   

 استفاده خواهد شد. 

موارد دیگر که در این قسمت از توضیحات ارائه مدل لازم به ذکر است،  ازجمله

 tوs و r ر یعنیشامل سه متغیّ درواقع. این تابع استسازی  جهت مدل  تعیین کردن تابع

 : شود تعریف میزیر  صورت بهو  استاست که بیانگر رابطه ارزش اوراق 
                           (:33رابطه )

 

. شکل و فرم تابع است عیین نمودنترین موارد مربوط به این تابع، ت مهم ازجمله

سازی از  گیرد که معمولاً جهت مدل قرار می مورداستفادهمتعددی وجود دارد که  توابع

و قیمت   (، ارزشم2000)برنان و زیا  مثال مقاله طور بهشود که  استفاده می 11یینما تابع

محاسبه کرده است. حالت ساده تابع ارزش اوراق  یینما تابعاوراق را با استفاده از 

 :استزیر  صورت به
               (:34رابطه )

   
 

در اینجا با توجه به مفروضاتی که ذکر کردیم، دو بازدهی داریم و این دو وارد لکن 

 صورت به  مدل خواهند شد، لذا با نظرگرفتن مفروضات مربوط به مدل مدنظر، تابع

 زیر خواهد بود: 
                    (: 35رابطه )

       
 

طور که  و همانسهام است  بر مبتنیتابع ارزش اوراق اجاره     ،که در این تابع

   بازدهی قیمت سهام پایه و   دیگر  عبارت به. هستندبازدهی   و  ، اشاره کرده بودیم

بازدهی نرخ اوراق است که در محاسبات، همان نرخ اجاره در نظر گرفته خواهد شد. 
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 160006000 به معنای نرخ و ارزش اسمی اوراق است که این نرخ در ایران برابر   

 که جهت تشکیل معادله دیفرانسیل تصادفی از آن استفاده خواهد شد و است ریال

صورت عدم تعیین شکل تابع  . زیرا دراستموارد ضروری و مهم  تشکیل این تابع، از

امکان تشکیل معادله دیفرانسیل تصادفی نهایی وجود نخواهد نداشت و  ارزش اوراق،

 هد بود. سازی میسر نخوا در ادامه شبیه

عادله دیفرانسیل اکنون با درنظرگرفتن مفروضات ذکر شده به سراغ تشکیل م

 رویم: تصادفی می

     که در بخش قبل بیان کردیم، فرم کلی معادله دیفرانسیل تصادفی طور همان

  با استفاده از بسط تیلور به رابطه زیر خواهیم رسید: درواقع که استزیر  صورت به

)               (:36رابطه )
  

  
 

 

 
∑ ∑            

 
   

 
   

   

      
)    ∑

  

   
   

 
    

 

وارد کرده و  فوق رابطه نظر گرفته بودیم را در ی که دررهایمفروضات و متغیّ اکنون

 :آید میطی انجام محاسبات ریاضیاتی، رابطه زیر به دست 

)        (:32رابطه )
  

  
 

 

 
       

   
 

 

 
     

        
   

    
)    

  

  
    

  

  
   

 

 در رابطه فوق داریم:     و    که با جایگذاری

)         (:31رابطه )
  

  
 

 

 
       

   
 

 

 
     

        
   

    
)    

  

  
[     

     ]   
  

  
[                  ] 

 

 الت مذکوربرای دو حرا بر اساس رابطه فوق، معادله دیفرانسیل تصادفی  حال

 کنیم: بررسی می

 حالت اول: نرخ سود ثابت -

. استبرابر صفر    فوق،  در رابطه، ی که در ابتدای بحث ذکر شدبا توجه به مفروضات

زیر تغییر خواهد  صورت به 31 است. بنابراین رابطه      ایم که  گرفته نظر زیرا در

 کرد:  
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)          (: 33رابطه )
  

  
 

 

 
       

   
  

  

  
   

  

  
)    (  

  

  
)    

 

اکنون پس از استخراج معادله دیفرانسیل تصادفی مدنظر، به سراغ انجام محاسبات 

که در مورد آن صحبت کردیم، به معادله دیفرانسیل  32استفاده از رابطه رفته و با 

های  تصادفی نهایی دست پیدا خواهیم کرد تا در بخش بعد بتوانیم با استفاده از داده

 داریم: زار را با انجام مشتقات مربوط به رابطهسازی را انجام دهیم.  موجود شبیه

 (: 40رابطه )
  

  
                                                  

   

   
    

         
  

  
      

                                                     
  

  
     

          
 

د که آی میرابطه نهایی به دست ، 40 گذاری محاسبات فوق در رابطه بنابراین با جای

  :استزیر  صورت به

   ]         (:41رابطه )
      (    

 

 
             )]    (      

      )   
 

اکنون توانستیم معادله دیفرانسیل تصادفی را در حالتی که نرخ سود اوراق ثابت 

گذاری اوراق اجاره  است را استخراج کرده و مدل پیشنهادی خود را جهت ارزش

ئه کنیم و در بخش بعد نیز با استفاده از این مدل پیشنهادی، به سهام را ارا بر یمبتن

 سازی یک نمونه تجربی از اوراق منتشرشده خواهیم پرداخت. شبیه
 

 حالت دوم: نرخ سود متغیر و متناسب با عایدی سهام مورد اجاره -

 یدیعا، متناسب با پژوهش بلکه طبق مفروضات ستیندر این حالت نرخ سود ثابت 

. جهت تشکیل معادله دیفرانسیل تصادفی در این حالت نیز استسهام مورد اجاره 

گرفته و سپس بر اساس آن، مفروضات خود را وارد  در نظرمجدداً رابطه زیر را 

 کنیم: می
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)                        (:42رابطه )
  

  
 

 

 
       

   
 

 

 
     

        
   

    
)    

 
  

  
[          ]   

  

  
[                  ] 

 

 یدیعانسبت به حالت قبل، نرخ سودی است که متناسب با  وجه تمایز این قسمت

رها شود و ثابت نخواهد بود. بنابراین، در رابطه بالا تمامی متغیّ نظر گرفته می سهام در

   وارد خواهد شد. محاسبات مربوط به

  
    و 

   
   و 

  
  و 

  

  
در حالت اول انجام شد. 

    لکن در این حالت لازم است تا محاسبات مربوط به

    و    

    
نیز انجام شود که به   

 :استصورت زیر 

               (:43رابطه )

    
    

                                          
   

       
         

 

که قبلاً  طور همانخ بهره است، که بیانگر رفتار نر   و   تابع لازم به ذکر است

و     برابر با   ، 23رابطه شود و طبق فرم کلی  نظر گرفته می شد، با فرم ساده در بیان

. بنابراین بانظر گرفتن این موارد و انجام محاسبات مربوط فوق، است    برابر با   

 : استزیر  صورت بهمعادله دیفرانسیل تصادفی مدنظر به دست خواهد آمد که 

   ]         (:44رابطه )
      (    

 

 
  

      
 

 
  

              
  

         )]    (       
      )    (       

      )    
 

ر است را اکنون توانستیم معادله دیفرانسیل تصادفی را در حالتی که نرخ سود متغیّ

م سها بر یمبتنگذاری اوراق اجاره  استخراج کرده و مدل پیشنهادی خود را جهت ارزش

یک نمونه  سازی با استفاده از این مدل پیشنهادی، به شبیه را ارائه کنیم و در بخش بعد

 . پردازیم میتجربی از اوراق منتشرشده 
 

 ينمونه تجرب کیسهام در  بر مبتنياجاره  صکوک یساز هيشب. 7

این بخش قصد داریم تا با استفاده از معادله دیفرانسیل تصادفی که در بخش قبل  در

های یک  را بر روی آن با استفاده از داده 13کارلو مونتسازی  استخراج کردیم، شبیه
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شده را به  سازی دهیم و قیمت شبیهنمونه تجربی از اوراق اجاره سهام منتشرشده انجام 

 دست آوریم.

همانند با  که یک رفتاری مشابه و استسازی، یافتن مقادیری  مقصود از شبیه

و  کارلو مونتسازی  های مختلفی دارد که شبیه سازی، روش های اولیه دارند. شبیه داده

. هرکدام از استدر مسائل مالی  ها آنترین و پرکاربردترین  مهم لهازجم 20استرپینگ بوت

استرپینگ باید اشاره  بوت خصوص در، مثال طور بهاین دو، کاربردهای متعددی دارد که 

های دیگر،  کنیم که تعیین کردن احتمال موفقیت و برتری یک گزینه نسبت به گزینه

بینی اوزان بهینه  چنین پیششده و هم سازی شبیههای  لیل دادهبینی قیمت سهام، تح پیش

کاربردهای آن نام  ازجملهتوانیم  گذاری در یک سطح بازده مشخص را می سبد سرمایه

 درواقعهای محاسباتی هستند که  ای از الگوریتم یک دسته کارلو مونتسازی  ببریم. شبیه

گیرد. با  قرار می ستفادهموردابرداری برای محاسبه نتایج  بر اساس تکرار تصادفی نمونه

سازی به تکرار محاسبات و اعداد تصادفی، برای محاسبه  توجه به اتکای این روش شبیه

توسط کامپیوتر مناسب هستند. این روش نیز کاربردهای متعددی دارد که شامل محاسبه 

رین ت ها و بهینه تر پروژه ها، تحلیل اقتصادی دقیق ها، ارزیابی سرمایه پروژه ارزش شرکت

 ازجملهذکر است که شایان (. 426-402 ، ص.1332 )صادقی، استتولید و غیره  مقدار

 . است، مربوط به محاسبه ارزش اوراق کارلو مونتسازی  ترین کاربردهای شبیه مهم

ر مربوطه برای حل کردن مسائل مالی از توزیع تصادفی متغیّ کارلو مونتسازی  شبیه

لازم است تا در خصوص توزیع  کارلو مونتسازی  شبیه کند. لذا جهت انجام استفاده می

های آن اطلاعاتی داشته باشیم.  سازی شود را به همراه پارامتر ری که قرار است شبیهمتغیّ

  های تصادفی در اکسل وجود دارد که تابع مربوط به توزیع تجمعی سری از توزیع یک

سازی را  ابع توزیع تجمعی، شبیهدر اکسل وجود دارد و قادر هستیم تا از مفهوم ت ها آن

توزیع تصادفی نرمال، نرمال استاندارد،  همچونها شامل مواردی  انجام دهیم. این توزیع

 ها اگر پسوند اکسل، در همه توزیع افزار نرم. با مراجعه به استای، گاما و بتا  دوجمله
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dist عی آن در یک آوردن احتمال یا احتمال تجم دست را مشاهده کردیم، به معنای به

 inv ها پسوند چنین باید اضافه کرد که اگر در توزیعاست. هم xنقطه مشخص مثلاً 

 دهد که احتمال سمت چپ آن، ای را می معنی است که این تابع نقطه مشاهده شد، بدین

 inv توابع توزیع تصادفی با پسوند سازی لازم است تا از . برای شبیهاستاحتمال 

شده را با توجه  سازی نقاط توزیع تصادفی یا همان نقاط شبیه درواقعاستفاده کنیم. زیرا 

 (.431-432، ص. 1332 )صادقی، دهد به احتمال طرف چپ آن یعنی تجمعی آن می

 اینجادر این راستا و با توجه به توضیحات داده شده، لازم است تا ذکر کنیم که در 

 مال را شاهد خواهیم بود.که در بخش قبل نیز اشاره کردیم، توزیع نر طور همان

های یک نمونه  و استفاده از داده ذکرشدهاکنون قصد داریم تا با توجه به نکات 

نتایج آن را  درنهایتسازی رفته و  تجربی از اوراق منتشرشده به سراغ فرایند شبیه

 افزار اکسل استفاده شده است.  سازی از نرم جهت شبیه ،مشاهده کنیم. در این پژوهش

 بر مبتنیمورد اوراق اجاره 11 تاکنون ،sukuk.ir وبگاهشده از  لاعات برگرفتهطبق اط

 . هستندمعامله  حال درسررسیدشده و مابقی  ها آن مورد از که دو شده منتشر سهام

انتخاب شده که بانی، شرکت « 102صخابر»در این بخش، اوراق اجاره سهام 

 منتشردر بازار بورس ایران  30/02/1332( است و در تاریخ عام سهامی) مخابرات ایران

کت ارتباطات سیار شر»این اوراق، سهم  پایه داراییاست. لازم به ذکر است که  شده

درصد 16برابر  ثبت بیانیهچنین باید اضافه کرد که نرخ این اوراق طبق است. هم« ایران

ماهه  3ها،  طع پرداخت کوپنسال و مقا 4گرفته شده است. عمر این اوراق،  نظر در

ریال است که البته در اینجا جهت فروش  160006000و ارزش اسمی این اوراق است

 اند.  ریال کاهش داده 3106000بیشتر اوراق، این نرخ را به 

گرفته شده است.  نظر ماهانه در صورت بهها  در این بخش، داده ذکر است که شایان

و قیمت اوراق از حالت روزانه به حالت  پایه داراییمثال قیمت  طور بهکه  صورت بدین

بورس،  وبگاهتاکنون طبق اطلاعات استخراج شده از ماهانه تبدیل شده است. بنابراین 
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 حال درچنین باید اضافه کرد که این اوراق  داده وجود دارد. هم 31 برداری از امکان بهره

 1400 ز ابتدای زمان انتشار اوراق تا پایان تیرماه، اشده  استخراجهای  و داده استمعامله 

 . است

رویم. لذا در وهله  میسازی با استفاده از مدل پیشنهادی  اکنون به سراغ مرحله شبیه

ت اول یعنی نرخ . ابتدا حالنماییموارد  افزار اکسل نرم رها را دراول لازم است تا متغیّ

 رویم: ت دوم میسود ثابت را بررسی نموده و سپس به سراغ حال

 نرخ سود ثابت حالت اول: -

ماهانه  صورت بهها را  دادهکه  استساله 4که ذکر کردیم، عمر این اوراق  طور همان

های قیمت سهام شرکت ارتباطات سیار ایران را  ایم. پس در قدم اول داده گرفتهدرنظر

ها را از  بورس گرفته و سپس داده وبگاه، از شد ذکرمتناسب با بازه زمانی مدنظر که 

های ماهانه را محاسبه  ادامه بازدهی قیمت حالت روزانه به ماهانه تغییر داده و در

های  بر داده دهیم. علاوه ها را در یک ستون مشخص از اکسل قرار می کنیم و این داده می

بورس گرفته  هوبگارا از  مربوط به قیمت این اوراقهای  سهم مدنظر، لازم است تا داده

نیز اهمیت زیادی   و  های  و در یک ستون دیگر از اکسل وارد نماییم. محاسبه پارامتر

های قیمت سهام  بیانگر میانگین بازدهی  که در بخش قبل ذکر کردیم،  طور هماندارد. 

بیانگر انحراف معیار   . است 0612، برابر واردشدههای  طبق دادهماهانه است که 

است. نکته  0601، برابرواردشدههای  که طبق داده بودهای قیمت سهام ماهانه ه بازدهی

 نظر متناسب با دوره زمانی درشده نیز   این مقادیر محاسبهحائز اهمیت این است که 

که  است  رهای مهم،متغیّ ازجمله. انجام شود موردنیازه شود و لازم است تا تبدیل گرفت

ماهیانه  صورت بهو لازم است تا  هستدرصد سالیانه 16 ثبت بیانیهاین نرخ در 

 .استبرابر یک میلیون ریال است که    یکی دیگر از پارامترها،  درنظرگرفته شود.

. با توجه است   و    تعیین شود،ترین موارد دیگری که لازم است  مهم ازجمله

نیز    ا فاصله زمانی یا همانماهانه است، لذا لازم است ت صورت بههای ما  به اینکه داده
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 تعییناست. جهت  06013برابر با     مقدار . بنابراینماهانه درنظرگرفته شود صورت به

افزار  نرمدر  NORM.INV که در مقدمه بحث ذکر کردیم، از تابع طور همان،    کردن

 Standard Deviation و Mean و Probabilityاین تابع،   ورودیکنیم.  اکسل استفاده می

، لازم است تا یک ستون دیگری به نام Probability مقدار نمودن جهت وارد. است

Rand ایجاد کرده و با استفاده از تابعRand شود.  ، مقادیری بین صفر و یک ایجاد می

 .است   √ نیز برابر Standard Deviation برابر صفر خواهد بود و مقدار Meanمقدار 

ستون را باید تشکیل دهیم که شامل قیمت  5، شده دادهطبق توضیحات  کنونبنابراین تا

. لازم به ذکر است که است   ، زمان و تصادفیاوراق، بازده قیمت سهام پایه، اعداد 

ها دارد. در خصوص ستون زمان  تعداد اعداد و ارقام در هر ستون بستگی به تعداد داده

صفر و مقدار دوم برابر مقدار اول به اضافه که مقدار اول برابر  لازم به توضیح است

که داده در اختیار داریم، این محاسبه را  آنجاییاست و به همین صورت تا    مقدار

 دهیم.  ادامه می

رویم که لازم است  سازی می ترین بخش از شبیه ترین و مهم به سراغ اصلی درنهایت

ی که به و مقدار اکسل وارد نماییم افزار نرمرا در  مدل پیشنهادی که بخش قبل ذکر شد

گرفتن مفروضات  نظر درکه با  استشده اوراق  سازی قیمت شبیه درواقع، آید دست می

 شده صورت گرفته است.  توضیح داده

 در حالت اول شد، مدل پیشنهادی این پژوهش که در بخش قبل ذکر طور همان

  زیر است: صورت به )نرخ سود ثابت(

   ]         (:45رابطه )
      (    

 

 
             )]    (      

      )   
 

ن دارند که توضیح مقادیری معیّ   و  و   و  و   از این رابطه، مواردی مانند 

برابر     کند. رابطه در طول زمان تغییر پیدا می   و  و   داده شد و مواردی مانند 

ادامه خواهد     و به همین صورت تا        برابر است با   و       است با 

 داشت. 
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در راستای انجام محاسبات فوق، یک نکته حائر اهمیت نیز وجود دارد و این نکته، 

خصوص تعدیل قیمت مواردی که در  ازجملهسازی است.  سازی قیمت شبیه تعدیل

های این اوراق  قرار گیرد، درنظرگرفتن کوپن موردبررسی شده لازم است  سازی شبیه

. است ماهه سه صورت بههای این اوراق  که ذکر شد، کوپن طور همانکه البته  است

سازی کسر  شده از قیمت شبیه ماه لازم است تا مقدار کوپن محاسبه معنی که هرسه بدین

شده  سازی تعدیل های شبیه قیمت ه، بهشود. لذا با انجام این عملیات و محاسبات مربوط

 ،اوراق سازی . با مقایسه قیمت اوراق در بازار و قیمت شبیهدست پیدا خواهیم کرد

  :استزیر  صورت بهنمودار آن 

 
 نرخ سود ثابت -سهام بر مبتنياجاره  اوراقسازی  قيمت بازار و قيمت شبيه مقایسه (:1نمودار )

 های تحقیق یافتهمنبع: 
 

 با شده سازی شبیههای  گیری نمود که قیمت توان نتیجه می (1)با توجه به نمودار 

به این پژوهش است که مدل پیشنهادی  حالی دربازار مطابقت ندارد. این  های قیمت

گیرد که  می نظر درهای این اوراق را  و واقعیت استتر  واقعیت اقتصاد کشور نزدیک

 کاملاًاوراق اجاره اشاره کرد که  این نوع از پایه داراییتوان به  می ترین آن مهم ازجمله

 بر مبتنیمعنی که در اوراق اجاره  اوراق اجاره معمولی است. بدین پایه داراییمتفاوت از 
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روزانه و مستمر تعیین  صورت بهقیمت را  توان می وشفافیت دارد  پایه داراییسهام، 

مدل  درواقع. نیستدر اوراق اجاره معمولی به این صورت  که درحالینمود 

اجاره معمولی  گذاری اوراق سهام با مدل قیمت بر مبتنیاجاره  گذاری فعلی اوراق  قیمت

 نباید به این صورت باشد.  درواقع که درحالی استبه یک شکل 
 

 سهام مورد اجاره عایدیر و متناسب با نرخ سود متغیّ حالت دوم: -

 بعتبالتر و  نسبت به حالت اول طولانی ر()نرخ سود متغیّ سازی در حالت دوم روند شبیه

که در  طور همانتر بوده و مطابقت بیشتری با ماهیت این نوع از اوراق اجاره دارد.  دقیق

و لازم  بودهسهام  عایدیبخش قبل ذکر کردیم، در این حالت، نرخ سود متناسب با 

ازمند ساخت رابطه سهام مرتبط شود. برای انجام اینکار، ما نی عایدیاست تا این نرخ به 
 

 
 .( استrسهام مورد اجاره) عایدی بر مبتنیگر نرخ سود اوراق  هستیم. این رابطه نشان 

های مالی  ( را از گزارشepsکه ابتدا لازم است تا سود خالص هر سهم) صورت بدین

مالی  های گزارشذکر است که لازم به استخراج کرده و سپس بر قیمت تقسیم کنیم. 

ماهانه  صورت بههای ما  و با توجه به اینکه داده هستند ماهه سه صورت بهشده  منتشر

ماهانه تبدیل کرده و سپس بر  صورت بههای سود خالص هر سهم را  است، لذا داده

جهت انجام محاسبات و استفاده از این کنیم و  تقسیم می هرماهشده  قیمت محاسبه

 دهیم. در اکسل به آن اختصاص می را یک ستونینسبت، 

است.    و    محاسبه حائز اهمیت است، این قسمت مورد دیگری که در

  که ذکر شد، رابطه طور همان
 

باید  ،  بیانگر نرخ سود اوراق است که جهت محاسبه 

لازم است تا انحراف معیار    میانگین این اعداد محاسبه شده و در ادامه جهت محاسبه

برابر با     و 06012برابر با     محاسبه شود. با انجام این محاسبات، نیز این اعداد 

اعداد دیگر،  بودن ماهانهاست. لازم به ذکر است که این اعداد نیز با توجه به  060065

ثابت  صورت به   و   گرفته شود. این دو پارامتر همانند  نظر در هرماهباید متناسب با 

 شود.  درنظرگرفته می هرماه قیمت حاسبهبرای م
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، اعداد شود میاز دیگر مواردی که در این حالت نسبت به حالت قبل افزوده 

با توجه در این حالت لکن را شاهد بودیم.     که در حالت اول ما تنها  است تصادفی

 نیز دیگر تصادفیاعداد یک ستون ، زیر که در بخش قبل استخراج کردیمبه رابطه 

  دهیم. تشکیل می    چنین یک ستون دیگری به نام اضافه شده و هم

   ]        (:46رابطه )
      (    

 

 
  

      
 

 
  

              
  

         )]    (       
      )    (       

      )    
 

. است یگر مواردی است که نیازمند توجهد از  ، محاسبهبا توجه به رابطه فوق

، محاسبه مربوط به آن را انجام در اکسل correlationکه با استفاده از تابع  صورت ینبد

رها و است. بنابراین طبق مفروضات و متغیّ -06103دهیم و مقدار آن برابر  می

برابر است    شود. رابطه محاسبات مربوطه انجام می ، در رابطه فوقذکرشدهپارامترهای 

 ادامه خواهد داشت.    و به همین صورت تا        برابر است با   و       با 

قرار گیرد.  موردبررسیشده در این بخش نیز باید  سازی قیمت شبیه سازی تعدیل

 نظر در است ماهه 3 صورت بههای این اوراق که  که لازم است تا کوپن صورت بدین

شده از قیمت  ماه لازم است تا مقدار کوپن محاسبه عنی که هرسهم گرفته شود. بدین

های  سازی کسر شود. لذا با انجام این عملیات و محاسبات مربوط به آن، به قیمت شبیه

با مقایسه قیمت اوراق در بازار و قیمت  .شده دست پیدا خواهیم کرد  سازی تعدیل شبیه

  :استزیر  صورت بهنمودار آن  سازی اوراق، شبیه

 
 رنرخ سود متغيّ-اجاره مبتني برسهام اوراقسازی  مقایسه قيمت بازار و قيمت شبيه(: 2نمودار )

 های تحقیق یافتهمنبع: 
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سازی شده با  های شبیه گیری نمود که قیمت توان نتیجه می (2)با توجه به نمودار 

است که مدل پیشنهادی به واقعیت اقتصاد  حالی درهای بازار مطابقت ندارد. این  قیمت

ها و ماهیت این  و واقعیت استتر  به جهت اسلامی نیز واقعی و بودهتر  کشور نزدیک

این نوع از  پایه داراییتوان به  ها می ترین این مهم ازجملهگیرد که  اوراق را درنظرمی

اجاره معمولی است. اوراق  پایه داراییمتفاوت از  کاملاًاوراق اجاره اشاره کرد که 

توان قیمت  می شفافیت دارد و پایه داراییسهام،  بر مبتنیمعنی که در اوراق اجاره  بدین

ره معمولی به این در اوراق اجا که درحالی ،روزانه و مستمر تعیین نمود صورت بهرا 

چنین شایان ذکر است که این مدل پیشنهادی به جهت تغییرات . همنیستصورت 

مدل دهد. لازم به ذکر است که  بیشتری را مدنظر قرار می ریدخ برگقیمتی، 

گذاری اوراق اجاره معمولی  سهام با مدل قیمت بر مبتنیاجاره  گذاری فعلی اوراق  قیمت

م که نباید به این صورت باشد. در این پژوهش بیان کردی که درحالی. استیک شکل به 

شده در حالت اول  سازی های شبیه تچنین باید اشاره کرد، تفاوتی که نسبت به قیمهم

تر و متناسب با ماهیت این اوراق نیز در  تر و کامل دارد این است که مفروضات دقیق

سهام  عایدیبها متناسب با  که نرخ اجاره صورت بدینمدل پیشنهادی درج شده است. 

 مورد اجاره است.
 

 گيری نتيجهبندی و  جمع

های اخیر  یکی از دستاوردهای بازار سرمایه در سالسهام  بر مبتنیانتشار اوراق اجاره 

 ازجملههای مالی است و  دارایی بر مبتنینسل دوم اوراق اجاره و  درواقع بوده و

هایی که دارد  رود و با توجه به ویژگی شمار می های جدید اوراق تأمین مالی به بحث

دارای  جهت  این ازق شود استفاده از آن به سرعت توسعه یابد. این اورا بینی می پیش

 صورت بهدر بازار است و قیمت آن  مبادله قابلآن شفاف و  پایه داراییکه  بودهاهمیت 

ترین حقوق  گیری است. پس دارندگان اوراق باید بتوانند از مهم مستمر قابل اندازه

مند شوند. اما متأسفانه آنچه در  مالکیتی خود یعنی واگذاری اوراق به قیمت روز بهره
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گذاری و  تفاوتی در قیمتشود این است که  شاهده میاین اوراق م کارگیری بهاحی و طر

که باید موردارزیابی قرار با اوراق صکوک معمولی وجود ندارد فرایند مبادله این اوراق 

گذاری این اوراق با توجه  خاص جهت ارائه مدل ارزش طور بهن پژوهشی گیرد و تاکنو

شرایط  متأسفانهچنین لازم به ذکر است که هم ست.به ماهیت آن صورت نگرفته ا

 کاملاًانتشار این اوراق دقیقاً مشابه با اوراق صکوک معمولی است یعنی دارای نرخ سود 

 داراییشوند و تغییرات قیمت  ثابت بوده و در سررسید نیز با قیمت اسمی بازخرید می

 ندارد.  تأثیریدر ارزش اوراق هیچ  پایه

پایه ما یک   حققین و پژوهشگران، این بوده است که داراییآرزوی خیلی از م

گر قیمت آن باشیم. علت این امر این است  دارایی باشد تا ما هر لحظه قادر باشیم نظاره

دهیم که اصلاً  که در اوراق اجاره معمولی، ما یک دستگاه یا تجهیزاتی را اجاره می

قرار  پایه دارایی عنوان بهرا  سهام که زمانیاما  ،معلوم نیست قیمت آن مشخص و

یمت مشخص است. بنابراین را مشاهده کنیم و ق توانیم قیمت آن دهیم، هر لحظه می می

شود و گذاری این نوع از اوراق اجاره نیز مدلی ارائه  لازم است تا در خصوص ارزش

در و نیازمند اصلاح است.  نیستمتناسب با ماهیت اوراق  این اوراق گذاری فعلی قیمت

بها یا همان نرخ سود اوراق اجاره سهام  نرخ اجارهاین راستا باید اضافه کنیم که 

ن برای انواع و اقسام سهام نخواهد بود و بلکه لازم است تا نرخ ثابت و معیّ صورت به

چنین باید اشاره کرد که سهام مورد اجاره تعیین شود. هم عایدی نرخی متناسب با

اشی از سهام به مستأجر منتقل خواهد شد و در تعیین نرخ منافعی مانند سود تقسیمی ن

بها نیز تأثیرگذار خواهد بود و منافعی مانند سود ناشی از نوسان قیمت سهام و  اجاره

یین قیمت اوراق نیز حق رأی و حق تقدم در اختیار مالک)موجر( خواهد بود و در تع

 بر مبتنیپیشنهادی ه مدل . بنابراین با درنظرگرفتن این مفروضات و ارائاستمؤثر 

های بازار مقایسه شده و  با قیمت، کارلو مونتسازی  استفاده از شبیهریاضیات تصادفی و 
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های  سازی با استفاده از مدل پیشنهادی، با قیمت های شبیه شود که قیمت مشاهده می

 .استبازار متفاوت 

مدل  که رصورتیدبا توجه به فروضات مطرح شده، در پایان لازم به ذکر است که 

سهام ابزار مناسبی برای  بر مبتنی، اوراق اجاره مدنظر قرار گیرد گذاری ارزش پیشنهاد

بازار سرمایه در داخل کشورهای اسلامی خواهد بود و نسبت به وضعیت فعلی انتشار 
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