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استودنت  اي با استفاده از تركيب توزيع تي سازي تابع زيان بيمه مدل
  مقادير فرين ةيافته و نظري هايپربوليك تعميم ة چول

   3شاپور محمدي، 2رضا راعي ،1سعيد باجلان

تـوان بـا تركيـب توزيـع      كـه آيـا مـي   پـردازد   ميبه بررسي اين موضوع  حاضر تحقيق  :چكيده
مالي و بيمـه معرفـي شـده اسـت و      ةيافته كه اخيراً در حوز تعميم هايپربوليك ةاستودنت چول تي

خـوبي   مقـادير مركـزي را بـه    همكه  دكرسازي  اي مدل گونه همقادير فرين، تابع زيان را ب ةنظري
 هـاي  داده. دكن ـ سـازي   مـدل شـكل مطلـوبي    بـه بتواند مقادير حـدي را نيـز    و هم تخمين بزند

 ةنقلي ـ يلشخص ثالث وسـا  هاي نامه مالي بيمه هاي جاني و در اين تحقيق، خسارت شده استفاده
يافته در اين تحقيق  هايپربوليك تعميم ةاستودنت چول كاليبراسيون توزيع تي براي. موتوري است

اسـاس رويكـرد اوج    ها بـر  اكسترمم سازي مدل برايو ) EM( سازي انتظارات از الگوريتم حداكثر
نتـايج تحقيـق   . ده استاستفاده ش) MLE(نمايي  ر درستاز روش حداكث) POT(فراتر از آستانه 

شخص ثالث را  ةهاي ناشي از بيم تواند زيان خوبي مي به ،دهد توزيع تركيبي پيشنهادي نشان مي
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  مقدمه
 ،شـود  استفاده مياقتصاد و مالي  ةسازي در حوز مدل براي ي است كهترين تابع تابع نرمال متداول

شـود توزيـع نرمـال،     مـي  سبباي كه  ، پديدهاست 1اي، چوله هاي بيمه توزيع زيانطور كلي  اما به
اگرچه در  ).2006؛ ورنيك، 2000لين، (اي نباشد  هاي بيمه سازي ريسك مدل برايتوزيع مناسبي 

 ،اي كارهـايي صـورت گرفتـه    هاي بيمه سازي ريسك مدل براي ها ساير توزيعخصوص استفاده از 
برخـي خـواص   اي دار هماستفاده شود كه  2هاي بيضوي شده از توزيع تلاشعمدتاً در اين كارها 

. )2012الينگ، (ند دارانعطاف بيشتري در خصوص چولگي و كشيدگي  و همند هستتوزيع نرمال 
حال آنكه تحقيقات متعدد نشان  هاست، بودن آنهاي بيضوي متقارن  توزيعايراد اساسي  از سويي

  . شكل متقارني ندارد اي هاي بيمه  توزيع زيان است داده
 كارهـايي صـورت گرفتـه    ،تخمين تابع زيان برايهاي نامتقارن  در خصوص استفاده از توزيع

هاي  روي داده در تحقيقي كه الينگ . اشاره كردكار الينگ  توان به مي ها ترين آن از جامع كه  است
هـاي نمـايي،    توزيـع  اكچوئري از جمله توزيع متداول در 18، انجام دادبه شدت خسارت  ختصم

اسـتودنت، ويبـول، هايپربوليـك     وس، لوجستيك، لوگ نرمال، تيدو، كوچي، گاما، گ هندسي، كاي
 نتـايج تحقيـق  . مقايسه شـدند  3استودنت چوله از لحاظ برازندگي با دو توزيع نرمال چوله و تي... و

   ).2012الينگ، ( ددار برازندگي خوبي در مقايسه با رقبا  استودنت چوله نشان داد توزيع تي
هـاي توزيـع    لازم است كه دنباله ،گري در امر بيمه 4وقايع فرين اهميت حال، با توجه به با اين

 ،زيرا كه اتفاقاتي با احتمال بسيار كم اما شدت زياد ؛زيان با دقت بسيار بيشتري تخمين زده شوند
بحث بر سر ايـن موضـوع كـه آيـا     . كنديك شركت بيمه را با چالش جدي مواجه  يتواند بقا مي

موضـوع   ،هـا ارائـه دهـد    خسـارت  گونـه  ايـن هاي بهتري از  د تخمينتوان مي 5تئوري مقادير فرين
؛ امبرچتـز،  1997نيـل و سـالادين،    مـك (توان به مي تحقيقات مختلفي بوده است كه از آن جمله

؛ چاوا، استيفانسك و ترن بال، 1998، باسي، امبرچتز و كافتزاكي، 1999رزنيك و سامرودنيتسكي، 
ايـن تحقيقـات    بيشـتر  .اشاره كرد) 2004جوسنس و سيگرز، ، يرلانت؛ ب2010، لي و فنگ، 2008

 وجود با . هاي توزيع زيان بهتر از رقبا عمل كند تواند در تخمين دنباله اند اين تئوري مي نشان داده
رسـيدن بـه    بـراي دن ايـن دو دسـته توزيـع    كـر  در خصوص تخمين تابع زيـان بـا تركيـب    اين،

بـر همـين    .ا كنون كار خاصـي صـورت نگرفتـه اسـت    تر از شكل تابع زيان ت هاي صحيح تخمين

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
1. Skewed 
2. Elliptical Distribution  
3. Goodness of Fit 
4. Extreme Values 
5. Extreme Value Theory (EVT) 
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و تئـوري  استودنت چولـه   توزيع تي تركيب استفاده از شده است باتلاش  حاضر تحقيق اساس در
   .انجام شودسازي بهتري از توزيع زيان  مدل ،مقادير فرين

  پيشينة پژوهش
د توزيـع نرمـال   شـو  مي سببله ئند كه همين مسدارهاي چوله  توزيع اي معمولاً هاي بيمه ريسك

لـين،  ا چنـدان مناسـب نباشـد    ه نهاي مرتبط با آ اي و خسارت هاي بيمه سازي ريسك براي مدل
هايي كه بـا حـوادث    آن ويژه به(اي  هاي بيمه جز چولگي، برخي ريسك به. )2006؛ ورنيك، 2000
هاي  توزيع). 2002ان، و استرام نيل مكامبرچتز، ( ندداردنباله  هاي پهن توزيع )ندا آميز مرتبط فاجعه

هاي مناسبي بـراي توزيـع نرمـال     جايگزين 2بيضوي ةچول ةها از خانواد و ساير توزيع 1نرمال چوله
انعطاف بيشتري در رابطه بـا   برخوردارند و همهاي توزيع نرمال  مزيت هم اززيرا  ؛رسند نظر مي به

  .نددارچولگي و كشيدگي 
روي   را 3اي توزيع نرمال چوله و لوگ نرمال چولـه  )2008( بولانس، گويلن، پليكان و ورنيك

   .، برازش كردندخودرو اسپانيا بود ةبه صنعت بيممختص كه  4متغيره اي از ادعاهاي دو مجموعه
هـاي مختلـف توسـعه     و ديتابيس 5چوله.  توزيع تي استفاده ازكار بولانس را با ) 2012(الينگ 

 ـ    ربارةدخود به بحث  ةدر مقال )2006( ورنيك. داد  ،6متغيـره  چنـد  ةاسـتفاده از توزيـع نرمـال چول
هـدف  . گيري ريسك و تخصيص سرمايه پرداخـت  منظور اندازه عنوان جايگزين توزيع نرمال به به

  .سرمايه بود ةتخصيص بهين براي TCE7 معيار ةن فرمولي بر پاييافتاو  ةاصلي مقال
سـازي رويـدادهاي    مـدل  ايبـر كارگيري تئوري مقادير فـرين   هادبيات موضوع در خصوص ب

بسـياري از  . استها در حال گسترش  اكچوئريست ةو كاربرد آن در حل مسائل مورد علاق 8كرانه
بـراي تخمـين    9يافتـه  كه توزيـع پـارتو تعمـيم    اند گرفته در اين حوزه نشان داده رتتحقيقات صو

و سـالادين،   نيـل  مـك ؛ 1997نيـل،   مك( برتر استها  هاي تابع زيان نسبت به ساير توزيع دنباله
امبرچتـز،   ؛1998باسي، امبرچتـز و كـافتزاكي،    ؛1999؛ امبرچتز، رزنيك و سامرودنيتسكي، 1997

  )1997؛ رزنيك، 1997كلاپلبرگ و ميكوش، 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
1. Skew Normal 
2. Skew Elliptical  
3. Log Skew Normal 
4. Bivariate Claims 
5. Skew t 
6. Multivariate Skew Normal 
7. Tail Conditional Expectation (TCE) 
8. Extermal Event  
9. Generalized Pareto Distribution (GPD) 
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سازي ادعاهـاي بـزرگ در    با استفاده از تئوري مقادير فرين به مدل) 1992(و تئوگلز  يرلانتب
سـازي   مدل براياز تئوري مقادير فرين  )2000( و تجويدي روتزن. هاي غيرزندگي پرداختند بيمه

، مقـدار  حـدي هاي  سازي زيان روي مدل ها آن. دندكروفان استفاده طاز  گرفته نشئتهاي  خسارت
 )2000( نيـل و سـالادين   مـك . دنـد كرتمركـز   يهاي كلي خسارت و شناسايي روند چنين خسارت

) POT(ن آتي با استفاده روش اوج بيش از آستانه هاي فري بيني خسارت پيش برايهايي را  سناريو
 )2004( جوسنس و سـيگرس بريلانت و  .وفان توسعه دادندطهاي ناشي از  در پرتفويي از خسارت

بـودن را از خـود نشـان     دنباله پهن ةهمواره پديد ،اي هاي زيان بيمه داده نتيجه گرفتند يدر تحقيق
را هـاي زيـان عمليـاتي     در داده 1هـاي تجربـي   اعدهق )2004( پاتريك، جردن و رزنبرگ. دهند مي

سسـات مختلـف   ؤحسـب نـوع رخـداد در ميـان م     بـر  ،هاي زيان و دريافتند كه داده بررسي كردند
بينـي توزيـع زيـان بـراي      سـازي و پـيش   مـدل  بر )2008( چاوا، استيفانسك و ترن بال .ندا  مشابه
 )2010( همكارانشداهن و  .دندكرها تمركز  نظير اوراق قرضه يا وام ،هاي ريسكي اعتباري دارايي
 طـي يـك   توانند ها مي مريكا را بررسي كردند و نشان دادند بانكآهاي  به بانك ختصهاي م داده

 بـراي هاي فـرين   ها همچنين از توزيع آن. طور متوسط چهار خسارت عمده را تجربه كنند سال به
در ) 2012(چيانـگ لـي   . دنـد كرستفاده سالانه ا ةهاي عملياتي و تخمين حق بيم برازش خسارت

وجودآمده  بههاي  توزيع زيان براي خسارت ةسازي و تخمين پارامترهاي دنبال روي مدل خود ةمقال
هـاي   يافتـه را بـا توزيـع    توزيع پـارتو تعمـيم   اش وي در مقاله. دكرسوزي در تايوان تمركز  آتشاز 

هاي نمودارهاي  ن آستانه را با استفاده از روشميزا و دكرنرمال، نمايي، گاما و ويبول مقايسه  لوگ
  .دست آورد به 3نمايي اسميرنوف و آزمون نكويي برازش نسبت درست ـ  ، كولموگروف2هيل

تري از توزيع زيـان   سازي كامل با تركيب اين دو نظريه، مدلشود  تلاش ميدر تحقيق حاضر 
اليبراسـيون آن و همچنـين رويكـرد    استودنت چوله و چگونگي ك در ادامه توزيع تي. صورت بگيرد

  . شوند تشريح مي ،عنوان دومين قضية اساسي نظرية مقادير فرين اوج بيش از آستانه به

  4استودنت چوله توزيع تي
يافتـه   صورت حالت خاصي از توزيع هايپربوليك تعمـيم  استودنت چوله به توزيع تي ،در اين تحقيق

هاي مختلفي تعريف شده است كه  صورت نت چوله بهاستود توزيع تي گفتني است. شود ميتعريف 
 تعريـف از ايـن   بـه دو دليـل  . )2006(د كرآس و هاف مراجعه  ةتوان به مقال آنها مي ةبراي مطالع

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
1. Empirical Regularities  
2. Hill Plots 
3. Likelihood ratio goodness-of-fit test  
4. Skewed t distribution 
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هـا   دنبالـه تمـام   ،ساير تعاريف موجود در نخست اينكه استفاده شده است؛ حاضر تحقيق خاص در
سازي  اما قادر به مدل ،شوند دنباله برازش مي پهنهاي  روي توزيع خوبي به و ندهست 1اي جمله چند

هـا   در اين تعريف يكي از دنبالـه  ؛ برخلاف آنچه گفته شد،نيستند شايان توجهي و صحيحچولگي 
صـحيح و  سازي چولگي  به مدل توان و مي استصورت نمايي  اي و ديگري به جمله صورت چند به

كمـك الگـوريتم    مـايي پارامترهـاي آن بـه   ن تخمين حداكثر درسـت  ؛دوم. پرداختشايان توجهي 
  . نيز نسبتاً آسان است 2حداكثرسازي انتظارات

 3يافته صورت حالت خاص هايپربوليك تعميم استودنت چوله به بيان توزيع تي
يافتـه   يمم ـحالت خاصي از توزيع هايپربوليـك تع  ،يافته هاپيربوليك تعميم ةاستودنت چول توزيع تي

د كـر صـورت زيـر تعريـف     تـوان بـه   متغيره را مي تك ةيافت بوليك تعميمچگالي توزيع هايپر. است
   ):1999پراس، (

(ݔ)௫݂  )1رابطة  = ଶߙ) − ଶ)ఒߚ ଶൗ ଶߜඥߙఒିଵ/ଶ൫ܭ + ݔ) − ଶ൯exp(ߤ ݔ)ߚ) − ଶߙඥߜఒ൫ܭఒߜఒିଵ/ଶߙߨ2√((ߤ − ଶߜଶ൯൫ඥߚ + ݔ) − ଶ൯ଵ(ߤ ଶൗ ିఒ  

 6شـكل  ߚو  ߙ و هسـتند  5و مقيـاس  4موقعيت كنندة تعيين ترتيب به ߜو  	ߤ كه در آن پارامترهاي
xكه  (ݔ)Kλ. ندكن را مشخص ميتوزيع   ߣ ةنوع دوم بـا رتب ـ  7ةيافت معرف تابع بسل تعديل ،0<
  ):1981نيلسن و بلسيد، ـ  بارندورف( استصورت زير  بيان انتگرالي از اين تابع به .8است

(ݔ)K  )2رابطة  = 12න ఒିଵஶݕ
 ݁ିమೣ൫௬ା௬షభ൯݀ݕ , ݔ > 0 

  : نددست آور بهو پارامترها بايد شرايط زير را 

ߜቐ  )3رابطة  ≥ 0, |ߚ| < ߣ	݂݅		ߙ > ߜ0 > 0, |ߚ| < ߣ	݂݅		ߙ = ߜ0 > 0, |ߚ| ≤ ߣ	݂݅		ߙ < 0 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
1. Polynomial  
2. Expectation Maximization (EM) 
3. Generalized Hyperbolic Skew Student’s t-distribution 
4. Location  
5. Scale  
6. Shape  
7. Modified Bessel Function  

 .شود گفته مي 3تر به آن نوع  كه در متون قديمي شود مييادآوري . 8
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ـ  نرمال ميـانگين  ةصورت آميخت توان به را مي يافته هايپربوليك تعميم ةاستودنت چول توزيع تي
 GIGكـه در آن توزيـع   نيز تعريـف كـرد    GIG(2( يافته با توزيع گوسي معكوس تعميم 1واريانس

   ):1981نيلسن و بلسيد، -بارندورف( استتابع چگالي زير داراي 

;ݖ)݂  )4رابطة  ,ߣ ,ߜ (ߛ = ቀߜߛቁఒ (ߜߛ)ఒܭఒିଵ2ݖ exp ൜−12 ଵିݖଶߜ) +  ൠ(ݖଶߛ
  : دكرصورت زير تعريف  به را دارديافته  توزيع هايپربوليك تعميم كه Xتوان متغير  مي بنابراين،

ܺ  )5رابطة  = ߤ + ܼߚ + √ܼܻ 

,ߣ)ܩܫܩ~ܼ، 1)	ܰ(0,	Y~كــــه در آن؛  ,ߜ ــتقل از  Yو  (ߛ ــتند Zمســ و همچنــــين  هســ
γ = ඥ2ߙ −   .2ߚ

ߣمقـدار   1رابطـة  اگر در  = −జ
ߙو  2 → หߚห   ـ  ، توزيـع تـي  قـرار داده شـود   ةاسـتودنت چول

  : است 6رابطة صورت  تابع چگالي اين توزيع به. آيد دست مي بهيافته  هايپربوليك تعميم
  )6رابطة 

௫݂(ݔ) =
۔ۖۖەۖۖ
ۓ 2భషഔమ ഔశభమ|ߚ|	జߜ ഔశభమܭ ൫ඥߚଶ(ߜଶ + ݔ) − ଶ)൯(ߤ ݔ)ߚ൫ݔ݁ − ߁൯(ߤ ቀ௩ଶቁ√ߨቀඥߜଶ + ݔ) − ଶቁഔశభమ(ߤ , ߚ ≠ 0
௩ାଵଶ)߁ (జଶ)߁ߜߨ√( ቈ1 + ݔ) − ଶߜଶ(ߤ ି(జାଵ)/ଶ , ߚ = 0 

  .3ستتابع گاما معرف Γكه در آن 

  4سازي انتظارات استفاده از الگوريتم حداكثرچوله با  .كاليبراسيون توزيع تي
كه اجازه  را دارداين مزيت مهم  ،واريانس ـ  نرمال ميانگين ةصورت آميخت چوله به .تيبيان توزيع 

اين الگـوريتم  . براي كاليبراسيون آن استفاده شود )EM( سازي انتظارات الگوريتم حداكثر دهد  مي
تخمـين حـداكثر    بـراي  يابـزار قدرتمنـد   كردند،ارائه  1977در سال  دمپستر، ليرد و روبينكه را 

طـور خـاص    اين الگـوريتم بـه  . برخي مقادير آن مفقود شده است هايي است كه نمايي داده درست
طـور ذاتـي بـه     دن بـه كر زيرا عمليات آميخته ؛استهاي آميخته بسيار مناسب  براي تخمين توزيع

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
1. Normal Mean-Variance  
2. Generalized Inverse Gaussian 
3.		Γ(ݔ) = 	 ݁ି௧∞ .௫ିଵݐ  ݐ݀
4. Expectation Maximization Algorithm (EM)  
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تخمـين   برايكارگيري اين الگوريتم  هب چگونگيدامه در ا. دشو ها منجر مي شدن برخي داده مفقود
 ـ  استودنت چوله هايپربوليك تعميم پارامترهاي توزيع تي  )2006(آس و هـاف   ةيافته براسـاس مقال

  :دشو تشريح مي
مشـاهده  و يـك بخـش    ܺ مشاهده پـذير هاي صحيح شامل يك بخش  داده كنيم فرض مي

 ـ: اسـت تكرار متوالي دو مرحله  ،زي انتظاراتالگوريتم حداكثرسا. ندهست ܼمشاهده  ناپذير  ةمرحل
 ـ). M-Step(سـازي انتظـارات    حداكثر ةو مرحل) E-Step(انتظارات  ، فـرد انتظـارات   E ةدر مرحل

 ـ  را با در نظر گرفتن مقادير فعلي پارامترها محاسبه مي مشاهده ناپذيربخش   M ةكنـد و در مرحل
,ݔ)ݔ݂ نمايي عبارت درست (ݖ = شـده در   با اسـتفاده از انتظـارات محاسـبه    (ݖ)ݖ݂(ݖ|ݔ)ݖ|ݔ݂
   . آيد دست مي به E ةمرحل

logو  1ିܼ، ܼهاي  انتظار شرطي آماره ةشامل محاسب E ةمرحل :Eمرحلة  براي توزيـع  . است ܼ
ܩܫܩ~ܺ|ܼ: يافته داريم هايپربوليك تعميم ቀߣ − 1

2 , ඥ2ߜ + ݔ) − ,2(ߤ يـع  زتو براي ابراينبن. ቁߙ
  :خواهيم داشتنيز يافته  هايپربوليك تعميم ةاستودنت چول تي

ܩܫܩ~ܺ|ܼ  )7رابطة  ൬−߭ + 12 ,ඥߜଶ + ݔ) − ,ଶ(ߤ  ൰|ߚ|
,ߣ)ܩܫܩگشتاورهاي توزيع  ,ߜ   )2002كارليس، ( هستند 8رابطة صورت  به (ߛ

(ܼ)ܧ  )8رابطة  = ൬ߛߜ൰ (ߛߜ)ఒܭ(ߛߜ)ఒାܭ  

(ݔ)ݍاگــر  = ඥ2ߜ + ݔ) − هايپربوليــك  ةاســتودنت چولــ بــراي توزيــع تــي ،باشــد 2(ߤ
   :آيد دست مي به 10و  9رابطة يافته  تعميم

ߦ  )9رابطة  = |ܼ)ܧ ܺ = (ݔ = |ߚ|(ݔ)ݍ భషഔమܭ ഔశభమܭ((ݔ)ݍ|ߚ|)  ((ݔ)ݍ|ߚ|)
ߩ  )10رابطة  = ൫ܼିଵหܧ ܺ = ൯ݔ = (ݔ)ݍ|ߚ| ഔశయమܭ ഔశభమܭ((ݔ)ݍ|ߚ|)  ((ݔ)ݍ|ߚ|)
  : خواهيم داشت ،علاوه به
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  )11رابطة 
߯ = ൫logܧ ܼିଵห ܺ = =൯ݔ log ൬ݍ(ݔ)|ߚ| ൰ +	 ഔశభమܭ1 ((ݔ)ݍ|ߚ|) ഔశభమܭ߲ ߲((ݔ)ݍ|ߚ|) ቀజାଵଶ ቁ  

   ؛)2004منيكا و سنتانا، ( شود زير استنتاج مي ةكه از رابط

log)ܧ  )12رابطة  ܼ) = ݎ߲(ܼ)ܧ߲ ฬୀ = ݈݃ ൬ߛߜ൰ + (ߛߜ)ఒܭ1 ߣ߲߲  (ߛߜ)ఒܭ
تـوان بـا اسـتفاده از     را مـي  λ ةنوع سـوم نسـبت بـه مرتب ـ    ةيافت هاي تابع بسل تعميم شتقم
هـاي   كـه تخمـين   انـد  هـا پيچيـده   قدر اين فرمول آن ،حال با اين .دكرهاي موجود محاسبه  فرمول
   .شوند ترجيح داده ميعددي 
سـازي   حـداكثر  كـه از  كنـد  محاسبه مي را ييهاي پارامترها فرد تخمين M ةدر مرحل :Mمرحلة 
,ݔ)ݔ݂نمايي  درست (ݖ = نتيجـه   χ୧و   ،ρ୧ߦ ساختگي با استفاده از مقادير (ݖ)ݖ݂(ݖ|ݔ)ݖ|ݔ݂

ݔ̅اگر  .شود مي = 1 ∑ ̅ߦو  ୀ1ݔ = 1 ∑   :شوند روز مي زير به هاي بطهرااساس  بر ߤ و ߚهـاي   ام الگوريتم، تخمينkباشد، در تكرار  ୀ1ߦ

(ାଵ)ߚ  )13رابطة  = ∑ ߩݔ − ݔ̅ ∑ ୀଵୀଵ݊തߩ − ̅ߦ ∑ ୀଵߩ  

(ାଵ)ߤ  )14رابطة  = ݔ̅ − ̅ ߦ(ାଵ)ߚ

  : شود زير محاسبه مي ةعنوان جواب معادل به υپارامتر 

log  )15رابطة  2݊ − log ൭ߩ
ୀଵ ൱ − 1݊߯ = ߰ቆ߭ାଵ2 ቇ

ୀଵ − log ߭(ାଵ) 
  :شود صورت زير تعريف مي كه به است 1تابع دي گاما ψ(0)كه در آن 

(ݔ)߰  )16رابطة  = ݀(log൫Γ(ݔ)൯)݀ݔ = ݀(Γ(ݔ))/݀ݔΓ(ݔ)  

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
1. Digamma Fucntion 
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  :سرانجام

(ାଵ)ߜ  )17رابطة  = ඨ݊ ߭(ାଵ)∑ ୀଵߩ  

 ؛اسـت شده   نمايي تضمين هاي حداكثر درست ه زنند به سمت تخمين EM همگرايي الگوريتم
 .استاستاندارد  اين الگوريتم زيرا

  1تئوري مقادير فرين
 بـراي هـاي تـاريخي    نبايد زياد به داده دهد نشان مي ،اخير رخ داده است ةده سهوقايعي كه طي 

 ـ ،3ريـج  نـورث  لـة زلز ،2وفان اندروط. دكردر آينده اتكا  ها تاربيني احتمال و شدت خس پيش  ةزلزل
آميز طبيعي يا  هاي فاجعه هايي از خسارت همگي نمونه ،سپتامبر 11تروريستي  هاي هحملو  4كوب
  .دكرسازي  مبناي شواهد تاريخي نتوان آنها را مدل ند كه شايد برهست دست بشر ةساخت

مقادير اصلي تئوري  ةعنوان دومين قضي به )1974( پيكاندز وهان  ديـ   بالكما ةبراساس قضي
ܨط تحت شرفرين،  ∈ بيش  مقاديرتوزيع حدي براي توزيع  ةيافت تعميم توزيع پارتو ،(ܪ)ܣܦܯ

ا ر (௨)ߪ مثبـت تـوانيم تـابع    كـه مـا مـي    ابه اين معن ـ ؛است uكافي بزرگ  ةانداز به ةاز يك آستان
  :طة زير برقرار شودراب  اي بيابيم كه گونه به

lim  )18رابطة  ௨ܨ|ݑܵ	 (ݕ) − ,కܩ |(ݕ)(௨)ߪ = ݑ 0 ⟶ ܺி				0 ≤ ݕ ≤ ܺி − ܨ ݑ ∈ క൯ܪ൫ܣܦܯ        اگر و تنها اگر 

  :بيان ديگر به

 ௨(௬)≈ீ,()(௬)ܨ  )19رابطة 
   : كه در آن

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
1. Extreme value Theory  
2. Hurricane Andrew  
3. Northridge Earth quake  
4. Kobe Earthquake  



 1395بهار ، 1 ةشمار ،18 ةدور ، ماฮی ূ਼࡛ࣣقات  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ    48

(ݕ)క,ఙܩ  )20رابطة  = ቐ1 − (1 + ߪߦ ଵି(ݕ క				కஷൗ
1 − ݁ି௬ ఙ	  కୀൗ  

ݕبراي  ∈ ሾ0, 	ிݔ − ݕو اگر  ߦ= 0اگر  ሿݑ ∈ ቂ0, ఙక	ቃ  ߦ > 0اگر.  
ξ 1 با پارامتر GPDبراي توزيع  1د كه تابع ميانگين مازاد خسارتكرتوان اثبات  مي نوعي  >

  ):1997كلاپلبرگ و ميكوش، امبرچتز، (صورت زير است  تابع خطي به

(ݑ)݁  )21رابطة  = ܺ)ܧ − u|ܺ > (ݑ = ߪ + 1ݑߦ + ߦ  

,ߦيافته با پارامترهاي  تو تعميم  داراي توزيع پار Xكه در آن   u ةاين نتيجه در تعيين آستان. است ߪ
  .بسيار كاربرد دارد كه در قسمت بعد به آن پرداخته خواهد شد

  انتخاب حد آستانه چگونگي
,1ܺ مفروض ةميانگين مازاد تجربي براي نمون تابع ܺ2, …ܺ شود صورت زير تعريف مي هب:  

(ݑ)݁  )22رابطة  = ∑ ( ܺ − ∑ାୀଵ(ݑ 1{வ௨}ୀଵ  

تابع يك  ةيافت با توجه به اين تعريف و اين نكته كه تابع ميانگين مازاد براي توزيع پارتو تعميم
ݔتقريبـاً بـراي    (ݔ)݁ اي انتخاب كنيد كـه نمـودار   گونه هرا ب ݑ<  0 ةآستان«  : دست آورد به u ةتعيين آستان برايتوان رويكرد نموداري زير را  خطي با شيب مثبت است، مي ≥ خطـي   ݑ

	».باشد 	
 ـ (ݑ)݁ مناسـب، بايـد مقـدار    u ةين آسـتان يتع براي ،براساس اين رويكرد ازاي مقـادير   هرا ب

مجمـوع   ،درواقـع . پرداخـت  نمودار ميانگين مـازاد  به ترسيم و پس از آن محاسبه كرد uمختلف 
,ݑ൫ نقاط ݁(ݑ)൯, :ݔ < ݑ < از آنجـا كـه   . در نمونه هسـتند  هاي موجود ترين داده ترين و كوچك ترتيب بزرگ به :ݔو  ୬:1ݔ كـه در آن كرد  روي محورهاي مختصات ترسيم را بايد ୬:1ݔ

 ةتابع خطي با شيب مثبت اسـت، از يـك آسـتان    نوعي ،يافته تابع ميانگين مازاد توزيع پارتو تعميم

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
1. Mean Excess Function  
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آن . صورت يك خط راست با شيب مثبـت در خواهـد آمـد    مشخص به بعد شكل منحني تقريباً به
  ).1997، امبرچتز، كلاپلبرگ و ميكوش( خواهد بود uمشخص مقدار مناسب  ةآستان

  فرين هاي مقادير تخمين پارامترهاي توزيع
يافتـه   و پارتو تعميم) GEV(يافته  فرين تعميم هاي مقادير برازش توزيع برايهاي گوناگوني  روش

)GPD( تـوان بـه روش حـداكثر     هـا مـي   هاي واقعي ارائه شده اسـت كـه از جملـه آن    روي داده
از ايـن پـس   (حسـب احتمـالات    شـده بـر   ونو گشـتاورهاي مـوز  ) MLاز اين پس (نمايي  درست

PWM1(  دكراشاره.  
و  MLبايد گفت كه هـر دو روش   GPDهاي تخمين پارامتراي توزيع  در خصوص متدلوژي

PWM و همچنين روتـزن و   )1987(و وود  واليس ،سازي كه توسط هاسكينگ شبيه اتدر مطالع
هاسـكينگ و والـيس دريافتنـد كـه بـراي      . انـد  ه است، مقايسه شـده شدانجام  )1996( تجويدي

0 ةدامن ـ در پـارامتر شـكل  يافته بـا   هايي با توزيع پارتو تعميم داده ≤ ξ ≤  بـراي  ويـژه  بـه  ،0/4
روش  حسـب احتمـالات نسـبت بـه     شده بـر  كوچك، روش گشتاورهاي موزون ةهايي با انداز نمونه

انحـراف كمتـري از مقـدار     وشهاي ايـن ر  تخمين زيرا ؛داردبيشتري مزيت  نمايي درست حداكثر
از سوي ديگر روتـزن و  . شود نمونه اين مزيت ناپديد مي ةبه موازات افزايش انداز ؛ امانددارواقعي 

ξ 5/0 پهن با ةهايي با دنبال تجويدي نشان دادند كه براي داده شـده   روش گشتاورهاي موزون ≤
هـاي روش   حاليكـه تخمـين   در ؛ددارهـاي جـدي    تورشدر تخمين پارامترها  حسب احتمالات بر

توزيـع   اي كـه  هاي خسارت بيمـه  از آنجا كه در اين تحقيق با داده. نمايي سازگارند حداكثر درست
 .يمكن نمايي را انتخاب مي كار داريم، روش حداكثر درست د سرودارندنباله  پهن

  نمايي روش حداكثر درست
هــاي  نمــايي براســاس داده تــابع درســت. دارد ߠℎتــابع چگــالي تــابع   θܪفــرض كنيــد توزيــع  ݕ = ,1ݕ} ,2ݕ … , گيلـي و  ( شـود  بيـان مـي   23رابطـة  ستند، توسط ه i.i.dها y كه در آنها {ݕ

  ):2006كلزي، 

;ߠ)݈  )23رابطة  (ݕ =ෑℎఏ(ݕ
ୀଵ ) 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
1. Probabilitg Weighted Moments 
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;ߠ)ܮاگر  (ݕ = ln	(݈(ߠ;  θبـراي   MLE(1(نمـايي   حداكثر درسـت  ةدنزن ، تخمينباشد ((ݕ
  : برابر است با

θ  )24رابطة  = argmax L(θ; y) 
  .تواند اتخاذ كند مي θمقاديري است كه  ةمجموع Θكه در آن 

ݕاز متغيــر  i.i.dة نمونــ بــارةدر = ,1ݕ} ,2ݕ … ,  لگــاريتم، تــابع GPDبــا تــابع توزيــع  {ݕ
  :استصورت زير  نمايي به درست

,ߦ)ܮ  )25رابطة  (ࣳ|ߪ = ۔ە
݈݃݊−ۓ − ߦ1) + 1) log ൬1 + ൰݅ࣳߪߦ ݂݅ ߦ ≠ 0ୀଵ−݈݊ߪ݃ − ߪ1 ࣳiୀଵ ݂݅ ߦ = 0  

  جامعة آماري و نمونة تحقيق
توسـط  ه شـد شخص ثالث صادر ةنام به بيمه ختصهاي خسارتي م داده ةآماري تحقيق كلي ةجامع

هـاي خسـارتي    ابتـدا داده  هـا،  منظـور گـردآوري و پـايش داده    بـه . اسـت ايراني  ةهاي بيم شركت
سنهاب  ةهاي بيمه كه اطلاعات آنها در سامان شركت ةكلي ه ازشدهاي شخص ثالث صادر نامه بيمه

كـه هـر يـك شـامل      گيرد را دربرمي مشاهده 149305اين اطلاعات . دشگردآوري  ،استموجود 
زمـاني   ةدر بـاز ) جاني، مـالي (نامه، مبلغ خسارت و نوع خسارت  نامه، تاريخ صدور بيمه يمهب ةشمار
   .شود مي 1392تا مرداد  1384دين رفرو

مشـخص بـيش از يـك     ةنام ـ بيمـه  ةازاي يك شمار از آنجا كه در برخي موارد به ،در گام بعد
 ،هشـد صادر ةنام اي هر بيمهاز شدند تا مشخص شود به جمعها  خسارت ةكلي ،خسارت رخ داده بود

 ،اين اصلاحات اعمال بعد از .خسارت جاني پرداختي و خسارت مالي پرداختي چه ميزان بوده است
  . دست آمد نامه به ازاي هر بيمه هاي جاني و مالي به زوج مشاهده از خسارت 37804در مجموع 

 لازم بود  ،و قيمت خودرو خودروبا توجه به تغييرات نرخ ديه و همچنين تغييرات اجرت تعمير 
اين  اعمالمنظور  به. تعديل صورت گيرد 1392هاي قبل از  روي ميزان خسارت جاني و مالي سال

هـا   سـپس نـرخ رشـد آن    ،دندش ـحمل و نقل استخراج  ةابتدا مبلغ ديه و شاخص هزين ،تعديلات

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
1. Maximum Liklihood estimator  
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هـاي   در سـال عنوان عامل تعديل خسارت جاني و مالي  شده به از نرخ رشد محاسبه. مشخص شد
 . دشاستفاده  1392قبل از 

  هاي تحقيق تجزيه و تحليل داده
 تحقيق ةتوصيف آماري نمون

در اين جدول . دهد هاي مالي و جاني را به تفكيك نشان مي هاي توصيفي خسارت آماره 1 جدول
ميـانگين،  (اول تـا چهـارم    ةگشـتاورهاي مرتب ـ  هر يـك از  هاي بر تعداد مشاهدات و سنجه علاوه

مشاهدات و همچنين ميـانگين مشـاهدات    درصد 95كوانتايل ) حراف معيار، چولگي و كشيدگيان
  :اند نمايش داده شده درصد 95بالاي كوانتايل 

  هاي جاني و مالي هاي توصيفي خسارت آماره. 1جدول 

هاي  خسارت  سنجه
  مالي

  هاي  خسارت
  جاني

لگاريتم 
  هاي جاني خسارت

لگاريتم 
  هاي مالي خسارت

 37804 37804 37,804 37,804  مشاهدات تعداد

 18/61 16/38 351,310,324 21,833,857  ميانگين

 1/43 1/13 807,460,244 22,043,426  انحراف معيار

 0/17 0/39- 8/45 3/87  چولگي

 2/94 2/29 152/04 70/94  كشيدگي

 21/14 17/91 1,520,000,000 59,958,294  %95كوانتايل 

 21/63 18/22 2,873,299,099 85,658,825  تر از كوانتايلميانگين مشاهدات فرا

  
هـاي   روي مقادير اصـلي خسـارت   استودنت چوله نشان داد برازش توزيع تي ةهاي اولي بررسي

 ةبودن مقدار درج ـ تر پايين. استآزادي كمتر از چهار  ةمقدار درج زيرا دارد؛مالي مشكلات خاصي 
 ةحـداقل چهـار درج ـ   ،در واقع. اورهاي توزيع وجود ندارندآزادي از چهار، به اين معناست كه گشت

 براساس پيشنهاد الينگحل اين مشكل  براي. آزادي لازم است تا چهار گشتاور اول موجود باشند
هيسـتوگرام  . سـازي شـده اسـت    مدللگاريتم مشاهدات سازي مقادير اصلي،  جاي مدل به )2012(

  . ئه شده استارا 1مشاهدات اصلي و لگاريتم آنها در شكل 
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، لگاريتم )بالا سمت چپ(و مالي ) بالا سمت راست(هاي جاني  هيستوگرام خسارت .1 شكل

  )پايين سمت چپ(و لگاريم خسارت مالي ) پايين سمت راست(هاي جاني  خسارت
  

  هاي مالي و جاني سازي خسارت مدل
 uة تعيين آستان

ݑازاي  بهدهد  ها نشان مي بررسي ≥  كمـابيش  ،هاي مالي ميانگين مازاد خسارت شكل تابع 17/2
تعداد . شود در نظر گرفته مي 2/17برابر  u ةبر همين اساس آستان. استصورت يك خط راست  به

 GPDتخمـين تـابع    بـراي ايـن مشـاهدات   . مشاهده است 11634مشاهدات فراتر از اين آستانه 
 ـ   سمت راست توزيع خسـارت  ةسازي دنبال منظور مدل به  .كـار گرفتـه خواهنـد شـد     ههـاي مـالي ب

سازي مقادير مركـزي و   منظور مدل كه به است مشاهده 26170 يادشده ةمشاهدات كمتر از آستان
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مشـاهده   ،هـاي جـاني   براي خسـارت . شود هاي مالي استفاده مي سمت چپ توزيع خسارت ةدنبال
ݑازاي  شود به مي ≥  4/21 ةانآسـت  بنـابراين شـود،   صورت يك خط ديده مـي  شكل تابع به 21/4
فراتر از اين آسـتانه   ةمشاهد 1773 .شود مشاهدات حدي انتخاب مي ةكنند عنوان مرز مشخص به

مانـده   باقي ةمشاهد 36031. كار گرفته خواهند شد به GPDمنظور تخمين توزيع  قرار دارند كه به
ني بـا  هـاي جـا   سمت چپ توزيع مقادير لگاريتم خسارت ةتخمين مقادير مركزي و دنبال براينيز 

 . شوند استودنت چوله استفاده مي استفاده از توزيع تي

  سازي مقادير حدي  مدل
ارائـه   2در جـدول   نمايي روي مشاهدات حدي با روش حداكثر درست  GPDنتيجة برازش توزيع 

  .شده است

  هاي جاني و مالي روي لگاريتم مشاهدات حدي خسارت شده برازش GPDپارامترهاي توزيع  .2جدول 
  هاي جاني لگاريتم خسارت  هاي مالي لگاريتم خسارت  شده متر تخمين زدهپارا

2/17  42/21  
0925/0 -  1859/0 -  
4142/0  6673/0  

  
مقـادير واقعـي    1كوانتايلـ  نمودار كوانتايل ،گرفته هاي صورت منظور بررسي نيكويي برازش به

است كه اين  گفتني. م شده استترسي 2شكل در  GPDشده توسط  در مقابل مقادير تخمين زده
  : استنمودار مكان هندسي نقاط زير 

,൝൭ܺ,  )26رابطة  ←ܨ ൬݊ − ݇ + 1݊ + 1 ൰൱ : ݇ = 1,… , ݊ൡ 
صـورت صـعودي    مشـاهدات بـه  ( استمشاهده  nام از تعداد كل  K ةمشاهد ݊,݇ܺكه در آن 

 2كـانتلي ـ  گليونكـو  ةطبـق قضـي  . است شده زده تابع معكوس توزيع تخمين ←ܨو ) اند مرتب شده
ݕخط هرچه اين نمودار با  = بـودن بـرازش صـورت     معرف بهترشباهت بيشتري داشته باشد،  ݔ

شـده بـا خـط     كوانتايـل ترسـيم  ـ  شباهت بسيار زياد نمودارهاي كوانتايـل  ؛ از اين رو،گرفته است ݕ =   . است روي مشاهدات حدي گرفته هاي صورت بودن برازش مطلوب گوياي ݔ
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

1. Q-Q Plot 
2. Gelivenkov-Cantelli Theorem  
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  تخميني GPDكوانتايل مقادير واقعي در مقابل توزيع ـ  نمودار كوانتايل .2 شكل
  )هاي جاني لگاريتم خسارت: چپ ؛هاي مالي لگاريتم خسارت: راست( 

   سمت چپ ةسازي مقادير مركزي و دنبال مدل
دنبالة چپ توزيـع   واقع در ناحية مركزي و روي مقاديرچوله  استودنت توزيع تي كاليبراسيوننتايج 

  . ارائه شده است 3 در جدول EMالگوريتم با استفاده از  ها خسارت

  ها روي لگاريتم خسارت استودنت چوله نتايج كاليبراسيون توزيع تي .3 جدول
  1001  659	14/34442-  89/59935-  Iterations	Likelihood  509/569  367/40ߴ  -862/7  - 327/19ߚ  943/26  693/2ߜ  519/28  493/19ߤ  هاي جاني لگاريتم خسارت  هاي مالي لگاريتم خسارت  شده پارامتر تخمين زده

  
 ـ    3شكل  سـمت چـپ توزيـع لگـاريتم      ةهيستوگرام مقادير واقـع در قسـمت مركـزي و دنبال
شده نيـز   برازش ةتوزيع تي چول دهد، همچنين را نشان ميهاي جاني  هاي مالي و خسارت خسارت

  . استده شبا آن مقايسه 
خـوبي توانسـته اسـت     استودنت چوله به شود، توزيع تي مشاهده مي 3 شكلگونه كه در  همان

بـا  . سازي كند هاي جاني و مالي را مدل سمت چپ توزيع لگاريتم خسارت ةمقادير مركزي و دنبال
ي ها مراتب بهتر از لگاريتم خسارت هاي جاني به عملكرد آن در خصوص لگاريتم خسارت ،حال اين

بودن بيش  توان به چوله را مي يكي از دلايل اين نتيجهبا توجه به شواهد موجود . مالي بوده است
  . هاي مالي نسبت داد از حد توزيع تجربي لگاريتم خسارت
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هيستوگرام مقادير واقع در قسمت مركزي و دنباله سمت چپ توزيع لگاريتم خسارت در . 3شكل 

  )خسارت جاني: پايين ؛خسارت مالي: بالا(روي آنها  شده برازش ةچولاستودنت  مقايسه با تابع تي

  هاگيري و پيشنهاد نتيجه
هـاي مختلـف تحـت پوشـش      هـاي ناشـي از ريسـك    سـازي زيـان   منظور مدل در اين تحقيق به

به كمك توزيع تركيبي كه با استفاده از توزيع   هاي هر ريسك خاص، تابع توزيع زيان اي هنام بيمه
. سـازي شـد   مقادير فرين ساخته شده بود، مدل ةيافته و نظري هايپربوليك تعميم ةت چولاستودن تي

خـوبي بتوانـد هـم مقـادير      نياز به ساخت توزيعي بـود كـه بـه    ،علت استفاده از اين توزيع تركيبي
 ،دادن رغم احتمـال پـايين رخ   بهسازي كند؛ مقاديري كه  مركزي توزيع و هم مقادير حدي را مدل

دنبـال داشـته باشـند و حتـي بقـاي شـركت        اي را به كننده توانند نتايج ويران وقوع ميدر صورت 
  . را به مخاطره بيندازند اي بيمه

توان مقادير مركزي و دنبـال سـمت    خوبي مي گرفته نشان داد كه به هاي صورت نتايج بررسي
 ـ استودنت چولـه و مق ـ  ها را به كمك توزيع تي چپ توزيع مقادير لگاريتم زيان  ةادير واقـع در دنبال

  . دكرسازي  يافته مدل سمت راست آن را به كمك توزيع پارتو تعميم
بـرآورد   بـراي شـود كـه حتمـاً     هـاي بيمـه توصـيه مـي     بـه شـركت  با توجه به نتايج تحقيق 

هـا از   مناسـب بـراي آن   ةين حق بيم ـيتع ،تبع آن هاي مختلف و به نامه هاي ناشي از بيمه خسارت
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مركـزي جمهـوري اسـلامي ايـران،      ةبيم ـ بايـد در اين راستا  ،البته. ندكناستفاده ها  گونه مدل اين
اي را تغيير دهد و از سوي ديگر  تر نظام تعرفه چه سريع اولاً هر ،عنوان متولي امر بيمه در كشور به

  . دكنتخمين توابع شدت و خسارت زيان  برايهاي بيمه را مكلف به استفاده از اكچوئرها  شركت
صـورت حالـت خاصـي از توزيـع هايپربوليـك       اسـتودنت چولـه بـه    توزيع تـي تحقيق  در اين

، زمينـه كـار كننـد   در ايـن  نـد  مند هساير محققاني كه علاق ـ ،است يافته در نظر گرفته شده تعميم
ابتـدا   يا اينكه ،سازي تابع زيان را با استفاده از ساير اعضاي اين خانواده انجام دهند د مدلنتوان مي
با توجـه بـه    پس از آنيافته انجام دهند و  اساس فرم كلي تابع هايپربوليك تعميم را بر سازي مدل

  . اظهار نظر كنند ،تر است يك از اعضاي اين خانواده نزديك اينكه تابع توزيع زيان به كدام
 ،سازي شد صورت مجزا مدل هاي جاني و مالي به همچنين در اين تحقيق، توابع زيان خسارت

تـوان   تعيين تابع توزيع توأم اين متغيرهاست كـه بـر پايـة آن مـي     ،موضوع بسيار مهمدر حاليكه 
سـازي ايـن تـابع     نامه اظهار نظر كرد، بر اين اسـاس مـدل   خسارت كلي ناشي از يك بيمه دربارة

  . تواند موضوع تحقيقات آتي باشد توزيع توأم مي
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