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 چکیده
عدم اطمینان همراه است. رویکرد صفر و یکی به مدیریت بازاریابی بازاریابی و مدیریت بازار همواره با میزانی از 

هاي محیط، خاکستري است و  نوع نگاه مدیران بازاریابی به رقبا، مشتریان و پویایی .مخاطرات زیادي را همراه دارد
اکستري براي بینانه و بدبینانه در نظر گرفته شود. از اینرو تئوري خ هاي خوش در تصمیمات بازاریابی باید حالت

هاي متعددي با رویکرد خاکستري توسعه یافته است که  هاي کمی بازاریابی بسیار مناسب است. تکنیک تحلیل
توان براي محاسبات کمی بازاریابی مورد استفاده قرار گیرد. با این وجود یکی از مشکلات دانشجویان و  می

این مقاله تئوري خاکستري، سیستم خاکستري و هاي خاکستري است. در  پژوهشگران نحوه استفاده از تکنیک
گیري خاکستري تشریح خواهد شد و کاربرد  هاي تصمیم سازي خواهد شد. سپس تکنیک اعداد خاکستري مفهوم

از  شود. در پایان پژوهشگران و مدیران بازاریابی قادر خواهند بود با استفاده آنها در مدیریت بازاریابی تبیین می
   هاي علمی و عملی خود داشته باشند. تري براي فعالیت گیري مناسب خاکستري تصمیمهاي مناسب  تکنیک

 
 تئوري خاکستري، سیستم خاکستري، محاسبات خاکستري، مدیریت، بازاریابی واژگان کلیدي:
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 مقدمه -1
مطرح گردید، یکی از مفاهیم ریاضی است که  (Deng)توسط دنگ  1982تئوري خاکستري که به سال 

مواجهه با مشکلات  برايگیري چندمعیاره پیدا کرده است. این تئوري روشی موثر  اي در تصمیم کاربرد گسترده
 معیارها بطور معمول براي ارزیابیاطلاعات ناشناخته و ناکامل است.  اسگیري براس تصمیم عدم اطمینان همراه با

 وسیله به و بوده نامطمئن اغلب گیرندگان تصمیم نیز قضاوت عمل در شود. خبرگان استفاده می کیفی قضاوت از
 و اطمینان عدم مطالعه براي که است هایی از روش یکی خاکستري بیان نیستند. تئوري قابل دقیق عددي مقادیر
 .رود می کار به اطلاعات بودن ناکامل

هاي مورد استفاده با رویکرد خاکستري که در مدیریت و بازاریابی قابل استفاده هستند  ترین روش عمده
ستري، مقایسه زوجی خاکستري، دیمتل خاکستري، تحلیل رابطه خاکستري و عبارتند از: تکنیک دلفی خاک

ها تشریح و کاربرد آنها در مدیریت با تمرکز بر مدیریت  مطالعه هر یک از این روشتاپسیس خاکستري. در این 
 گردد. سازي می ها مفهوم شود. همچنین با یک مثال کاربردي هر یک از این روش بازاریابی بیان می

 تئوري خاکستري -2
 صورت نیا در شود، تجسم اهیس رنگ با ناشناخته اطلاعات و دیسف رنگ با ستمیس یک واضح اطلاعات اگر

 املا(ک اهیس ای و) شده شناخته املاً(ک دیسف اطلاعات عتیطب در موجودهاي  ستمیس شتریب به مربوط اطلاعات
ي ها ستمیس راها  ستمیس گونه نیا. هستند يسترکخا رنگ به یعنی دو آن از یمخلوط هکبل ستندین )ناشناخته

 .است ستمیس آن به مربوط اطلاعات نبودن املک ها، آن مشخصه نیتر یاصل هک نامند می يسترکخا

 
 سیستم خاکستري -1شکل 

ابتدا به سیستم طبیعی اعداد دقت براي ورود به مباحث تحلیل خاکستري باید اعداد خاکستري معرفی شود. 
شود. براي مثال سن شما یک عدد  ) گفته میCrispیک عدد قطعی ( …,0,1,2,3 کنید. به هر عدد معمولی مانند

سال سن دارد. اما برخی موارد مقداري قطعی ندارد. براي مثال یک فرد جوان چند  30قطعی است. مثلا یک فرد 
سال سن دارد. این یک نمونه از  30تا  20توانید بگویید یک فرد جوان بین  سال سن دارد؟ براي نمونه شما می

 بیان خاکستري یک عدد است.
 بر در را آن مقدار هک يا بازه اما است نامشخص آن قیدق مقدار هک شود می اطلاق يعدد به يسترکخا عدد

 تواند به صورت زیر تعریف شود: . یک عدد خاکستري میاست شده شناخته ردیگ می
G∈ [L, U] 
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 معلوم خاکستري عدد بازه اما مقدار دقیق عددمشخص نیست يفاز اعداد مانند يسترکخا در سیستم اعداد
 یک در هک یحال در. است معلوم و نیمع یک عدد خاکستري، کران بالا و پایین قیدق مقدار . به عبارت دیگراست
 و ستین معلوم کران بالا و پایین قیدق مقدار اما شود، می فیتعر بازه یک صورت به عدد هک نیا ضمن يفاز عدد

 با محاسبات هک شود می موجب يفاز عدد و يسترکخا عدد نیب تفاوت نیهم. ندک یم تیتبع تیعضو تابع یک از
 . باشد رخورداري بسترکخا اعداد به نسبت يشتریبی سادگ از يسترکخا اعداد

 :باشد مفروض زیر خاکستري عدد دو اگر
𝐺1 = [𝐿1,𝑈1] ; 𝐺2 = [𝐿2,𝑈21]  

 به صورت زیر انجام خواهد شد: عملیات جبري خاکستري
𝐺1 + 𝐺2 = [𝐿1 + 𝐿2,𝑈1 + 𝑈2]  جمع خاکستري 

𝐺1 − 𝐺2 = [𝐿1 − 𝑈2,𝑈1 − 𝐿2]  خاکستري تفریق 

−𝐺1 = [−𝐿1,−𝑈1] منفی کردن عدد خاکستري 

𝐺1−1 = �
1
𝑈1

,
1
𝐿1
 معکوس عدد خاکستري �

𝐺1 × 𝐺2 = (𝐿1 × 𝐿2,𝑈1 × 𝑈2)  خاکستري ضرب 
𝐺1
𝐺2

= �min �𝐿1
𝐿2

, 𝐿1
𝑈2
� , max �𝑈1

𝐿2
, 𝑈1
𝑈2
 خاکستري تقسیم  ��

𝐾 × 𝐺1 = [𝑘𝐿1,𝑘𝑈1]; K∈R+  ضرب عدد قطعی در خاکستري 

𝐴𝑉𝐸(𝐺𝑖) = �
∑ 𝐿𝑖
𝑛

,
∑𝑈𝑖
𝑛
 میانگین خاکستري �

�𝐺𝑖 = ��𝐿𝑖 ,�𝑈𝑖� میانگین هندسی خاکستري 

 شود: می نیز نمایش دادهزیر  رابطه به صورت میانگین خاکستري
𝐺𝑖𝑗 =

1
𝐾
�𝐺𝑖𝑗1 + 𝐺𝑖𝑗2 + ⋯+ 𝐺𝑖𝑗𝑘 � 

 شود: به صورت زیر محاسبه می خاکستريهندسی میانگین 
�𝐺𝑖 = ��𝐿𝑖 ,�𝑈𝑖� 

شود. براي محاسبه میانگین هندسی یک مجموعه اعداد  نمایش داده می Πمیانگین هندسی با نماد پی لاتین 
 خاکستري کافی است تا میانگین هندسی مقادیر کران پایین و کران بالا به صورت جداگانه محاسبه شود.

 به صورت زیر است: Gطول (بازه پشتیبان) یک عدد خاکستري مانند 
𝐿(𝐺) = [𝑈 − 𝐿] 

 .)2005(شی،  
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 تکنیک دلفی خاکستري -3

پرداخت، گذشته است اما این معبد هنوز  ها از زمانی که پوتیا در معبد دلفی به پیشگویی می اگر چه قرن
براي تصمیم گیري مبتنی بر گردآوري  1950اواخر دهه در پابرجاست. موسسه نظامی رند در ایالات متحده 

گذاري کرد. این تکنیک یک دهه بعد توسط  محرمانه دیدگاه خبرگان تکنیکی را مطرح کرد که آن را دلفی نام
هلمر و دالکی به صورت عمومی مطرح شد و از آن زمان تاکنون در مطالعات متعددي مورد استفاده قرار گرفته 

هرگونه  است. بنابراین دیدگاه خبرگان استوار بر یدلف یکنکتمحاسبات  اساس). 2014است (حبیبی و همکاران، 
 .دهد تحت تاثیر قرار میبه دست آمده از محاسبات را  ییجه نهاینت سنجش دیدگاه خبرگان،در  يخطا و ناسازگار

 از ادهاستفلذا  ندارد را یانسان رکتف کسبکامل  اسکانع انکام ،کمی کردن دیدگاه خبرگان به روش سنتی
). 2015(حبیبی و همکاران،  دارد یانسان مبهم بعضاًی و زبان حاتیتوض با يشتریب يسازگار ،يفاز يها مجموعه

تواند جایگزین بهتري نسبت به دلفی سنتی باشد. از سوي دیگر  بنابراین استفاده از تحلیل دلفی خاکستري نیز می
 دهد. کارایی محاسباتی این روش را افزایش میسادگی محاسبات دلفی خاکستري نسبت به دلفی فازي، 

اي از معیارها براساس دیدگاه خبرگان است. بنابراین براي شروع  هدف تکنیک دلفی غربالگري مجموعه
براساس عبارات اي از معیارهاي مورد نظر را در قالب یک جدول تهیه کنید. از خبرگان امر بخواهید تا  مجموعه
دیدگاه  1هر یک از معیارها را ارزیابی کنند. سپس با استفاده از جدول » لا مهمکام«تا » اهمیت بی«کلامی 

 خبرگان را به صورت اعداد خاکستري کمی کنید.

 طیف خاکستري دلفی خاکستري  -1جدول 

 کاملا مهم خیلی بااهمیت باهمیت متوسط بااهمیتتقریبا  اهمیت کم بی اهمیت عبارات کلامی
VL L ML M MH H VH 

 [1.0-0.9] [0.9-0.6] [0.6-0.5] [0.5-0.4] [0.4-0.3] [0.3-0.1] [0.1-0.0] معادل خاکستري

 
. روش محاسبه پس از کمی کردن دیدگاه خبرگان، میانگین خاکستري دیدگاه خبرگان را محاسبه کنید

 در بحث عملیات جبري اعداد خاکستري آمده است. میانگین خاکستري
نهایت باید مقادیر میانگین اهمیت هر معیار که به صورت خاکستري محاسبه شده است به عدد قطعی در 

گویند. سفیدسازي بسیار » سفید سازي«تبدیل شود. عملیات تبدیل یک عدد خاکستري به یک عدد قطعی را 
 شود: ساده است و با یک میانگین ساده به صورت زیر انجام می

𝑖𝑓 G = [L , U] → 𝐶𝑟𝑖𝑠𝑝 =  
𝐿 + 𝑈

2
 

تا یک خواهند بود. اگر ملاك شما آن است که معیارهایی با اهمیت بالا را انتخاب  0مقادیر سفیده شده بین 
خواهید فقط معیارهایی که  بدست آورده است را انتخاب کنید. اگر می 5/0کنید هر عنصري که امتیاز بالاي 

قرار دهید. براي این نکته به دنبال منبع نوشته  6/0گیري را  میمخیلی بااهمیت باشند را انتخاب کنید، ملاك تص
 یرید.دقت کنید و منطق خود را بکار بگ 1یک موطلایی که چشمان آبی داشته باشد، نباشید. تنها به جدول 
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 تکنیک دیمتل خاکستري -4
براي شناسائی . )1976(فونتلا و گابوس،  جهت شناسایی روابط بین معیارها ارائه شده استدیمتل  کیتکن

شود. تاثیر عنصر مندرج در هر سطر بر عناصر  تشکیل می 𝑋𝑛×𝑛معیار ابتدا یک ماتریس  nالگوي روابط میان 
هاي قطر اصلی  شود. درایه استفاده می 2جدول  شود. از یک طیف مانند مندرج در ستون در این ماتریس درج می

 شود. یعنی تاثیر هر عنصر بر خودش نیز صفر در نظر گرفته می

 طیف مورد استفاده در تکنیک دیمتل خاکستري -2جدول 
 تاثیر خیلی زیاد تاثیر زیاد تاثیر کم تاثیر خیلی کم بدون تاثیر عبارات کلامی

خاکستريمعادل   [0,0] [0,0.3] [0.3,0.5] [0.5,0.7] [0.7,1] 

 
 ماتریس اولیه براي هر خبره به صورت زیر است:

X =

⎣
⎢
⎢
⎡[0,0]   𝐺12𝑘  … 𝐺1𝑛𝑘

𝐺21𝑘 [0,0] … 𝐺2𝑛𝑘
⋮
𝐺𝑛1𝑘

⋮
𝐺𝑛2𝑘

⋮
[0,0]⎦

⎥
⎥
⎤
 

محاسبه دهد. براي  ام نشان میkرا از دیدگاه خبره  jبر عنصر  iمیزان تاثیر عنصر  𝐺𝑖𝑗𝑘در ماتریس فوق 
میانگین نهایی، باید میانگین دیدگاه خبرگان در هر درایه از ماتریس محاسبه شود.  ارتباط مستقیم ماتریس

با محاسبه میانگین خاکستري دیدگاه خبرگان، ماتریس ارتباط  را محاسبه کنید.دیدگاه خبرگان  خاکستري
 محاسبه شده است. Xمستقیم یا 

X = �

[0,0] 𝑥12 … 𝑥1𝑛
𝑥21 [0,0] … 𝑥2𝑛
⋮
𝑥𝑛1

⋮
𝑥𝑛2

⋮
[0,0]

� 

شود. بزرگترین مقدار  براي نرمال کردن ماتریس ارتباط مستقیم، جمع خاکستري مقادیر هر سطر حساب می 
دهند. تمامی مقادیر  نمایش می Kشود. عدد خاکستري حاصل را با نمادي مثل  کران پایین و کران بالا انتخاب می

 شود: تقسیم می Kبر  X ماتریس ارتباط مستقیم

K = �𝑚𝑎𝑥�𝐿𝑖𝑗

𝑛

𝑗

,𝑚𝑎𝑥�𝑈𝑖𝑗

𝑛

𝑗

� 

N =
X
𝐾

 

N𝑖𝑗 = �
𝐿𝑖𝑗
𝐿𝑘

,
𝐿𝑖𝑗
𝐿𝑢
� 

تشکیل  (I)براي محاسبه ماتریس ارتباط کامل ابتدا ماتریس همانی ماتریس نرمال شده را سفید کنید. 
 کنیم. شود. سپس ماتریس همانی را منهاي ماتریس نرمال کرده و ماتریس حاصل را معکوس می می

( ) 1T N I N −= × −   
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خواهید روابط بین عناصر آمیخته بازاریابی را با دیمتل خاکستري بررسی کنید.  : فرض کنید میمثال کاربردي
 .دهیم نمایش می Pعناصر آمیخته بازاریابی عبارتند از قیمت، محصول، توزیع و ترفیع که هر یک را با نماد 

 ارائه شده است.  3جدول ده خبره در  ماتریس ارتباط مستقیم از دیدگاه

 ماتریس ارتباط مستقیم عناصر آمیخته بازاریابی -3جدول 
  P1 P2 P3 P4 Σ 

P1 [0, 0] [2.25, 3] [2.75, 3.75] [2.5, 3.5] [7.5, 10.25] 
P2 [2.5, 3.5] [0, 0] [3, 4] [0.75, 1.75] [6.25, 9.25] 
P3 [0, 0.5] [1, 1.75] [0, 0] [1.75, 2.5] [2.75, 4.75] 
P4 [0.25, 0.25] [1.75, 2.5] [1.75, 2.75] [0, 0] [3.75, 5.5] 

                  [7.5, 10.25] 

 
ها بر  باشد. تمامی درایه می [10.25 ,7.5]میانگین مقادیر هر سطر حساب شده است. بزرگترین مقدار حاصل 

به بحث عملیات جبري خاکستري رجوع کنید.  تقسیم خاکسترياین مقدار تقسیم می شود. براي آشنایی با روش 
 ماتریس ارتباط مستقیم نرمال شده به صورت زیر است:

 ماتریس ارتباط مستقیم نرمال شده -4جدول 
N P1 P2 P3 P4 

P1 [0, 0] [0.22, 0.4] [0.268, 0.5] [0.244, 0.467] 
P2 [0.244, 0.467] [0, 0] [0.293, 0.533] [0.073, 0.233] 
P3 [0, 0.067] [0.098, 0.233] [0, 0] [0.171, 0.333] 
P4 [0.024, 0.033] [0.171, 0.333] [0.171, 0.367] [0, 0] 

 
این ماتریس را سفید کنید و عملیات را مانند روش دیمتل معمولی تکمیل کنید. در مطالعات مختلف گفته 
شده است باید این ماتریس به دو ماتریس کران پایین و کران بالا تقسیم شده و سپس هر کدام جداگانه حل 

 دهد. صحیح بدست نمیشوند. تردید نکنید این روند غلط است و نتایج 

 مراتبی خاکستري تحلیل سلسله -5
). براي انجام 1983بندي عناصر براساس مقایسه زوجی است (ساعتی،  هدف فرایند تحلیل سلسله مراتبی رتبه

مراتبی خاکستري  شود. در تکنیک تحلیل سلسله مقایسه زوجی معمولاً از طیف نه درجه ساعتی استفاده می
GAHP یف مندرج در  استفاده کنید.توانید از ط می 

 اعداد خاکستري مناسب براي مقایسه زوجی -5جدول 
 معکوس معادل خاکستري عبارات کلامی
 [1,1] [1,1] ترجیح یکسان

� [1,3] تقریباً مرجح
1
3

, 1� 

� [3,5] خیلی مرجح
1
5

,
1
3
� 

 � [5,7] خیلی زیاد مرجح
1
7

,
1
5
� 

� [7,9] کاملا مرجح
1
9

,
1
7
� 
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  دیدگاه آنها را حساب کنید. خاکستري میانگین هندسیتوانید  پس از گردآوري دیدگاه خبرگان می
 ماتریس مقایسه زوجی را تشکیل دهید. 

 میانگین هندسی خاکستري عناصر هر سطر را محاسبه کنید تا وزن اولیه هر عنصر بدست آید. 
 جمع خاکستري وزن اولیه هر عنصر را حساب کنید.

 ه را بر جمع اوزان تقسیم خاکستري کنید تا وزن نهایی هر عنصر محاسبه شود.وزن اولی
 وزن نهایی هر عنصر را در وزن نهایی معیار مربوط به خود ضرب خاکستري کنید.

 توانید به روش برداري نرمال کنید. اعداد نهایی را سفید کنید. این اعداد نرمال نیست و می
 

را با مقایسه زوجی خاکستري مشخص  بازارمحوريمعیارهاي  خواهید وزن : فرض کنید می مثال کاربردي
گرایی.  گرایی و مشتري ) ابعاد بازارمحوري عبارتند از: هماهنگی، رقیب1990براساس دیدگاه نارور و اسلاتر ( کنید.

ده خبره در  دهیم. ماتریس مقایسه زوجی معیارهاي بازارمحوري براساس دیدگاه نشان می Cهر معیار را با حرف 
 ارائه شده است.  6جدول 

 يبازارمحور يارهایمع یزوج سهیمقا سیماتر - 6جدول 
  C1 C2 C3 Π W 

C1 [1, 1] [1.246, 1.676] [1.54, 2.453] [1.243, 1.602] [0.347, 0.578] 
C2 [0.597, 0.803] [1, 1] [1.513, 2.273] [0.967, 1.222] [0.27, 0.441] 
C3 [0.408, 0.649] [0.44, 0.661] [1, 1] [0.564, 0.754] [0.158, 0.272] 

          [2.774, 3.578] [0.775, 1.291] 

 
است. براساس  [1 ,1]قطر اصلی ماتریس مقایسه زوجی یعنی اولویت هر عنصر نسبت به خودش همیشه 

بدست آمده است بنابراین براساس قواعد مربوط  [1.676 ,1.246]مقدار  C2به  C1دیدگاه خبرگان، ترجیح عنصر 
 به صورت زیر محاسبه شده است: C1به  C2ترجیح  تقسیم خاکستريبه 

 𝐶2
𝐶1

= [1.246, 1.676] →  𝐶2
𝐶1

= � 1
1.676

, 1
1.246

� = [0.597, 0.803] 

شود. سپس میانگین هندسی هر سطر محاسبه شده است که  به همین ترتیب مقایسه زوجی عناصر تکمیل می
نمایش داده شده است درج شده است. در نهایت هر یک از عناصر  Πدر زیر ستون میانگین هندسی که با حرف 

شود. براي مثال  تقسیم خاکستري می [3.578 ,2.774]این ستون بر جمع خاکستري کل عناصر ستون یعنی عدد 
 وزن خاکستري معیار اول به صورت زیر محاسبه شده است:

𝑊𝐶1 = �
1.243
3.578

,
1.602
2.774

� = [0.347, 0.578] 

توانید این مقادیر را سفید کنید یا اگر زیرمعیارهایی  خواهد بود. می  Wت بردار ویژه زیر ستون نتیجه به صور
براي هر معیار اصلی وجود دارد محاسبات را ادامه دهید. وزن خاکستري زیرمعیارهاي هر خوشه را حساب کنید و 

 هد شد.در وزن خاکستري معیارهاي اصلی ضرب کنید. وزن خاکستري نهایی محاسبه خوا
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 تحلیل رابطه خاکستري -6

گیري چندمعیاره  نیز یک تکنیک تصمیم Grey Rational Anaysis, GRAتکنیک تحلیل رابطه خاکستري یا 
این تکنیک هیچ ارتباطی گیرد.  است که براي ارزیابی تعدادي گزینه براساس تعدادي معیار مورد استفاده قرار می

آن با همان عدد قطعی است و همیشه با یک ماتریس تصمیم ساده مشابه با منطق خاکستري ندارد و روش حل 
شود. در این تکنیک نیز براساس تعدادي معیار به انتخاب گزینه برتر پرداخته  تاپسیس، ویکور و ... شروع می

 شود. می
ه استفاددر تکنیک ویکور و تاپسیس  ماتریس تصمیممعادل » رابطه خاکستري«در این تکنیک از مفهوم 

 . رابطه خاکستري (ماتریس تصمیم) به صورت زیر نیز قابل نمایش است: شود می

Y = �

𝑦11 𝑦12 … 𝑦1𝑛
𝑦21 𝑦22 … 𝑦2𝑛
⋮
𝑦𝑚1

⋮
𝑦𝑚2

⋮
𝑦𝑚𝑛

�  

هاي ماتریس تصمیم باید نرمال  سنجش هر معیار ممکن است متفاوت باشد بنابراین داده يواحدها که از آنجا
 xijبه معادل  yijبراي تبدیل هر  شود. تبدیل می Xiبه  Yiکردن، در اینجا هر نرمال مقیاس شود. با استفاده از  یا بی

 شود: از یکی از سه فرمول زیر استفاده می

 هر چه بزرگتر بهتر
)min()max(

)min(

ijij

ijij
ij yy

yy
x

−
−

=  

 هر چه کوچکتر بهتر
)min()max(

)max(

ijij

ijij
ij yy

yy
x

−
−

=  

} نزدیکتر بهتر *yهر چه به ارزش مطلوب  })min(,)max(max ijij

ij
ij yyyy

yy
x

−−

−
= ∗∗

∗

 

 
و مثبت  یمنف يارهایمع نیبکه  فقط  کوریو و سیتاپس کیتکن برخلاف يرابطه خاکستر لیتحل در تکنیک

 یملاك استخدام کی دیمثال فرض کن يشود. برا می قائل زیمقدار هم تما نیمطلوب تر نیب ،شود یم لیقا زیتما
باشد (هر چه کوچکتر  یعامل منف کیکمتر؟ اگر سن  ایباشد بهتر است  شتریسن ب چهسن باشد. سوال: هر 

منظور درست آن  نیا ياستخدام است. برا يساله برا یفرد س کیاز  يبهتر اریبس نهینوزاد گز کی نیبهتر) بنابرا
 میتصم سیاساس در ماتر نیباشد بهتر است. برا کترینزد یعدد خاص کیهر چه سن به  مییاست که بگو

 وجود دارد: اریسه دسته مع يخاکستر
 )کوریو و سیتاپس کیمثبت در تکن يارهایهرچه بزرگتر بهتر (همان مع -
 )کوریو و سیتاپس کیدر تکن یمنف يارهایهرچه کوچکتر بهتر (همان مع -
 شود) یلحاظ نم سیو تاپس کوریو کیبهتر (در تکن کتریهرچه به مقدار مطلوب نزد -

 درنهایت ماتریس نرمال به صورت زیر خواهد بود:

X = �

𝑥11 𝑥12 … 𝑥1𝑛
𝑥21 𝑥22 … 𝑥2𝑛
⋮
𝑥𝑚1

⋮
𝑥𝑚2

⋮
𝑥𝑚𝑛

�  
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بین صفر و یک قرار خواهند  مقادیربالا، تمامی  معادلات از استفاده با يخاکستر روابط سازي نرمال از پس
اي که  به یک نزدیکتر باشد از مطلوبیت بیشتري برخوردار خواهد بود. در نتیجه سري مقایسه xijگرفت. هر چه 

 مقادیریک سري است که تمامی  1سري هدف مرجعباشد بهترین انتخاب خواهد بود.  1هاي آن برابر  تمام گزینه
 شود: است و به صورت زیر تعریف می 1آن برابر 

)1,...,1,...,1,1(),...,,...,,( 21 == onojooo xxxxX  

با  تر باشد، در اینصورت از مطلوبیت بیشتري برخوردار خواهد بود. به سري مرجع نزیک iگزینه  مقادیرهرچه 
شود. هرچه ضریب رابطه خاکستري  متناظر سنجش می xojبه  xijنزدیکی هر  2ضریب رابطه خاکسترياستفاده از 

 شود: یه مر محاسبیبه صورت ز يب رابطه خاکستریضربزرگتر باشد، نزدیکی بیشتر است. 

𝛾�𝑥𝑂𝑗 , 𝑥𝑖𝑗� =
∆𝑀𝑖𝑛 + ζ∆Max
∆𝑖𝑗 + ζ∆Max

                        𝑖 = 1,2, …𝑚   𝑗 = 1,2, … ,𝑛 

 محاسبه شود. 𝑖𝑗∆براي انجام محاسبات فوق باید 
∆𝑖𝑗= 𝑥𝑂𝑗 −𝑥𝑖𝑗 

 بیضر rدر این رابطه  خواهد بود. ∆ijبزرگترین مقدار  ∆maxو  ∆ijکوچکترین مقدار ∆minبنابراین
شود. دقت کنید  فاده میاست يخاکستر رابطه بیضر دامنه ساختن محدود ای گسترش است و جهت 3صیتشخ
در نظر گرفته  5/0] است و معمولاً 1و0شود مقداري بین [ نیز نمایش داده می ζیا  ρکه گاهی با  صیتشخ بیضر
یک ضریب تشخیص متعادل بوده و از  5/0) مقدار 1999شود. براساس مطالعه تحلیل حساسیت چانگ و لین ( می

 .)2007ثبات خوبی برخوردار است (لین و همکاران، 
),(ي خاکستر رابطه ضرائب یتمام محاسبه از پس ijij xxγ، با فرمول زیر محاسبه   4رتبه رابطه خاکستري

 شود: می

),(),( ijoj

n

j
jio xxwxx γ∑=Γ  

 .دهد یم نشان را يا سهیمقا يسر و مرجع هدف يسر یهمبستگ زانیم عبارت نیا
 بدترین یا-سوارا، انتروپی، بهترین مانند یهائ کیاست که توسط تکن معیارهاهمان وزن  Wن محاسبات یدر ا

بهترین مقدار آن شاخص در هر شاخص،  ايبرمرجع هدف  يسر .شود میمحاسبه مراتبی  فرایند تحلیل سلسله
مرجع داشته هدف  يرا با سر يرابطه خاکستر میزانن یبالاتر که نهیگز هر يا سهیمقا ي. سرماتریس تصمیم است

 ن انتخاب است.یبهترنه، ین گزیمرجع هدف است و لذا ا ين شباهت با سریشتریب يباشد، دارا
 يا ل رابطهیک تحلیبا استفاده از تکن برند برترن پژوهش انتخاب یاز انجام ا یهدف اصل:  مثال کاربردي

گیري به  برند را ارزیابی کنید. وزن معیارهاي تصمیم 5خواهید  معیار می 6فرض کنید براساس . است يخاکستر
 صورت زیر است:

W = 0.279; 0.115; 0.129; 0.058; 0.075; 0.344 

 به هر برند براساس هر معیار امتیازي داده شده است.  7جدول در ماتریس تصمیم مندرج در

1 Reference Sequence Definition 
2 Grey Relational Coefficient 
3 Distinguishing coefficient 
4 Grey Relational Grade 
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  معیار 6برند براساس  5ماتریس ارزیابی  -7جدول 
 6معیار  5معیار  4معیار  معیار  2معیار  1معیار   

 0.96 32.18 35.93 1.42 2.12 8.23 برند یک
 0.94 31.52 55.38 2.03 1.11 3.29 برند دو
 0.93 24.35 30.94 2.78 1.00 4.30 برند سه

 0.92 15.63 123.21 1.23 0.31 6.14 برند چهار
 0.92 36.10 23.58 2.85 2.41 6.61 برند پنج

 
هرچه بزرگتر باشد  5و  4و  3است. معیارهاي  بهترباشد نزدیکتر  1هر چه به  2و  1معیار  فرض بر این است

. شود یاستفاده م 1رابطه سازي از  نزدیکتر باشد بهتر است. براي نرمال 5/0 به کینزدهرچه  6بهتر است و معیار 
 ارائه شده است.  درمقیاس سازي ماتریس تصمیم  بیج حاصل از ینتا

 برندهاي موجود ماتریس ارزیابیسازي  مقیاس بی -8جدول 
 6معیار  5معیار  4معیار  معیار  2معیار  1معیار   

 0.96 32.18 35.93 1.42 2.12 8.23 برند یک
 0.94 31.52 55.38 2.03 1.11 3.29 برند دو
 0.93 24.35 30.94 2.78 1.00 4.30 برند سه

 0.92 15.63 123.21 1.23 0.31 6.14 برند چهار
 0.92 36.10 23.58 2.85 2.41 6.61 برند پنج

. است با سري مرجع هدف محاسبه شده مقیاس شده اختلاف هریک از عناصر مندرج در ماتریس تصمیم بی
 گیري، هاي تصمیم اوزان نهائی شاخصو  روابط موجودبراساس  دهیم. نمایش می 𝑖𝑗∆هر درایه ماتریس جدید را با 

 ارائه شده است. برندهااز  کیهر امتیاز موزون

 برندهاي موجودرتبه رابطه خاکستري  -9جدول 
 رتبه جمع کل 6معیار  5معیار  4معیار  معیار  2معیار  1معیار   

 1 0.808 0.344 0.051 0.018 0.040 0.076 0.279 برند یک
 5 0.394 0.153 0.048 0.021 0.057 0.035 0.080 برند دو
 3 0.410 0.120 0.031 0.018 0.116 0.033 0.093 برند سه

 4 0.401 0.098 0.022 0.058 0.037 0.050 0.136 برند چهار
 2 0.587 0.098 0.075 0.017 0.129 0.115 0.153 برند پنج

بهترین  برند یکمحاسبه شده است. مشخص است  برندبراساس نتایج مندرج در جدول امتیاز نهائی هر 
در  برندهاي دو و سهنیز در رتبه میانی است و  برند سهدر رتبه بعدي قرار دارد. برند پنج عملکرد را داشته است. 
 انتهاي جدول قرار دارند.

 خاکستري   چندمعیاره تحلیل -7
 مطرح شدهها با عنوان تاپسیس خاکستري  با منطق خاکستري در برخی مقاله چندمعیاره گیري تصمیمتعمیم 

 mدر این تحلیل شود.  است. از تحلیل خاکستري براي انتخاب گزینه برتر براساس تعدادي معیار استفاده می
 تشکیل شود. G𝑚×𝑛براین ابتدا باید ماتریس ارزیابی خاکستري شوند. بنا میعار ارزیابی می nگزینه براساس 

 ماتریس تصمیم خاکستري به صورت زیر است:
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G = �

𝐺11 𝐺12 … 𝐺1𝑛
𝐺21 𝐺22 … 𝐺2𝑛
⋮
𝐺𝑚1

⋮
𝐺𝑚2

⋮
𝐺𝑚𝑛

�  

ها  اگر ارزیابی گزینهام است. jام براساس معیار iمیزان اهمیت گزینه  𝐺ijدر ماتریس خاکستري فوق هر 
توان از طیف مندرج در  براساس معیارها از دیدگاه خبرگان انجام شود براي کمی کردن عبارات کلامی خبرگان می

 استفاده کرد. 10جدول 

 ها براساس معیارها خاکستري ارزیابی گزینه طیف -10جدول 

 خیلی خوب خوب نسبتاً خوب متوسط نسبتاً ضعیف ضعیف خیلی ضعیف عبارات کلامی

 [9-10] [6-9] [5-6] [4-5] [3-4] [1-3] [0-1] معادل خاکستري

 
براي  11جدول هاي دیگري محاسبه نشده باشد از عبارات کلامی مندرج در  اگر وزن معیارها نیز با روش

 ).2007شود (لی و همکاران،  تعیین میزان اهمیت معیارها استفاده می

 خاکستري تخمین اهمیت معیارها طیف -11جدول 

 خیلی زیاد زیاد تقریبا زیاد متوسط تقریبا کم کم خیلی کم عبارات کلامی

 [1.0-0.9] [0.9-0.6] [0.6-0.5] [0.5-0.4] [0.4-0.3] [0.3-0.1] [0.1-0.0] معادل خاکستري

 
 نهیگز m یابیارز سیبه ماتر میتصم سیماترباشد.  در این تکنیک نیز اساس کار تشکیل ماتریس تصمیم می

 . شود یداده م يازیامت ارهایبراساس تک تک مع نهیبه هر گز سیماتر نی. در اشود یگفته م اریمع nبراساس 
 محاسبه شود:دیدگاه خبرگان  میانگین خاکستري بایداگر از دیدگاه چند کارشناس استفاده شود 

𝐺𝑖𝑗 =
1
𝐾
�𝐺𝑖𝑗1 + 𝐺𝑖𝑗2 + ⋯+ 𝐺𝑖𝑗𝑘 � 

براساس  iام پیرامون میزان اهمیت گزینه kعدد خاکستري متناظر با دیدگاه خبره  𝐺𝑖𝑗𝑘که در این معادله 
 باشد. تعداد خبرگان می Kباشد. بنابراین  می jشاخص 

 
 ∗𝐺𝑖𝑗و هر درایه آن را با  Nمقیاس شده را با  بی تصمیم است. ماتریس ماتریسمقیاس سازي  گام بعدي بی

 دهند.  نشان می
 شود: صورت زیر محاسبه می به ∗𝐺𝑖𝑗هاي از نوع سودمندي  براي شاخص

𝐺𝑖𝑗∗ = [
𝐿𝑖𝑗

𝐺𝑗
𝑚𝑎𝑥 ,

𝑈𝑖𝑗
𝐺𝑗
𝑚𝑎𝑥]  

𝐺𝑗𝑚𝑎𝑥 = 𝑚𝑎𝑥�𝑈𝑖𝑗� 
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 شود: رت زیر محاسبه میصو به ∗𝐺𝑖𝑗هاي از نوع زیان،  براي شاخص

𝐺𝑖𝑗∗ = [
𝐺𝑗
𝑚𝑖𝑛

𝑈𝑖𝑗
,
𝐺𝑗
𝑚𝑖𝑛

𝐿𝑖𝑗
]  

𝐺𝑗𝑚𝑖𝑛 = min
1≤𝑖≤𝑚

�𝐿𝑖𝑗� 

 تعلق دارد. [0,1]شود که هر عدد خاکستري به بازه  سازي ماتریس تصمیم اطمینان حاصل می با نرمال
شود. براي بدست آوردن تبدیل  (V)مقیاس موزون  به ماتریس بی (N)مقیاس  در گام سوم باید ماتریس بی

ام باشد در این صورت عناصر jوزن شاخص  𝑊𝑗اگر ها را داشته باشیم.  مقیاس موزون باید اوزان شاخص ماتریس بی
 شود: با روش زیر محاسبه میمقیاس موزون  ماتریس بی

V𝑖𝑗 = 𝐺𝑖𝑗∗ × 𝑊𝑗 

𝐴کارهاي ممکن را با  اگر مجموعه راهشود.  محاسبه میهاي مرجع  آل ایده در گام چهارم = {𝐴1,𝐴2, … ,𝐴𝑀} 
 را به صورت زیر خواهیم داشت: 𝐴𝑚𝑎𝑥آل  نمایش دهیم مجموعه مرجع و ایده

𝐴𝑚𝑎𝑥 = ��𝑚𝑎𝑥𝑉𝑖1,  𝑚𝑎𝑥𝑉𝑖1� , �𝑚𝑎𝑥𝑉𝑖2,  𝑚𝑎𝑥𝑉𝑖2� , … , �𝑚𝑎𝑥𝑉𝑖𝑛,  𝑚𝑎𝑥𝑉𝑖𝑛�� 
 

مقایسه  𝐺2و  𝐺1زمانیکه دو عدد خاکستري است.  پذیري خاکستري درجه امکانگیري  عنصر اصلی تصمیم
𝐺1شوند، میزان احتمال اینکه  می ≤ 𝐺2 :به صورت زیر است 

𝑃(𝐺1 ≤ 𝐺2) =
max[0, 𝐿∗ − max[0,𝑈1 − 𝐿2]]

𝐿∗
 

𝐿∗ = 𝐿(𝐺1) + 𝐿(𝐺2) 

 بنابراین چهار حالت وجود خواهد داشت:
𝑖𝑓 𝐿1 = 𝐿2 & 𝑈1 = 𝑈2  → 𝐺1 = 𝐺2 → 𝑃(𝐺1 ≤ 𝐺2) = 0.5 

𝑖𝑓 𝑈1 < 𝐿2   → 𝐺1 < 𝐺2 → 𝑃(𝐺1 ≤ 𝐺2) = 1 

𝑖𝑓 𝐿1 > 𝑈2   → 𝐺1 > 𝐺2 → 𝑃(𝐺1 ≤ 𝐺2) = 0 

 اگر بین دو عدد خاکستري تداخل وجود داشته باشد:
𝑃(𝐺1 ≤ 𝐺2) > 0.5 → 𝐺1 < 𝐺2 ; 𝑃(𝐺1 ≤ 𝐺2) < 0.5 → 𝐺1 < 𝐺2  

 طول یا بازه پشتیبان عدد خاکستري است که در بحث عملیات جبري آمده است. 𝐿(𝐺𝑖)دقت کنید منظور از 
 با فرمول زیر محاسبه خواهد شد: آل راهکار ایده در نهایت

P{𝐴𝑖 ≤ 𝐴𝑚𝑎𝑥} =
1
𝑛
�𝑃�𝑉𝑖𝑗 ≤ 𝐴𝑗𝑚𝑎𝑥�
𝑛

𝑗=1

 

P{𝐴𝑖هرچه میزان  ≤ 𝐴𝑚𝑎𝑥}  کوچکتر باشد گزینه𝐴𝑖  توان  می ترتیبرتبه بهتري خواهد داشت. به این
 .کردانتخاب  را نهین گزیو بهتربندي باشد  ها رتبه گزینه
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معیار از دیدگاه اعضاي هیات  5فرض کنید بخواهیم سه گزینه مدیریت شرکت را براساس :  کاربرديمثال 
جدول نفر هستند. میزان اهمیت هر معیار از دیدگاه هیات مدیره در  5مدیره ارزیابی کنیم. اعضاي هیات مدیره 

 .ارائه شده است 12

 میزان اهمیت هر معیار از دیدگاه خبرگان – 12جدول 
 C1 C2 C3 C4 C5 میس تصمیماتر

 اهمیت نسبتاً بی متوسط مهم خیلی مهم نسبتا مهم 1خبره 
 اهمیت بی اهمیت بی اهمیت خیلی بی اهمیت بی اهمیت بی 2خبره 
 نسبتا مهم خیلی مهم خیلی مهم مهم خیلی مهم 3خبره 
 اهمیت خیلی بی اهمیت بی اهمیت خیلی بی اهمیت خیلی بی اهمیت خیلی بی 4خبره 
 نسبتا مهم اهمیت نسبتاً بی متوسط اهمیت نسبتاً بی اهمیت نسبتاً بی 5خبره 

 
 :ارائه شده است 13جدول دیدگاه خبرگان به صورت خاکستري در  11جدول با توجه به 

 میزان اهمیت هر معیار از دیدگاه خبرگان – 13جدول 
C1 C2 C3 C4 C5 

[0.5,0.6] [0.9,1] [0.6,0.9] [0.4,0.5] [0.3,0.4] 
[0.1,0.3] [0.1,0.3] [0,0.1] [0.1,0.3] [0.1,0.3] 
[0.9,1] [0.6,0.9] [0.9,1] [0.9,1] [0.5,0.6] 
[0,0.1] [0,0.1] [0,0.1] [0.1,0.3] [0,0.1] 

[0.3,0.4] [0.3,0.4] [0.1,0.3] [0.3,0.4] [0.1,0.3] 

 
میانگین . براي تعیین وزن هر معیار کافی است تا میانگین خاکستري اوزان هر معیار (هر ستون) محاسبه شود

 هاي پایین هر ستون محاسبه کنید. در این صورت خواهیم داشت: هاي بالا و کران کران

 هر معیار خاکستريوزن  – 14جدول 
C1 C2 C3 C4 C5 

[0.36,0.48] [0.38,0.54] [0.32,0.48] [0.36,0.5] [0.2,0.34] 

 
 
 

ارائه  15جدول در  𝐺3∗5م یس تصمیماتر، با تکنیک تحلیل رابطه خاکستري ها گزینهتعیین اولویت نهائی براي 
 شده است.

 ماتریس تصمیم خاکستري - 15جدول 
G C1 C2 C3 C4 C5 

A1 [2,3.2] [5.2,6.8] [1.4,2.6] [4.4,5.4] [4.8,6.6] 
A2 [4.8,6] [5.6,6.6] [4,5] [5.6,7] [2.2,3.6] 
A3 [3.2,4.8] [2.6,4.4] [4,5.4] [4.4,6] [2.6,4.6] 
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در این مطالعه همه  .خواهند گرفت قرار ]0و1 [ فاصله در يسترکخا يعددها ماتریس تصمیم، ردنک زینرمال با

 ارائه شده است. 16جدول مقیاس سازي ماتریس تصمیم در  س حاصل از بییماتر معیارها از نوع سودمندي است.

 خاکستري نرمال ماتریس تصمیم -16جدول 
N C1 C2 C3 C4 C5 

A1 [0.33,0.53] [0.76,1] [0.26,0.48] [0.63,0.77] [0.73,1] 
A2 [0.8,1] [0.82,0.97] [0.74,0.93] [0.8,1] [0.33,0.55] 
A3 [0.53,0.8] [0.38,0.65] [0.74,1] [0.63,0.86] [0.39,0.7] 

 
 

  ز موزونینرمال سیماتر تا شود می ضرب اریمع آن به مربوط ستون در ارهایمع از یک هر وزنگام سوم در 
 از مختلف يها نهیگز به مربوط يسترکخا رابطه درجه يساز مرتب هنگام تا شود می باعث عمل نیا. شود حاصل
 محاسبه شده است. در گام نخستاین اوزان  .شود اجتناب يسترکخا اعداد يساز مرتب

𝑊𝑗 = { [0.36,0.48]; [0.38,0.54]; [0.32,0.48]; [0.36,0.5]; [0.2,0.34]}  

 ارائه شده است. 17جدول مقیاس موزون در  س تصمیم بییماتر

 ماتریس تصمیم خاکستري نرمال موزن -17جدول 
V C1 C2 C3 C4 C5 

A1 [0.12,0.256] [0.291,0.54] [0.083,0.231] [0.226,0.386] [0.145,0.34] 
A2 [0.288,0.48] [0.313,0.524] [0.237,0.444] [0.288,0.5] [0.067,0.185] 
A3 [0.192,0.384] [0.145,0.349] [0.237,0.48] [0.226,0.429] [0.079,0.237] 

 
که از مفهوم نرمال کردن استفاده  ، تمامی ارزش هاي عملکردي مانند زمانیز ایجاد روابط خاکستريپس ا

به یک نزدیکتر باشد از مطلوبیت بیشتري برخوردار خواهد  xijشود، بین صفر و یک قرار خواهند گرفت. هر چه  می
ین انتخاب باشد بهتر 1هاي آن برابر  اي که تمام گزینه سري مقایسهتوان گفت  براساس یک استدلال میبود. 

است و به صورت  1هاي عملکردي آن برابر  سري هدف مرجع یک سري است که تمامی ارزشبنابراین  خواهد بود.
 شود: زیر تعریف می

𝑋𝑜 = (𝑥𝑜1, 𝑥𝑜2, … , 𝑥𝑜𝑛) = {[1,1], [1,1], … , [1,1]} 
 

 سري هدف مرجع به صورت زیر است: با عنایت به روابطی که پیشتر بیان شد،
𝐴𝑚𝑎𝑥 = {[0.291 , 0.540], [0.313 , 0.524], … , [0.237 , 0.480]} 

 
هرچه میزان محاسبه شده است.  آل ا راهکار ایدههر گزینه ب پذیري خاکستري میان امکان درجه در نهایت

P{𝐴𝑖 ≤ 𝐴𝑚𝑎𝑥}  کوچکتر باشد گزینه𝐴𝑖 بندي  ها رتبه توان گزینه رتبه بهتري خواهد داشت. به این تریتب می
 گزینهبنابراین  ارائه شده است. 1شکل در  ها گزینهبندي  خلاصه نتایج رتبه .ردکانتخاب  را نهین گزیو بهترباشد 

 در اولویت نخست قرار دارد.  667/0 پذیري درجه امکانبا  2شماره 
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