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 2وندنژادفرشته زینیدکتر 

وار توانند به صورت ریاضیآموزان میهمه دانش :چكیده

را به خود  هاي ریاضیپیچیدگی ایدهو عمق و فكر کنند 

ایش دهد. هر چند افز ،عنوان هدف مهم آموزش ریاضی

 هاي ریاضیدر کلاس ،این مهم هنوز به طور گسترده

هایی تفكر ریاضی با چالش يارتقا ، زیرااستاتفاق نیفتاده 

تبیین مفهومی تفكر ریاضی  ،هاآنروبروست که یكی از 

 و چرایی ،بر آن است که چیستی ،است. لذا این مطالعه

رور از طریق مهاي تفكر ریاضی را چگونگی چالش

به طور  ، تبیین کند. ، تفكر ریاضی مختلف به رویكردهاي

ز ااند. و مورد نقد و بررسی قرار گرفتهشده مرور  وارنظام

دانان از تفكر رویكردهاي موجود، توصیف ریاضیبین 

 هاي یاددهی و یادگیريبه فعالیت آن ریاضی براي تبدیل

 به تفصیل شرح و بسط داده شده است. علاوه ریاضی،

هاي پیش رو براي توسعه تفكر ریاضی نیز براین، چالش

روشنی براي  اندازچشم ،بیان شده است. این مقاله

ن آموزش ان آموزشی در حالت کلی و براي محققامحقق
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Abstract: All students can learn to think 

mathematically and increase the depth and 

complexity of their ideas as the main goal 

of mathematics education. However, there 

are various challenges in achieving this 

goal extensively in mathematics 

classrooms due to the need for conceptual 

Account of mathematical thinking. 

Therefore, this study intends to give a more 

clear account of what are the challenges of 

mathematical thinking, why they matter 

and how they might be overcomed. For this 

purpose, different approaches to 

mathematical thinking were systematically 

and critically reviewed. Among those, the 

paper emphasized on mathematicianss 
account of mathematical thinking and the 

ways in which, it can be transferred into 

teaching- learning activities, has 

articulated. In addition, the challenges of 

developing mathematical thinking are 

discussed. This paper has aimed to depict a 

more clear perspective for educational 

researchers in general and mathematics 

education researchers in particular.   

Keywords: Mathematical thinking, 

Mathematicians, Mathematics Education 

Researchers, Teaching- Learning 

Activities, Mathematics Classroom.  

                                                 
      f_zeynivand@yahoo.comدکتراي آموزش ریاضی . 2 
 

mailto:f_zeynivand@yahoo.com


 وند نژاددکتر فرشته زینی

 

2931،پاییز و زمستان 21، شماره 6درسی آموزش عالی، سال  دوفصلنامه مطالعات برنامه  

 

251 

 

 مقدمه .2

یادگیري  ياساسی در ارتفا یترین اهداف آموزش ریاضی است که نقشیكی از مهم ،تفكر ریاضی

کید أهاي حل مسئله تبر روش هاي موجود از تفكر ریاضیبرخی از توصیف .کندمفهومی بازي می

(. 1002، 2مفهومی ریاضی تمرکز دارند )واتسنبر توسعه درك  ،بعضی دیگرکه در حالی ،کنندمی

شود که داراي زبان ولی در هر دو صورت، تفكر ریاضی به عنون یكی از انواع تفكر شناخته می

ها، آموزش ریاضی، یكی از هاي انتزاعی منحصر به فرد است. به دلیل این ویژگیخاص و ویژگی

 تعدادکه تنها،  است ( بر این باور2331) 1بورتون و هاي آموزشی استهاي نظامترین چالشاصلی

. توسعه نیافته است تفكر ریاضی در اکثرشان،اند و موفقدرس ریاضی در ، آموزاناز دانش اندکی

توسعه  فرآینددر مقابل  ي ریاضیبر محتوا را آموزشیهاي نظامکید زیاد أت، آنان یكی از موانع را

  دانند. تفكر ریاضی می

ن ااهمیت نقش ریاضی در توسعه علوم و فناوري، آموزش ریاضی توجه محقق به خاطراز طرفی، 

که بین آموزش ریاضی و توسعه  اندکردهادعا  هاو حتی بعضی از آن زیادي را جلب کرده است

شوراي معلمان »بدین سبب (. 2336، 9و الرتن سرابطۀ مستقیمی وجود دارد )کلمنت ،زندگی

باید ریاضی را براي  ،آموزاندانشاعلام کرد که ، 1000در سال  )NCTM(« 1ریاضی آمریكا

-همیاد بگیرند.  ،فرهنگی، براي محیط کار و نیز جامعه فنی و علمییک میراث  عنوانبهو زندگی 
از  ،«هاي ریاضیآموزان براي توسعه تواناییکمک به همه دانش»که  بیان نمود این شورا  ،چنین

« فكر کنند ،وارتوانند یاد بگیرند که ریاضیآموزان مینشهمه دا»و  استاهداف آموزش ریاضی 

این هدف محقق در تدریس ریاضی، هنوز اند که بسیاري از پژوهشگران دریافته ، اگرچه(12)ص 

به دلیل این تنوع در (. 1029، 6وندنژاد و همكاران؛ زینی2331، 5نشده است )یوداریا و تال

تا چیستی، چرایی و چگونگی توسعه تفكر ریاضی از چند  برداشت، در این مقاله، تلاش شده است

 دیدگاه، تبیین شود.
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 2تفكر ریاضی .1

هاي ذهنی که افراد از براي توصیف فعالیت مثلاا  .است نی متعديداراي معا ،اصطلاح تفكر ریاضی

-یمشخص انجام م صورتبهکارهاي روزانه فرد که  ،آگاهانه(آگاهی کامل ندارند )تفكر نیمه هاآن
کارهایی که نیازمند توجه بیشتر و نیازمند  ،اندکارهایی که نیازمند توجه یا تلاش مستقیمگیرد، 

(. 1005، 1لیسوا)مآیند همگی جزو تفكر ریاضی به حساب می ،سطح خاصی از تجربه هستند

ریاضی را فكر تیادگیري  ،(2331، تعریف توسعه تفكر ریاضی نیز آسان نیست. شونفیلد )ضمناا

فرآیند  يریکارگبهبه معنی توسعه و  ،شناسی و تعلیم و تربیتهستی شناختی،معرفت نظرقطهازن

 ،در فهم ساختارهاي ریاضیرا شایستگی کار با ابزارها داند که می)انتزاع(  ریاضی سازي و تجرید

 کند کهاي در یادگیري مفهومی بازي میتفكر ریاضی نقش عمدهند. به این دلیل، کایجاد می

؛ 2331، 9آن را توسعه داد )هنینگسن و استین ،هاي ریاضی متنوعفعالیت لهیوسبهتوان می

آموزان براي کمک به دانش ،ترین ارزش توسعه تفكر ریاضی(. مهم1001، 1استین و همكاران

زیرا . است هاي صرفکنحل یا مسئله انجام دهندگان در مقابلن ریاضی ابه متفكر شدنلیتبد

داراي توانایی بیشتري براي  ،کنكر ریاضی در مقایسه با یک انجام دهنده یا مسئله حلیک متف

درك مفاهیم و ها نگرش استقرایی براي کشف الگوو هاي مختلف ریاضی یادگیري موقعیت

نیست کننده دانش کسب ،فقطو  است دانش سازنده ،یک متفكر ریاضی ،یطورکلبهریاضی است. 

 (. 1020، تیسی، بورتون و اسمیسن)

بایستی ابتدا تعریف تفكر  ،ارزشیابی کند آن رااگر شخصی بخواهد تفكر ریاضی را یاد دهد یا 

مفاهیم مختلف ریاضی با هم فرق دارند. مثلاا توانایی یادگیري در حالی که ریاضی را بداند. 

تنوع، باعث  همینمتفاوت از یادگیري اثبات یک قضیه توپولوژي است.  کاملاا ،شمارشیادگیري 

هاي توان به دیدگاهمیشده است که از آن جمله، هاي زیادي در مورد تفكر ریاضی دیدگاهتوسعه 

پردازش  -شناختی (،2336، 6آموزشی )گینسبرگ -(، شناختی2336، 5)کارول یسنجروان

 رد( اشاره ک2336، 1یزنبرگآ(، و رویكردهاي ریاضی )دریفوس و 2336، 1اطلاعات )میر و هگرتی
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-روان ، برايریاضی براي مثال، شناخت ماهیت تفكراهمیت خاص خود را دارد.  ،هرکدام که
دانشمندان علوم   موردتوجه ،سازي تفكر ریاضیشبیه کهیدرحال دارد، بیشتري اهمیتشناسان 

مهم  آموزشگرانن تفكر ریاضی براي دو آزمویادگیري  -یاددهییا این که فرایند است. کامپیوتر 

به خود هم را  یفرهنگ هايحوزه نامحقق توجه ،اما چگونگی و چرایی کیفیت تفكر ریاضیاست، 

اند، ولی داشتهجدیت  هاي تفكر منطقیفهم صورت ايبر هایلسوفبالاخره، فاست.  جلب کرده

 از(. 2336، 2زیو-نبرگ و برنفقط براي حل مسائل نیازمند تفكر ریاضی هستند )است ؛عامه مردم

، تخصیص مسئله، زدنمثالمانند هاي ذهنی متنوعی آموزش ریاضی، فعالیت پردازانهینظر منظر

مرتب تحلیل منطقی، نمادسازي، تكمیل کردن، حذف کردن، اصلاح کردن، مقایسه کردن، 

همگی  ،رد کردن و قانع کردن و آزمایییراست، آوردن لیدل، دادن حیتوض، مشاهده الگوها، کردن

این در حالی (. 1020كر ریاضی را مشخص نمایند )میسن و همكاران، تفهاي ویژگیتوانند می

هاي عمومی، هوش سیال، توانایی رندهیدربرگها، سنجرواناز دیدگاه تفكر ریاضی مطابق است که 

زیو، نبرگ و بنر)است استسطح بالاترین در حافظه عمومی، درك تصویري وسیع و هوش متبلور 

رویكرد پردازش اطلاعات شناختی به تفكر ( که 2336و هیگارتی )ولی کسانی مانند میر  (.2336

ترجمه دانند و آن را میفرآیند شناختی منطقی شامل حل مسئله ریاضی را ماهیت  دارند، ریاضی

فرآیند در حقیقت این . کنندمعرفی می ریاضی هايذهنی هر گزاره در مسئله بازنمایییا 

مرحله اول  اي حل مسئله پولیاست که در آن،مرحلهی، جرح و تعدیل شده مدل چهار شناخت

تلفیق به معنی بازنمایی ذهنی موقعیت توضیح  و تشخیص معنی اولیه هر گزاره در مسئله

اجرا به معنی محله سوم  ریزي یک طرح براي حل مسئله؛برنامهمرحله دوم در مسئله؛  شدهداده

اشاره نگري است، م مدل پولیا که دوبارهمرحله چهارو تنها به  انجام طرح مثل محاسبات است

-استراتژي مدل» ، اساس تفكر ریاضی،اهسنجرواناز منظر شده است. با عنایت به این برداشت، ن

در مسئله را  شدهدادهموقعیت شرح یادگیرنده، به این معنی که براي حل مسئله است.  «1مسئله

مسئله،  مبتنی بر بازنمایی موقعیت ،آنکه طرحی براي رسیدن به حل  کندیمفهمد و سعی می

فكر ریاضی مت ،که در آنکرده است معرفی ی مدلدر توضیح این دیدگاه، ( 2336) 9بن زیوبریزد. 

 ،آموزان در این مدلی را حل کند. خطاهاي دانشکند یک مسئله کمّکه سعی میکسی است 

   حتی اگر درست نباشند. ،خطاهاي منطقی با دلایل معین هستند
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شناسی )برداشت زیباییرا  کلیدي تفكر ریاضی هاي، ویژگی(2336) 2دریفوس و آیزنبرگ

ریاضی(؛  فكر کردنِبراي درست ) نفساعتمادبهدانان از تفكرشان در خصوص ریاضی(؛ ریاضی

)براي دیدن روابط بین انواع مختلف مسائل ریاضی(؛ ساختارها )براي استنتاج استدلال از طریق 

هاي دیداري، )براي ترجمه یک مسئله ریاضی به قالب ؛ بازنماییو روابط قایبین حقدیدن روابط 

گشتی براي حرکت به سمت بازها؛ تفكر بازنماییتوجیه نمادي و عددي(؛ استدلال دیداري براي 

در یک حالت خاص یا روش تفكر درباره  ماندننجلو و دوباره برگشتن به آغاز؛ انعطاف تفكر )باقی 

را همین  تفكر ریاضیبسیاري از پژوهشگران نیز، علت پویایی اند. توصیف کرده ،ضی(مسائل ریا

، بورتون و میسن؛ 1006؛ هارل و همكاران 2331؛ شونفیلد، 2332)تال،دانند ها میویژگی

( که 1020، 1دهد )کاراداگنقشه مفهومی تفكر ریاضی را نشان می ،2(. شكل1020، استیسی

 استدلال، ،بازنمایی ،ریاضی کردن نینمادسازي ریاضی، هاي مدلهفت دسته اصلی فعالیت

ورزي به (، ریاضی1001) 1زندیهباور به گیرد. را دربر می 9ورزيو ریاضی اثبات کردن ،تجرید

 شود. اطلاق می ،دهی کردن و اثبات کردنسازي، سازمانهایی مانند تجربه کردن، حدسیهفعالیت
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 (1020هاي تفكر ریاضی )کاراداگ، : فعالیت2شكل 

هاي تخصصی و محققان آموزش ، گروه2310ر راستاي رویكردهاي ریاضی، در اوایل دهه د

همۀ  باایتقر که تفكر ریاضی پیشنهاد کردند اندازهایی در مورد چگونگی توصیفچشم ،ریاضی

ریاضی اي براي درك ابتدا نظریه ین راستا،. در ابودند 2 تفكر ریاضی پیشرفته امرتبط ب ها،آن

تفكر  باره ماهیت در شدهانجامهاي به تحقیق با توجه (.2332)تال، ، تبیین شد دانشگاهی

، انجام سازي تفكر ریاضی پیشرفتهمفهومکه عبارت از  سه حوزه نیازمند توجه است ،ریاضی

 واقعی هايدر موقعیت تبیین شده هايکاربست نظریهسنجی براي هاي میدانی، و امكانپژوهش

در  شدهانجامهاي نگاهی به سیر تحولی پژوهش هاي درس در آموزش عالی هستند.کلاس

توان به ( که می1020کند )نب، میمهم را برجسته  مضمونچند پیشرفته،  خصوص تفكر ریاضی
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ناختی ریاضی را اشاره کرد که چارچوبی براي  مشكلات ش 2تمایز تصویر مفهوم و تعریف مفهوم

  (.2312، 1در حوزه ریاضیات دانشگاهی، بیان نموده است )تال و وینر

 

 در ریاضیات پیشرفته  یک فرآیند عنوانبهتفكر ریاضی اهمیت  .9

 ندامیدوار ،کنند که از طریق آنهایی را براي فرآیند تفكر خلاق جستجو میروش ،دانانریاضی

(. بسیاري از 2332یابد )تال، ارتقاء  ،دانشگاه در سطح ریاضی کیفیت تدریس و پژوهش که

؛ هرچند، استنتاج  و دهدیمدر تفكر ریاضی نیز رخ  ،افتدمی اتفاقهایی که در حل مسئله فرآیند

 بعد ( و2332تال ) ،نیا باوجودتفكر ریاضی پیشرفته است. فرد بهمنحصرخصوصیت  ،اثبات

ریاضی  بر محصول تفكر ، عمدتاار سطح دانشگاهیاددهی دمشاهده کردند که (، a  1020ارسلان )

 دارد.  دیتأک ،فرآیند تفكر ریاضیمتمرکز است و کمتر بر 

وجوه یكی از و  انتزاعی هستند جاتمفاهیم و استنتا، جزو همه مفاهیم در ریاضیات پیشرفته

نگی و چگو ،تفكر ریاضی پیچیدگیِسطح مربوط به  ،تمایز بین تفكر ریاضی مقدماتی و پیشرفته

اي براي تبیین هاي گستردهطی چند سال، تلاش(. 2332)دریفوس،  استپرداختن به آن 

 کنفرانس»در « 9پیشرفته تفكر ریاضیکاري گروه »هاي تفكر ریاضی پیشرفته، توسط ویژگی

. یكی صورت گرفت ،شود( که سالانه برگزار میPME« )1شناسی آموزش ریاضیروان المللیبین

( 2331) 5کاپوتچنین، بود همدر یادگیري ریاضی مفهوم، تفاوت بین فرآیند و هم، هاي ماز یافته

بسیار رود، ها به کار میآنبراي تولید  یی کههاي بازنمایی ذهنی و ابزارهاتصریح کرد که نظام

چه بنابراین هر اي دارد.هستند و در این بین، تكنولوژي به طور مشخص، نقش برجسته مهم

تر خواهد بود. موفق ،ریاضیدرك تري از یک مفهوم ساخته شود، شخص در نیغ توصیف ذهنیِ

هاي جدید و براي فهم عمیق ایده ،حرکت از یک بازنمایی ریاضی به بازنمایی دیگرافزون بر این، 

مختلف هاي یی، بازنماآناز طریق فرایند ترجمه که چنین، همبسیار مهم است.  ،هاآني گیرشكل

نمود بیشتري پیدا ، در مسائل کاربرديکه  اي دارد، اهمیت ویژهشوندداده می به هم پیوند

 ،ثابت بیضرابراي مثال، در یک معادله دیفرانسیل درجه دوم با  .(2332)دریفوس،  کندمی

                                                 
1Concept image and concept definition  
2Tall and Vinner 
3 Worknng rr oup for AAdvaneed aa hhemtt       hnnknng   
4 Internatinal Group for the Psychology of Mathematics Education: PME 
5Kaput 
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شود. ارائه داده می میراییهایی انواع مختلف از حالت بر اساسهاي آن حلو راه 2مسئله نوسان

، تا مسئله کاربردي داشته باشندزمینه باید درك واضحی از دلات، دانشجویان براي حل این معا

 ،و ذهنی یافته، تجسمنهاي نمادیتمایز بین بازنمایی ، ترجمه کنند. ریاضی به زیانآن را  بتوانند

نقش « سازيمدل»شده است. در این نظریه،  شرح داده ،نظریه سه دنیاي ریاضی تال لهیوسبه

یک براي ایجاد  ،یا فرایندنظام هاي مختلف یک موضوع، صورتدر آن،  رد، زیرااي دابرجسته

 سازيمدل ءِفرآیند یا شی، شوند و براي مطالعه رفتارترکیب می ، با همنظریه یا ساختار ریاضی

سازي ریاضی و وابسته به مدل ،هاي ذهنیبازنمایییعنی شوند. واقع میاستفاده  ، موردشده

فرد در این فرایند،  یهاي ذهنبازنماییوابسته به موقعیت فیزیكی است و  ،ضیسازي ریامدل

 (. 2332است )دریفوس،  ضروري

 

 تفكر ریاضی فرایند .1

ت سپویا يفرآیند تر، معتقدند که تفكر ریاضی،جامع ( با نگاهی1020) ، بورتون و استیسیمیسن

 يباعث ارتقاو همین،  تر کنند، عمیقضیهاي ریاایدهتا درك خود را از سازد که افراد را قادر می

و  هافرآیندبستگی به عمق و قوت  ،تفكر ریاضی آنان، غناياز نظر . شد خواهدآنان فهم و درك 

که باعث ها به چندین مهارت سازد. آنرا در ریاضی، توانمند می دافردارد که ا ریاضی هايساختار

؛ 1تخصیص و تعمیمشان، ترینکه مهماند اشاره کرده شودمی تقویت و تعمیق تفكر ریاضی

کردن و نادیده گرفتن؛ توسیع و  دیتأک ؛نمودنتصور کردن و بیان  ؛9متقاعد کردنو سازي یهحدس

متنوع کردن، برعكس کردن و امتحان ، ؛ تغییر دادن1اهویژگیتشخیص  بندي وتحدید؛ دسته

کردن براي فهمیدن ساختارهاي مرتب و دهی ، سازماننمودنکردن؛ انتخاب کردن، مقایسه 

ها و یهنقض، رو هايها، مثال، مثالهاآن و خواص هاهحقایق، قضی ،هاتعریفمانند ریاضی 

هاي  ارتباط بازنمایی و ، بیان کردن، دلیل آوردن، اثبات و استدلالین، بازنمایی نمادهاالگوریتم

حل ( بر این باورند که از طریق 1020) ، بورتون و استیسیمیسن با یكدیگر هستند. یک مفهوم

را  «نمودنتصور کردن و بیان »ها به خصوص توان بسیاري از این توانایی، مییک مسئله ریاضی

هاي شكلشامل همۀ  که« تصور کردن»در یادگیرندگان ریاضی، ایجاد نمود. از نطر ایشان، 

ی آن تصورات است، در که تجل« بیان نمودن»است، و  موردنظرتصورات ذهنی فرد از مفهوم 

                                                 
1Oscillation 
2 Specializing and Generalizing 
3 Conjesturing and Convincing 
4Classifying and Characterizing 
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هاي قابلیت افزایش توانایی ها، فرایند حل مسئله،علاوه بر این .هستندبنیان تفكر ریاضی حقیقت، 

را به خوبی دارد. با این حال، « بنديطبقه»و  «دتوسیع و تحدی» ،«گرفتنو نادیده کردن  دیتأک»

هاي جزو ویژگیرا « نسازي و متقاعد کردحدسیه» و« تخصیص و تعمیم»مهارت دو ها آن

، به طور خاص دانند که به این دلیلشان میپرکاربردتریناساسی فرایند تفكر ریاضی و از جمله 

    شود. ها پرداخته میبه آنبه اختصار 

 

 تخصیص و تعمیم . 1-2

 نیدر امسئله ریاضی است. حل یک هاي خاص براي به معنی بررسی مثال ،فرآیند تخصیص

 معمولااهاي خاصی از یک موقعیت عمومی در مسئله هستند. حالت ،شدهانتخابي هامعنی، مثال

تواند می «تخصیص» ،توانند جلو بروندستند و نمینیمسئله یک حل قادر به  ،افرادوقتی که 

حل مناسب را پیدا ، توانایی رسیدن به راهمسئلهفرایند حل  شدن دردرگیرکمكشان کند تا با 

و به  ارائه دهند یبامعنهاي سازد که حدسآموزان را قادر میتخصیص دانش ،این اضافه بر کنند.

امكان  ،«چه چیز» سمت به« چرا»حرکت از تخصیص با (، 1020) ، بورتون و استیسیمیسنقول 

،  یک مورد خاصبراي الگوي معتبري و  سازدفراهم می ،افتدمی اتفاق واقعااکه را  چهآنتبیین 

را  آنچهخواهند و را می آنچهدانند، را می آنچهکند که ص به افراد کمک میتخصی کند.تولید می

و کنند برداري میافراد از الگوها پرده ،شناسایی کنند. بنابراین از طریق تخصیص ،ممكن است

ناپذیر است و شود. در بحث تخصیص، فرآیند تعمیم اجتنابمنجر به تعمیم تواند این عمل، می

تري از موارد مربوط به گستردههاي دسته ۀدربارسازي حدسیه و هاي خاصثالبراي حرکت از م

 ،کنددرك مییک مسئله ممكن را براي حل الگوهاي فرد، که هنگامی و رودبه کار می ،آن مسئله

از تفكر ریاضی اي عمدهبخش  ،ثابت بین تخصیص و تعمیم شود. تعاملِفرآیند تعمیم آغاز می

اگر  ،جهیدرنت شوند.آوري میتخصیص، شواهد براي مرحله تعمیم جمع هلیوسبه ، زیرااست

 مشهودتر ،شدهانتخابهاي مثالبین تعمیم در  يانجام شود، الگووار نظام صورتبهتخصیص 

 است. 

 

 سازي و متقاعد کردن حدسیه. 1-1

 رطوبهحدس یک عبارت منطقی است که هنوز درستی آن اثبات نشده است و دلایل آن 

 تفكر. در فرآیند نشده استبراي نقض آن پیدا  هم هیچ مثالی ، ولینشدهانیباي کنندهقانع
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به  ،هاي بیشترتخصیصبا  شده و بعد،تولید  از طریق الگوهاتواند می ،ریاضی، حدس آگاهانه

هاي بیشتري است شامل تعمیم ،سازيشود. استدلال آوردن براي فرآیند حدسیهقطعیت نزدیک 

کند حرکت می آن،درستی « ییچرا»علت یا  يسوبه ،ممكن است درست باشد آنچهبیان  ازکه 

  .(1)شكل  قلب تفكر ریاضی است حدس زدنتر، (. در مقیاس کوچک1020)میسن و همكاران، 

 

 
 : فرآیند تولید حدس1شكل 

 

ر این، براي درگیر براي بروز الگوها کافی نباشند. علاوه بوار، نظامهاي بنابراین ممكن است مثال

دوباره کشف پدیده دهی شود و کامل، تخصیص ممكن است دوباره سازمان طوربهشدن با مسئله 

به  ،«چرا»دشوارتر است و پاسخ به « چرا»از « چه چیزي» ،براي حدس زدن ، اتفاق بیفتد.کردن

که چیزي درست  کندمی هایی است که خواننده را متقاعدي ارائه دلیل براي همه گزارهامعن

 . است
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 تفكر ریاضی يفرایند پویا. 1-9

( پیشنهاد 2316و همكاران ) برونر، ابتدا از طرف تفكر ریاضی چارچوباز  «فنري شكل»تصویر 

حرکت این است.  شدهدادهنشان  9در شكل  ،هداده شد عهتوسط میسن توسداده شد و بعد، 

هر حلقه جدید بر  ،شود که در آنكیل میحلقه تش یو از تعداد نامعین است فنري صورتبه

(. 2311شود )بورتن، ایجاد می ،هاي قبلیآموز با توجه به درك حلقهاساس فهم و آگاهی دانش

دارد. بنابراین، هر به تصور کشیدن یک مفهوم سهم خاصی در ایجاد توانایی  ،آگاهی در ریاضی

ایده، یک موضوع، یک یک ورزي روي تدس لهیوسبهفهم و آگاهی  يبراي ارتقا یموقعیت ،حلقه

و  مشاهدهقابلبایستی ورزي، نتایج این دست هرچندکند. نماد فراهم می یک یانمودار 

 ، فرایندورزيدست(. 2311، ، بورتون و استیسیمیسن)باشد قابل تفسیر و در ضمن، انگیزاننده بر

تبدیل  ،رودمی انتظارکه  چهآن، به که وجود دارد چهآن از آن طریق، کند کهي ایجاد میاپیچیده

  (.2311)بورتن، شود می

 درك کردنورزي، دست اگرچهعاطفی نیز نیازمند توجه هستند.  يهامؤلفهدر تفكر ریاضی، 

کنند. هاي شناختی، تفكر ریاضی را به جلو هدایت میها و شرح و بسط دادن فعالیتالگو

کنند )شكل هدایت می ،«و مرور ،ورود، حمله»ورت سطح شناختی را به سه ص ،هاي عاطفیپاسخ

است.  «تخصیص»نیازمند  این کار، شود کهمیدرگیر آموز با مسئله ، دانش«ورود»در مرحله (. 9

منجر به درك  ،و متقاعد کردن حدس زدنشود. می «حمله»سبب ایجاد ها، موضوعبا ورزي دست

 ،«مرور» با و بعد شودجاد و رشد تعمیم میدرك کردن باعث ایبالاخره، و  شدهمسئله وضعیت 

 (.1020 ، بورتن و استیسی،؛ میسن2311شود )بورتن، موقعیت خلق می
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 یک فرآیند فنري شكل عنوانبه: تفكر ریاضی 9شكل 

 

تنها در  ،تفكر ریاضیقدرت ناشی از که  نشان داد ،در پژوهش خود (1021وندنژاد )زینیالبته، 

بلكه  ،و متقاعدکردن نیست حدس زدنو تعمیم،  و تخصیصی مانند هایمهارتاستفاده از 

براي حل آن  ،مسئلهبسته به شرایط و  یرخطیغ صورتبه ،هاتوانایی این جویان از ترکیبدانش

ارائه شده  که توسط تال «2سه دنیاي ریاضی» این یافته، زمینه را براي درك بهتر  برند.بهره می

 کند.ت پیشرفته در سطح دانشگاه است، فراهم میگیري اصلی آن ریاضیاو جهت

 

 سه دنیاي ریاضی .5

اي به ریاضیات رسمی در ( در ارتباط با انتقال تفكر از ریاضیات مدرسه1001اخیر تال )مطالعات 

 ،است. در این چارچوبشده  «سه دنیاي ریاضی»نظري چارچوب ، منجر به تدوین سطح دانشگاه

اصل  -گراییو صورت 2، نمادسازي عملیاتی 1ازي مفهومیستفكر ریاضی به سه روش تجسم

                                                 
1Three Worlds of Mathematics  
2Conceptual Embodiment 
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، تفكر و عمل ریاضی مفاهیمشامل درك  ،مفهومی يسازتجسمشود. دنیاي ارائه می ،1موضوعی

صوري و اصول روابط نمادها و  بر اساسشامل محاسبات  ،9اما دنیاي نمادسازي فرهومی ،است

مختلف از  نوعِچند  ،(1002) 1گري و تالهاست. انتزاع و اثباتمبتنی بر موضوعی است که 

 يمطالعه اشیا ،هدف آنو  است تجرید تجربیها، که یكی از آن اندریاضی را توضیح داده ياشیا

دارد و  دیتأکبر عملیات روي نمادها  تجربی،تجرید نیمه .تسهاآنریاضی براي کشف خواص 

 ،پیاژهیا به تعبیر  5گرارویكرد صورتبالاخره، شود. ذهنی فهمیده می صورتبه ی است کهمفهوم

این دنیا، بر تجربی در نظر گرفته شود. تجرید نیمه شدهشیپالانسخه  تواندیم ،«6تجرید بازتابی»

را ها توسط فرد تا زمانی که بتواند آنها تكرار عمل و هاها و تفاوتشناسایی الگوها، شباهت

 ی برايزبان. به باور وي، این دنیا (1001)تال،  متمرکز است ،دهدانجام  خوديبهخود صورتبه

دنیاي معتقد است که  (1001) . تالاست توسعه ریاضیریاضی و مبناي  توضیح و پالایش تفكر

-فرد می یادگیريتوسعه ، باعث هاآنتوصیف و ساخت و از طریق درك مفاهیم  ،تجسم ذهنی
از  ها،آنبا توجه به  ریاضی و خواصشوند ها به اصول موضوع تبدیل مینظام کهیهنگام. شود

 ،دنیاي سومسمت به  ،شوند، توسعه شناختی از یک مفهومهاي رسمی استنتاج میطریق اثبات

به  هم ،سازي مفهومیکند. بنابراین، تجسماصل موضوعی حرکت می-یعنی رویكرد صوري

از مفاهیم  1ومیبازنمایی فره ،خاص هايدر حالتیافته ریاضی، و هم تجسممفاهیم چگونگی 

تعامل بین این سه دنیاي (، 1021) وندنژادزینیبر این اساس،  .شودشامل می ،ریاضی را نیز

 (. 1شكل ) دادنشان  ،در درس معادلات دیفرانسیل را ریاضی

 

 

 

                                                                                                                     
1Operational Symbolism 
2Axiomatic Formalism 

در ششمین  2316بار در سال است که اولین( concept( و مفهوم )processترکیبی از فرآیند )، procept واژه 9

« فرهوم»معرفی شد. خانم دکتر گویا، معادل فارسی را  تالدیوید ط توسالمللی آموزش ریاضی در اسپانیا، کنگره بین

را که ترکیبی از دو واژه بالاست، ساخت. سپس خانم دکتر شیوا زمانی، در همان سال مقاله تال را ترجمه کرد که در 

  ، چاپ شد.  2915مجله رشد آموزش ریاضی سال 

1 Gray and Tall 
5 Formalist 
6 Reflective Abstraction 
7 Proceptual Representations 
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 (1001: سه دنیاي ریاضی )تال، 1شكل 

 

در مسیر این د. نکنیهاي چندگانه ریاضی را توصیف مبازنماییبین حرکت  ،سه دنیاي ریاضی

و رسیدن به یک فرایند براي طی یک  استفاده از نمادهانمادسازي فرهومی حرکت، منظور از 

هاي اي از فرهوممجموعهو کند اولیه ایجاد مییک فرهوم  ،فرآیند و مفهوم. ترکیب استنتیجه 

 .کنندیمرا ایجاد تر وسیعیک فرهوم  ،ابتدایی

در ریاضیات  هااین است که تعریف نو نمادی یافتهتدایی تجسمتمایز اصلی بین ریاضیات اب

 درآمده  تعریف عنوانبه هاآنکه خواص دارد ریاضی  ياشیاباره تجارب فرد درریشه در  ،ابتدایی
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 هاي بر اساس تعریف ،رسمی در ریاضیات پیشرفته يهاییبازنما کهیدرحال .شوندمی برده کاربهو 

 د.نشواستنتاج می ،هاي رسمیبا استفاده از اثبات هاآنشوند و خواص یشروع منظریه مبتنی بر 

کنند. براي مثال، برخی از افراد بین این سه دنیا حرکت نمی ،یكسان هايآموزان به روشدانش

با  نکارکرددر  شیوبکمممكن است  هرچند ،کننددر دنیاي نمادسازي عملیاتی شروع می

برخی از  ،مهارت داشته باشند. از طرفی دیگر ،ورزيبل دستمفاهیم قا عنوانبه ،نمادها

 طوربهکنند و برخی نیز شروع می نو نمادی یافتههاي تجسماز تجربه ،طبیعی طوربهآموزان دانش

 (. 2331کنند )کاپوت، نوشتاري عمل می هايمبتنی بر تعریف ،طبیعی

کردن مفاهیم  اختصاصی جمله ازی اصل مؤلفهشامل دو  ،(2331تفكر ریاضی از دیدگاه تال )

و اصول موضوع  هابر اساس تعریفها یهدقیق و استنتاج منطقی قض هايتعریف ۀلیوسبهریاضی 

شوند و ریاضی هدایت تفكر پیشرفته  يسوبهبایستی  ،موزانآد است که دانشقمعتوي است. 

راسموسن و این راستا،  در .مرحله نهایی تفكر ریاضی است، 2وار شدننظام بندي شدن وصورت

 هاي ریاضیِ رویه استفاده از اند که برتفكر ریاضی ارائه داده یک راهكار براي مشخصه ،همكاران

به تفكر  ،«1متعالی ریاضی فعالیت». دارد دیتأکها کیفی مختلف از فعالیت يهاصورتمهم و 

و از  ایی خاصی نیستخاصی یا سطح محتو که محدود به کلاس شودیمریاضی پیشرفته اطلاق 

 ،فعالیتطول آموز در که روي پیشرفت دانشاینبراي  ،ترجیح دارد «متعالی» نسبت بهنظر تال، 

را نسبت  وي آموز و پیشرفتهایی از تحول استدلال دانشصورت ،این حرکتیعنی دارد.  دیتأک

براي توصیف  ،شناساننروا لهیوسبهعبارت تفكر در حقیقت، دهد. نشان می ،قبلی هايبه فعالیت

هم که  اندکاربردهبه ،تفكربه جاي ریاضی را  عبارت فعالیت ،هاآن و رودرشد ریاضی به کار می

اولین و  عنوانبه ،شود. عبارت فعالیت از دیدگاه آنانکردن را شامل می فكر همانجام دادن و 

هایی دوگانگی ،ام دادن و تفكرانج ،که در آن شدهانسانی در نظر گرفته  ترین فعالیتپیشگام

(. 1005)راسموسن و همكاران، اند شدهواقع  ،هاي اجتماعی و فرهنگی خاصزمینههستند که در 

 حدس از قبیل سازي افقیو تعدیل ریاضی سازگار کردنرا مبتنی بر متعالی  فعالیت ریاضیِ  هاآن

سازي، دلیل رسمینظیر دي عموسازي و ریاضی یررسمیغهاي ، تجربه کردن و سایر روشزدن

                                                 
1Formalization and Systematization 
2Advancing Mathematical Activity 
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هاي فعالیت هاآن، ضمناا شواهد را مطرح نمودند.  بر اساسکردن  ینیبشیپآوردن، تعمیم و 

بیان  لیتفصبه ،و تعریف را نیز يسازتمیالگورنمادسازي،  ازجمله ،در این شیوهرا سازي ریاضی

 سازيِ براي مشخصهروشی  ،افقیسازي ریاضیسازي عمودي و اند. تعارض بین ریاضیکرده

، 2کند )راسموسنکند. جدید را تسهیل میفعالیت فراهم میتعالی آموز و دانش هايفعالیت

 (. 1001؛ راسموسن و همكاران، 1001

 

  يریگجهینتبندي و جمع .6

هاي دیدگاهاز جمله  ،تفكر ریاضیرابطه با هاي موجود در و دیدگاه هاتعریف ،در این مقاله

. مرور شد ،دانانفرهنگی و رویكردهاي ریاضی-پردازش اطلاعات، شناختی-ختیسنجی، شناروان

 وشد بررسی  لیتفص به ،داناندیدگاه تفكر ریاضی از منظر ریاضی ،هاي موجوددیدگاهبین از 

پویا و پیچیده  يفرآیندرا تفكر ریاضی دانان، . ریاضیگردید جامعی ارائهنسبتاا تعریف براي آن، 

دانان معتقدند که ریاضی .آن است پیچیدهانتزاعی و  هايساختارشخصه اصلی آن، مکه دانند می

کند که هم اي ایجاد میویژه« قدرت»هایی است که در فرد، توانایی و تفكر ریاضی، شامل مهارت

کند می« قدرتمند»قدر آنان را کند و هم آناي، به افراد کمک میبراي زیستنِ بهتر در هر جامعه

 ها،علاوه بر این. ها معرفی شدندترین آنو در این مقاله، مهم انند به تولید ریاضی بپزدازندتا بتو

 ،نیز هاي ریاضیتفاوت تفكر ریاضی مقدماتی و پیشرفته با توجه به دیدگاهدر این مقاله، 

-چگونگی مواجهمحتوا و  یدگیچیپها را در تفاوت نیترمهمتوان قرار گرفت که می یموردبررس

 . ، دانستسازي ریاضیاستنتاج و رسمی ، وآنشدن با 

انتگرال  نظیر حساب دیفرانسیل و هاییدر درس شدهانجامبا توجه به مطالعات چنین، هم

تفكر  فقدان ریاضی، ترین مسئله در یاددهی و یادگیريمعادلات دیفرانسیل، مهم )حسابان( و

وندنژاد و همكاران، ؛ زینیb 1020)ارسلان، ستهاحلراهحل و تفسیر  سازي،ریاضی براي مدل

 جدي هايبا چالش ،دانشگاهی هاي ریاضیتفكر ریاضی در کلاس يارتقابا این وجود، (. 1029

توان به تأثیر که براي نمونه، می (2331؛ یوداریا و تال، 1021مواجه است )رزلاینی و همكاران 

سراسريِ بیرونی مانند کنكور، عدم  هايشیابیفشار ارزتفكر ریاضی، هاي مختلف نسبت به دیدگاه
                                                 
1Rasmussen et al 
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آشنایی  ،، کمبود منابعهاي ریاضی دانشجویانهاي متنوع براي ارزشیابی تواناییاستفاده از روش

و نقش تكنولوژي در در یادگیرندگان، تفكر ریاضی  يچگونگی ارتقابا اندك مدرسان ریاضی 

 اشاره کرد.  ،تفكر ریاضی يارتقا
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